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Aufgabe 3.1. (8 Punkte)
Sei Ω = B1(0) ∩ Rn

+ ≡ {x ∈ Rn : |x| < 1, xn > 0}. Seien aij ∈ C1(Ω), bi, d ∈ L∞(Ω) und f ∈ L2(Ω).

Sei (aij) gleichmäßig elliptisch mit Elliptizitätskonstante ϑ > 0. Sei u ∈ H1
0 (Ω) eine schwache Lösung des

Randwertproblems {
Lu := −

(
aijui

)
j

+ biui + du = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.

Sei ζ ∈ C∞c (B1(0) ∩ {x ∈ Rn : xn ≥ 0}) eine Abschneidefunktion mit 0 ≤ ζ ≤ 1 und ζ ≡ 1 auf B 1
2
(0).

Definiere für 1 ≤ k ≤ n− 1 und h ∈ R mit |h| klein

v := −D−hk (ζ2Dh
ku).

Sei A :=
∫

Ω
aijuivj und sei B :=

∫
Ω

(f − biui − du)v.

(i) Zeige, dass v ∈ H1
0 (Ω) gilt.

(ii) Zeige, dass es eine Konstante c > 0 gibt, so dass

A ≥ ϑ

2

∫
Ω

ζ2|Dh
kDu|2 − c

∫
Ω

|Du|2

gilt.
(iii) Zeige, dass es eine Konstante c > 0 gibt, so dass

|B| ≤ ϑ

4

∫
Ω

ζ2|Dh
kDu|2 + c

∫
Ω

(f2 + u2 + |Du|2)

gilt.
(iv) Folgere hieraus, dass es eine Konstante c > 0 gibt, so dass∫

B 1
2

(0)

|Dh
kDu|2 ≤ c

∫
Ω

(f2 + u2 + |Du|2)

gilt.
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