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Aufgabe 4.1. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C2. Seien f ∈ L2(Ω), ϕ ∈ W 2,2(Ω) und ai ∈ C1(Ω × R × Rn),
1 ≤ i ≤ n, gegeben, wobei die ai die Bedingungen (1), (2) und (3) von Aufgabe 2.2 erfüllen. Sei u ∈W 1,2(Ω)
eine schwache Lösung des Randwertproblems{

−(ai(x, u,Du))i = f in Ω,

−ai(x, u(x), Du(x))νi(x) = ϕ auf ∂Ω.

Dann ist u ∈W 2,2(Ω) und es gibt eine Konstante c = c(n, ϑ, cA), so dass

‖u‖W 2,2(Ω) ≤ c
(
1 + ‖ϕ‖W 2,2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖u‖W 1,2(Ω)

)
gilt.

Aufgabe 4.2. (4 Punkte)
Sei m ∈ N, m ≥ 2. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ Cm+2. Seien für i, j ∈ {1, . . . , n} die
Funktionen aij ∈ Cm+1(Ω), bi, c ∈ Cm(Ω) gegeben, so dass (aij) gleichmäßig elliptisch ist. Seien f ∈Wm,2(Ω)
und ϕ ∈Wm+2,2(Ω) gegeben. Sei u ∈W 1,2(Ω) eine schwache Lösung des Randwertproblems{

Lu := −(aijuj)i +
∑n

i=1 b
iui + cu = f in Ω,

−aijujνi = ϕ auf ∂Ω.

Zeige, dass dann auch u ∈Wm+2,2(Ω) gilt und dass es eine Konstante c = c(n,Ω, L) mit

‖u‖Wm+2,2(Ω) ≤ c
(
‖ϕ‖Wm+2,2(Ω) + ‖f‖Wm,2(Ω) + ‖u‖Wm−1,2(Ω)

)
.

gibt.
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