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Aufgabe 6.1. (4 Punkte)
Sei m ∈ N, m ≥ 2. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ Cm+2. Seien für i, j ∈ {1, . . . , n} die
Funktionen aij ∈ Cm+1(Ω), bi, c ∈ Cm(Ω) gegeben, so dass (aij) gleichmäßig elliptisch ist. Seien f ∈Wm,2(Ω)
und ϕ ∈Wm+2,2(Ω) gegeben. Sei u ∈W 1,2(Ω) eine schwache Lösung des Randwertproblems{

Lu := −(aijuj)i + biui + cu = f in Ω,

−aijujνi = ϕ auf ∂Ω.

Zeige, dass dann auch u ∈Wm+2,2(Ω) gilt und dass es eine Konstante c = c(n,Ω, L) mit

‖u‖Wm+2,2(Ω) ≤ c
(
‖ϕ‖Wm+2,2(Ω) + ‖f‖Wm,2(Ω) + ‖u‖Wm,2(Ω)

)
.

gibt.

Aufgabe 6.2. (4 Punkte)
Sei H ein reeller Hilbertraum und {0} 6= V ⊂ H ein abgeschlossener Unterraum. Seien K,B symmetrische,
stetige Bilinearformen auf H.

(i) Wir nehmen an, K sei kompakt, d. h. falls (un)n∈N ⊂ H schwach in H gegen u ∈ H konvergiert, dann
konvergiert K(un) := K(un, un) gegen K(u), und positiv, d. h. für alle u 6= 0 gilt K(u) > 0. B sei
koerziv relativ zu K, d. h. es gibt Konstanten c0, c > 0, so dass für alle u ∈ H

B(u) := B(u, u) ≥ c‖u‖2 − c0K(u)

gilt. Zeige, dass das es ein v0 ∈ V gibt, so dass für alle 0 6= v ∈ V

λ0 :=
B(v0)

K(v0)
≤ B(v)

K(v)

gilt. Zeige weiterhin, dass für alle v ∈ V
B(v0, v) = λ0K(v0, v)

gilt.
(ii) Verwende Teilaufgabe (i), um Theorem 2.2 aus dem Skript zu beweisen.
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