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Blatt 7

Aufgabe 7.1. (4 Punkte)

Sei H ein reeller Hilbertraum und {0} # V' C H ein abgeschlossener Unterraum. Seien K, B symmetrische,
stetige Bilinearformen auf H. Sei K positiv und kompakt und sei B koerziv relativ zu K. Induktiv definieren
wir nun fiir ¢ € Ny die Paare (\;, u;) durch

B
Ai := B(u;) = inf ﬂ:O7éu€H,K(u,uj):Ofi'u"alle 1<j<i—1y,
K(u)
wobei K (u;, u;) = 0;; fir 1 < j <4 gelte. Ist W C H ein Unterraum, so definieren wir

A(W) = inf{f;iz)) ;o¢ueWL}.

Zeige, dass fiir i € N
Ai = max {d(W) : W C H,W Unterraum, dim W < ¢ — 1}

gilt und dass das Maximum in Wy := (uq,...,u;—1) angenommen wird.

Aufgabe 7.2. (4 Punkte)
Sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet. Sei 1 < ¢ < Z—fg und sei A\; der erste Eigenwert des Laplace-Operators
auf Q. Sei 0 < A < A1. Zeige, dass das Minimierungsproblem

Ao = mf{/ (IVul* = x?) tu € H&(Q),/(uﬂq+1 = 1}
Q Q
eine Losung u € H}(Q) besitzt. Zeige weiterhin, dass A\g > 0 gilt und dass die Lésung u des Minimierungs-

problems eine schwache Losung der Differentialgleichung

—Au = Au + Au?, in Q
u=0 auf 0Q

ist.
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