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Aufgabe 8.1. (8 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Sei 1 < q < n+2

n−2 und sei λ1 der erste Eigenwert

des Laplace-Operators auf Ω. Seien λ, µ > 0. Wir nehmen an, dass eine schwache Lösung uµ ∈ H1
0 (Ω) des

Randwertproblems

(∗µ) :=

{
−∆u = λu+ µuq, in Ω,

u = 0, auf ∂Ω

existiert.

(i) Sei µ0 > 0 beliebig. Zeige, dass es auch eine Lösung uµ0
∈ H1

0 (Ω) des Randwertproblems (∗µ0
) gibt.

(ii) Zeige, dass fast überall uµ ≥ 0 gilt.
(iii) Zeige, dass das Randwertproblem (∗µ) genau dann eine nicht-triviale Lösung u ∈ H1

0 (Ω) besitzt, falls
λ < λ1 gilt.

(iv) Verwende die Calderon-Zygmund-Abschätzungen, um zu zeigen, dass uµ ∈W 2,p(Ω) für alle 1 < p <∞
gilt.

(v) Verwende die Schauder-Abschätzungen, um zu zeigen, dass uµ ∈ C0,α(Ω) für alle 0 < α < 1 gilt.
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