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Aufgabe 5.1. (4 Punkte)

(i) Seien X,Y topologische Räume und π : X → Y eine stetige Abbildung. Zeige: Wenn es eine stetige
Abbildung f : Y → X mit π ◦ f = idY gibt, dann ist π eine Quotientenabbildung.

(ii) Sei X ein topologischer Raum und A ⊂ X. Eine Retraktion ist eine stetige Abbildung r : X → A mit
r|A = idA. Zeige, dass eine Retraktion eine Quotientenabbildung ist.

(iii) Seien Xi, i ∈ I, topologische Räume und versehe X =
∏
i∈I

Xi mit der Produkttopologie. Fixiere j ∈ I.

Die Finaltopologie auf Xj bezüglich der Projektionsabbildung pj : X → Xj ist gerade die ursprüngliche
Topologie auf Xj .

Aufgabe 5.2. (4 Punkte)

a) Beweise den Eindeutigkeitssatz der Finaltopologie, d.h. Satz 4.25 im Skript.
b) Beweise den Existenzsatz der Finaltopologie, d.h. Satz 4.26 im Skript.

Aufgabe 5.3. (4 Punkte)
Sei n ∈ N∗. Sei B̄n = {x ∈ Rn :

∑n
i=1 x

2
i ≤ 1} der abgeschlossene Einheitsball des Rn und bezeichne die

Einheitssphäre des Rn mit Sn−1 := {x ∈ Rn :
∑n

i=1 x
2
i = 1}.

(i) Sei X = S1 × S1 und sei Y = R2/Z2 = R2/ ∼, wobei die Äquivalenzrelation bestimmt ist durch
v ∼ w :⇔ v − w ∈ Z2 für v, w ∈ R2. Wir versehen X mit der Unterraumtopologie und Y mit der
Quotiententopologie. Zeige, dass es eine bijektive, stetige Abbildung von Y nach X gibt.

(ii) Sei N = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn+1 der Nordpol der Einheitssphäre des Rn+1. Wir definieren eine Abbildung
σ : Sn \ {N} → Rn, indem einem Punkt x ∈ Sn \ {N} der Punkt des Rn ≡ Rn × {0} zugewiesen
wird, der durch den Schnittpunkt der Geraden durch N und x mit Rn×{0} entsteht. Zeige, dass σ ein
Homöomorphismus ist.

(iii) Zeige, dass es einen Homöomorphismus von B̄n/Sn−1 nach Sn gibt.

Aufgabe 5.4. (4 Punkte)

a) Sei X = Rn. Eine Menge A ⊂ Rn heißt offen in der Zariski-Topologie, wenn es Polynomfunktionen
pi ∈ R[x1, . . . , xn] gibt, so dass Rn \ A =

⋂
i

p−1i ({0}) gilt. Die abgeschlossenen Mengen sind also gerade

die gemeinsamen Nullstellen der gegebenen Polynomfunktionen. Zeige, dass dies eine Topologie auf Rn

definiert.
Hinweis: Formuliere die Axiome einer Topologie zunächst als Bedingungen für abgeschlossene Mengen.
Zusatz: Benutze den Hilbertschen Basissatz um zu zeigen, dass es auch genügt, endliche Mengen von

Polynomfunktionen zu betrachten.
b) Zeige, dass die Zariski-Topologie auf Rn, n ≥ 1, nicht hausdorffsch ist.
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