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ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Topologie an der Universitit Konstanz im Wintersemester
2011/12. Dieses Skript wie auch die Vorlesung ist im Wesentlichen eine verkiirz-
te Fassung des Skriptes [4] von Oliver Schniirer.
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In dieser Vorlesung befassen wir uns mit dem mathematischen Gebiet Topologie,

genauer gesagt der mengentheoretischen Topologie. In dieser Einleitung wollen wir
einen kurzen Einblick in dieses Themengebiet und seine Fragestellungen geben.

Die Topologie befasst sich mit dem Studium von geometrischen Objekten und

(ii) O ist unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen, d. h.

0;€0, iel = [|Joieo
el
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deren Eigenschaften, wobei sie solche Objekte ,identifiziert*, welche zueinander
homoéomorph sind. Hierbei versteht man in der Topologie unter einem geometri-
schen Objekt einen topologischen Raum, der wie folgt definiert ist:

Definition 0.1 (Topologie). Sei X eine Menge. Sei O C P(X) eine Teilmenge der
Potenzmenge von X. O heifit Topologie auf X, falls die folgenden Axiome erfiillt
sind:

(i)heO, XeoO.
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(iii) O ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen, d. h.

0;€0, i=1....n = [)0;€0.
=1

FEin topologischer Raum ist eine Menge X mit einer Topologie O auf X.

Zwei topologische Rdume X,Y bezeichnen wir als homéomorph, wenn es eine
stetige, bijektive Abbildung f : X — Y gibt, so dass auch ihre Umkehrabbildung
stetig ist. Das bedeutet insbesondere, dass Lingenverhéltnisse, Winkel, etc. im Stu-
dium der Topologie keine Rolle spielen, insofern stellt die Topologie eine Abstrak-
tion vom euklidischen Raum, sogar von metrischen Rdumen dar. Die zusétzliche
Struktur einer Topologie im Vergleich zu einer Menge beschreibt die Umgebung
von Punkten. Dies erlaubt beispielsweise die Unterscheidung von gleichméchtigen
Mengen wie Z und Q, da Punkte in Z isoliert sind, Punkte in Q jedoch nicht (im
Laufe der Vorlesung wird diese Aussage priiziser gemacht).

Eine Aufgabe der Topologie besteht darin, zu entscheiden ob zwei gegebene to-
pologische Rdume zueinander homéomorph sind, also topologisch dquivalent sind,
oder nicht. Man kann sich aber auch fragen, wie viele verschiedene Klassen von
Fléchen es gibt, wobei eine Klasse aus allen zueinander topologisch dquivalenten
R&umen besteht. Dies ist also der Versuch einer Klassifizierung von bestimmten
geometrischen Objekten, wohl eine der wichtigsten Fragestellungen der Geometrie
(wobei verschiedene geometrische Theorien eine unterschiedliche Identifizierung von
Objekten vornehmen, beispielsweise kann man in der Differentialgeometrie zwei geo-
metrische Objekte dann als gleich betrachten, wenn es eine bijektive ldngen- und
winkeltreue Abbildung zwischen ihnen gibt).

Ein wichtiges Kriterium zur Unterscheidung von verschiedenen topologischen
RéAumen liefern Invarianten, also gewisse Eigenschaften der Rdume, welche unter
Homoomorphismen erhalten bleiben. Wie wir spéter sehen werden, gehoren hierzu
die in dieser Vorlesung behandelten Eigenschaften wie etwa Kompaktheit, Zusam-
menhang, Wegzusammenhang, etc.. Denn sobald man feststellt, dass die gegebenen
Réume sich in einer Invariante unterscheiden, kann man sofort schliessen, dass sie
topologisch nicht dquivalent sind.

Mit den folgenden Beispielen wollen wir diese Ideen ein wenig veranschaulichen:

Seien B; der Einheitsball im R?, R ein beliebiges Rechteck, D ein Dreieck des
R? und H die obere Hemisphire der Kugeloberfliiche S2, so sind alle diese Objekte
homoomorph. Fiir By, R und D kann man dies leicht mittels geeigneter Streckung
einsehen. Das H zu B; homoomorph ist sieht man beispielsweise, indem man eine
Projektion von H auf die Ebene durchfiihrt, welche die obere und die untere He-
misphére trennt.

Nun nehme man ein Blatt Papier und klebe es einmal an zwei gegeniiberlie-
genden Seiten zusammen, einmal ohne es zu verdrillen, so dass man ein Band B
erhélt und einmal indem man das Blatt einmal verdrillt, so dass man ein sogenann-
tes Mobiusband M erhélt. Fiir eine Begriindung (noch kein Beweis), dass diese
R&ume nicht zueinander homéomorph sind, bedienen wir uns der topologischen
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Invarianz des Wegzusammenhangs eines Raumes. Dabei ist ein Raum X wegzu-
sammenhédngend, wenn man zwei beliebige Punkte z,y € X immer durch einen
stetigen Weg ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = 2 und (1) = y verbinden kann. Hierzu
zerschneiden wir sowohl das normale Band B und das Mo6biusband M entlang ei-
ner Linie, welche parallel zur unverklebten Seite des Blattes verlauft. Dabei bleibt
M wegzusammenhéngend, wohingegen B in zwei Wegzusammenhangskomponen-
ten zerfillt.

Ein weiteres Beispiel wiire der Torus (Nicht-Mathematikern besser bekannt als
die Oberfliche eines Donuts). Dieser ist beispielsweise nicht zur S? homéomorph,
denn jede geschlossene Kurve auf der S2 lisst sich stetig zu einem Punkt zusam-
menziehen, was beim Torus nicht immer méglich ist (wegen des ,Lochs“). Auch
bei diesem Beispiel kann man ein dhnliches Argument wie im Falle der Bénder ver-
wenden um zu zeigen, dass die Rdume nicht homéomorph sind.

Man kann sich noch viele weitere Fragen stellen, wie etwa ob der R” zum R™
hom6omorph ist fiir n,m € N, n # m, bzw. wie es mit den zugehorigen Sphéren
S™ und S™ aussieht. Dass es eine bijektive Abbildung zwischen den entsprechenden
Mengen gibt, ist ein Ergebnis der Mengentheorie, doch kann man mit Hilfe von to-
pologischen Mitteln zeigen, dass diese Abbildung und ihre Umkehrabbildung nicht
beide stetig sein kénnen.

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch festgehalten werden, dass die mengen-
theoretische Topologie eine wichtige Grundlage fiir viele Teilgebiete der Mathema-
tik, wie etwa der algebraischen Topologie, der Differentialgeometrie, der Funktio-
nalanalysis, etc. darstellt. Nachdem man sich vom physikalischen Raum als dem
einzigen mathematisch interessanten Raum getrennt hat, hat sich die Topologie als
eine Sprache dieser Abstraktionen herausgebildet und umfasst somit nicht nur geo-
metrische Objekte aus dem Anschauungsraum, sondern auch unendlichdimensiona-
le Objekte, wie auch solche, in denen man nicht jeden Punkt von einem anderen
trennen kann (eine Eigenschaft, die der geometrischen Intuition etwas zuwiderlduft).

1. METRISCHE RAUME

1.1. Metrische Raume. Wir werden sehen, dass jeder metrische Raum ein topo-
logischer Raum ist. Einige Aussagen fiir topologische Rdume sind schon aus den
Grundvorlesungen fiir den Spezialfall von metrischen Rdumen bekannt. Wenn wir
diese hier wiederholen, so dient dies dazu, Parallelen zwischen metrischen und to-
pologischen Rdumen aufzuzeigen.

Definition 1.1 (Metrik). Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — R heifit
Metrik, falls die folgenden Axiome fiir alle x, y, z € X erfiillt sind:

(i) d(x,y) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn z = y ist.

(i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie).

(iii) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).
Ist X eine Menge und d eine Metrik auf X, so sagen wir (X, d) ist ein metrischer
Raum.

Definition 1.2 (Offene Menge). Sei (X, d) ein metrischer Raum.
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(i) Sei @ € X und r > 0. Wir definieren eine (offene) Kugel mit Mittelpunkt a
und Radius 7 durch

B.(a):={zx € X : d(z,a) < r}.

(ii) Eine Teilmenge A C X heifit offen, falls fiir alle z € A ein r > 0 existiert, so
dass B,.(z) C A gilt.
(iii) Eine Teilmenge B C X heifit abgeschlossen, wenn X \ B offen ist.

Satz 1.3. Eine offene Kugel eines metrischen Raumes (X, d) ist eine offene Menge.

Beweis. Sei B, (a) die offene Kugel und sei b € B,(a). Definiere p := r — d(a,b).
Fiir alle z € B, (b) gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

d(z,a) < d(z,b) +d(b,a) <p+(r—p)=r.
Somit ist B,(b) C By (a) und die Behauptung folgt. O

Satz 1.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist durch
0 :={0 C X : O ist offen im Sinne der Definition 1.2 (ii)}

eine Topologie auf X definiert. Wir bezeichnen diese Topologie als die von der Me-
trik d induzierte Topologie. Falls nicht anders angegeben, werden wir auf metrischen
Rdumen stets diese von der Metrik induzierte Topologie verwenden.

Bewess.
Wir miissen die Eigenschaften (i), (ii), (iii) einer Topologie nachweisen.

(i) Ist offensichtlich, da fiir die leere Menge die Offenheit fiir keinen Punkt iiber-
priift werden muss und da alle Kugeln in X enthalten sind.

(ii) Ist A die Vereinigung offener Mengen {O;}icr und = € A, so gibt es ein i € T
und eine zugehorige offene Menge O; sowie ein r > 0, so dass B,.(z) C O; ist.
Wegen O; C A folgt auch B,.(z) C A und somit ist A eine offene Menge.

(iii) Seien I = {1,...,n}, {O;}icr eine endliche Familie offener Mengen und A :=
() O;. Wir wollen nachweisen, dass A offen ist.
el
Fixiere also © € A. Somit gilt x € O; fir alle i € I. Da die Mengen O;
offen sind, gibt es Zahlen r; > 0, so dass By, (x) C O; ist. Wir definieren

nun r = mi}lri. Da I endlich ist, ist » > 0. Da r < r; ist, folgt B,.(z) C
1€

B,,(z) C O;. Damit ist aber B, (x) auch im Schnitt der Mengen O; enthalten,
also B,(z) C A. Dies war zu zeigen.

(]

Definition 1.5 (Topologisch dquivalente Metriken). Zwei Metriken d und d’ auf
einem Raum X heiflen topologisch dquivalent, wenn die jeweils induzierten Topo-
logien iibereinstimmen.

1.2. Stetige Abbildungen.

Definition 1.6 (Stetigkeit). Seien (X,d) und (Y, d') metrische Riume.

(i) Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig in « € X, falls zu jedem € > 0 ein
d > 0 existiert, so dass fiir alle ¢ € X mit d(a,z) < ¢ auch d'(f(a), f(z)) <e
gilt.

(ii) Eine Abbildung f : X — Y heift stetig, falls sie in allen Punkten x € X stetig
ist.
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2. TOPOLOGISCHE RAUME

Definition 2.1 (Topologie). Sei X eine Menge. Sei O C P(X) eine Teilmenge der
Potenzmenge von X. O heifit Topologie auf X, falls die folgenden Axiome erfiillt
sind:

(i)eO, XeoO.
(ii) O ist unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen, d. h.

0;c0, icl = [|Joeco
el

(iii) O ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen, d. h.

0;€0, i=1....n = [)0;€0.

i=1
Definition 2.2 (Topologischer Raum).

(i) Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O), wobei X eine Menge und O eine
Topologie auf X ist. (Wir werden spéiter auch sagen, dass X ein topologi-
scher Raum ist, wenn es bei der Wahl der Topologie nicht zu Verwechslungen
kommen kann.)

(ii) Eine Teilmenge A C X heifit genau dann offen, wenn A € O gilt.

(iii) Eine Teilmenge A C X heifit genau denn abgeschlossen, wenn ihr Komplement
offen ist, (X \ A) € O. Die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von X
bezeichnen wir mit F.

Beispiele 2.3 (Topologische Riume).

(i) Sei X eine Menge. Dann ist O := {0, X} eine Topologie auf X. Sie heifit
indiskrete Topologie.

(ii) Sei X eine Menge. Dann ist O := P(X) eine Topologie auf X, die diskrete
Topologie.

(iii) Sei X = R. Enthélt O gerade die Vereinigungen von offenen Intervallen (a,b)
mit a, b € R, so ist R ein topologischer Raum. Diese Topologie heifit natiirliche
Topologie oder Standardtopologie.

(iv) Sei X = R. R wird auch zum topologischen Raum, wenn O genau aus ), R
und allen Intervallen der Form (—o0,a) mit a € R besteht.

(v) Sei X = R. R wird ebenso zum topologischen Raum, wenn O genau aus ), R
und allen Vereinigungen von Intervallen der Form (—o0,a] mit a € R besteht.

(vi) Sei X eine beliebige Menge. Sei A € O genau denn, wenn X \ A eine endliche
Menge ist oder A = () ist. Diese Topologie heifit kofinite Topologie.

(vii) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Metrik d induziert dann nach Satz 1.4
eine Topologie auf X.

Auf diese Weise induziert die Standardmetrik auf R™ die natiirliche Topologie
oder Standardtopologie des R™.

Definition 2.4 (Umgebung). Sei (X, O) ein topologischer Raum, x € X. Eine
Teilmenge U von X heifit Umgebung von x, wenn es eine offene Menge O € O mit
x € O C U gibt. Ist U zusitzlich offen, so heifit U eine offene Umgebung von z.
Die Menge aller Umgebungen von z heifit Umgebungssystem und wird mit U(z)
bezeichnet.
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Satz 2.5. In einem topologischen Raum (X,0) mit O C X sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(i) O ist offen.

(ii) O ist eine Umgebunyg fir alle x € O.

(iii) Zu jedem x € O g¢ibt es eine Umgebung U € U(x) mit U C O.

Beweis.

e (1) = (2) = (3) folgt direkt indem man U = O wéhlt.
e (3) = (1) erhélt man, indem man die nach Definition einer Umgebung
von z existierende offene Menge A mit A C U C O und x € A betrachtet.

O

Definition 2.6 (Rand, ...). Sei (X,0) ein topologischer Raum, A C X eine
Teilmenge von X.

(i) = € X heif}t Beriihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von x einen nichtleeren
Durchschnitt mit A hat, d.h. es gilt

UNA#D YU €Ul(x).

(ii) Die Menge der Beriihrpunkte von A heifit Abschluss (oder abgeschlossene
Hiille) von A und wird mit A bezeichnet.

(iii) Ein Punkt z ist ein innerer Punkt von A, falls A eine Umgebung von z ist.
(iv) Das Innere von A ist als die Menge der inneren Punkte definiert und wird mit
A bezeichnet, der einfacheren Schreibweise wegen aber auch mit int(A).

(v) Ein Punkt x heifit Randpunkt von A, wenn er Beriihrpunkt von A und von
X \ A ist. Die Menge der Randpunkte von A nennen wir den Rand von A,
den wir mit 0A bezeichnen werden.

Satz 2.7. Sei (X, 0) ein topologischer Raum.
(i) A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt, d.h. es gilt

A=({FeF:ACF}.
(i) A ist die grifte offene Menge in A, d.h. es gilt
A=|Jloeo:0c A}
(iii) A=A\ A.
Beweis.

(i) ,D “: A ist abgeschlossen, denn ist = € CA, so gibt es per Definition von A
eine Umgebung U € U(z) mit U C CA, also eine offene Menge O ¢ U C (A
mit z € O. Wire ON A # (), so wire O eine Umgebung von y € O N A
mit O N A = 0, im Widerspruch zur Definition von A. Somit liefert 2.5 die
Offenheit von CA, also die Abgeschlossenheit von A. Die Behauptung folgt
nun aus der Definition der rechten Seite.

»,C “: Sel F' € F beliebig mit A C F. Aus der Inklusion folgt mittels der
Definition A C F. Fiir eine abgeschlossene Menge F' gilt allerdings F = F,
somit gilt A C F. Aus der Beliebigkeit von F folgt die zu zeigende Inklusion.

(ii) Analog zur Aussage fiir den Abschluss.
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(iii) Ein Punkt x ist ein Beriithrpunkt von A und X \ A genau dann, wenn jede
(offene) Umgebung von x einen nichtleeren Schnitt mit A und X \ A hat.
Oder #quivalent: Keine Umgebung von z ist ganz in A oder in X \ A C X \ A
enthalten. Da die beiden Mengen A und X \ A offen sind, gilt folglich = ¢ A
und = ¢ X \ A. Somit ist z € 4\ A.

Ist umgekehrt z € A\ A, so ist z wegen = € A ein Beriihrpunkt von A. Ist
U € U(x),soist UN X\ A # (), denn sonst wiire A wegen U C A eine
Umgebung von z und somit z € A.

O

Beispiele 2.8. (Rand, ...).
(i) Ist I = [a,b) C R mit a,b € R, so ist
I =(a,b), T=la,b], dI = {a,b}.
(ii) Ist O C R™ endlich, so ist
0 =0 =00.
(iii) Ist (X, d) ein metrischer Raum, zp,y € X und r € Ry mit r < d(zg,y), so
gilt fiir O = B,.(x0) U{y}
O = B,(20), 0 = By(w0) U {y},00 = S,(z0) U {y},
wobei wir S,.(z¢) := {x € X : d(x,z9) = r} definieren.

Definition 2.9 (Basis). Eine Familie B von offenen Mengen eines topologischen
Raumes (X, Q) heifit Basis der Topologie O, wenn jede offene Menge von (X, O)
Vereinigung von Mengen aus B ist.

Satz 2.10. Sei B eine Familie von offenen Mengen von (X, Q). Dann ist B genau
dann eine Basis von (X, 0), wenn zu jedem x € X und zu jedem O € O mit x € O
ein B € B existiert mit x € B C O.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition. O

Satz 2.11. Sei B eine Familie von Teilmengen von X mit den folgenden FEigen-
schaften:

(1) U B=X,

BeB
(i) Seien B, B' € B und x € BN B'. Dann gibt es eine Menge A € B mit
x€ACBNB, d h. der Schnitt BN B’ ist Vereinigung von Mengen aus B.
Besteht O aus allen Vereinigungen von Mengen aus B, dann ist O eine Topologie
auf X und B eine Basis von O. O heifst die durch B definierte Topologie. (Die leere
Menge erhilt man als Vereinigung iber die leere Menge als Indezmenge.)
Jede Topologie O’ auf X, die B als Basis besitzt, stimmt mit O iiberein.

Beweis. Die Menge B ist gerade so definiert, dass O insbesondere auch endliche
Schnitte von zwei (und damit von endlich vielen) offenen Mengen enthilt.

Die Eindeutigkeit folgt, da sich in jeder Topologie jede offene Menge als Verei-
nigung von offenen Mengen aus der Basis darstellen lésst. (]

Beispiele 2.12 (Basen der Topologie). Wir setzen das Beispiel 2.3 fort.
(i) Auf R mit der Standardtopologie ist B1 = {(a,b) : a < b,a,b € Q} eine Basis
der Topologie.
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(ii) Im Beispiel mit den Intervallen der Form (—o0,a), a € R, bilden die Intervalle
der Form (—o0,a), a € Q, eine Basis Bs.

(iii) Im Beispiel mit den Intervallen der Form (—o0, a], a € R, bilden die Intervalle
der Form (—o00,al, a € Q, keine Basis (dieses System von Mengen bezeichnen
wir mit Bs).

(iv) Sei X = R™ versehen mit der Standardmetrik. Dann bilden die Kugeln mit
rationalen Koordinaten und rationalen Radien eine abzihlbare Basis der Stan-
dardtopologie.

Definition 2.13 (Subbasis). Sei S eine Familie von Teilmengen einer Menge X.
Sei B definiert als die Menge aller endlichen Durchschnitte von Mengen in S, so
ist B eine Basis (direktes Nachrechnen). Die Basis erzeugt eine Topologie O, sie
heifit die von S induzierte Topologie. Die Familie S heifit Erzeugendensystem oder
Subbasis dieser Topologie. (Beachte, dass man die Menge X als Schnitt iiber die
leere Menge als Indexmenge bekommt.)

Beispiele 2.14. (Subbasen der Topologie)
(i) Auf R mit der Standardtopologie ist 81 := {(—00,a) :a € Q} U{(a,0) 1 a €
Q} eine Subbasis der Topologie.
(ii) Auf X ={1,2,3} ist Sz := {{1,2},{1,3},{2,3}} eine Subbasis der Topologie
P(X).
Definition 2.15 (Umgebungsbasis). Ein Teilsystem B(x) des Umgebungssystems

U(z) heilt Umgebungsbasis von z, wenn zu jedem U € U(x) ein B € B(z) mit
x € B C U existiert.

Beispiel 2.16. Sei X ein metrischer Raum, x € X. Dann bilden die Kugeln B (x)
eine Umgebungsbasis von .

3. STETIGE ABBILDUNGEN

Definition 3.1 (Stetigkeit). Seien (X, 0;) und (Y, O3) topologische Riume. Eine
Abbildung f : X — Y heifit stetig (von (X, ;) nach (Y, 0,)), falls die Urbilder
beliebiger offener Mengen in (Y, O) offene Mengen in (X, @) sind, d.h.
-1 /
o'eOQf (O") € 0.

Satz 3.2. Seien (X, 01) und (Y, Os) topologische Riume. Eine Abbildung f: X —
Y ist genau dann stetig, wenn die Urbilder abgeschlossener Mengen in Y abge-
schlossene Mengen in X sind.

Beweis. Betrachte die Komplemente. Ist Y = AU B, so gilt auch
X =AU (D).

Beispiele 3.3.

(i) Sei (X, ;) ein diskreter topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung f :
X — Y fiir jeden beliebigen topologischen Raum (Y, Os) stetig. Diese Eigen-
schaft charakterisiert die diskrete Topologie.

(ii) Sei (Y, O2) ein indiskreter topologischer Raum. Dann ist jede Abbildung f :
X — Y fiir jeden beliebigen topologischen Raum (X, O;) stetig. Diese Eigen-
schaft charakterisiert die indiskrete Topologie.
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(iii) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f : X — R heifit unterhalbst-
etig, wenn fiir alle Folgen x,, =z (n — c0) in X

liminf f(z,) > f(x)
gilt. f ist genau dann unterhalbstetig, wenn f beziiglich der Topologie
O :={(a,00) : a € R} U {0, R}
stetig ist.

Der folgende kurze Beweis zeigt die Vorteile der topologischen Definition der
Stetigkeit gegeniiber der e-d-Definition.

Satz 3.4. Seien (X, 1), (Y,03) und (Z,03) topologische Riume. Sind die Abbil-
dungen f: X =Y und g:Y — Z stetig, so ist auch die Abbildung go f: X — Z
stetig.

Beweis. Es gilt (go f)™t = f~l1og ! Ist A C Z offen, so auch g~1(A) und
ftog t(A) und damit (go f)~1(A). O

Definition 3.5 (Feinheit). Seien @; und Oy Topologien auf einer Menge X. Dann
heifit O, feiner als Oy und Os grober als Oy, falls Oy C O ist, d. h., falls jede offene
Menge beziiglich der Topologie von Qs auch beziiglich der Topologie O offen ist.

Satz 3.6. Auf einer Menge X st die Topologie O1 genau dann feiner als die
Topologie Os, wenn idx : X — X eine stetige Abbildung von (X, O1) nach (X, O2)
18t.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition. a

Satz 3.7. Seien (X,01) und (Y, Os) topologische Riume. Sei S eine beliebig ge-
wdhlte Subbasis von Os. Dann ist eine Abbildung f : X — Y genau dann stetig,
wenn die Mengen f~1(S) fiir alle S € S offen in (X,01) sind.

Beweis. Benutze, dass fiir alle Mengen A; C Y, i € I, die folgenden beiden Iden-
titdten gelten:

! (U Ai> =Jr ') mwmd ! (ﬂ Ai> =4

i€l i€l i€l i€l
g

Die folgende Definition dhnelt der e-d Definition fiir Stetigkeit aus der Analysis
Grundvorlesung.

Definition 3.8 (Stetigkeit in einem Punkt). Seien (X, O;) und (Y, Oz) topologische
RAume. Eine Abbildung f : X — Y heifit im Punkte z € X stetig, falls zu jedem
Vel(f(x))ein U € U(z) mit f(U) CV existiert.

Satz 3.9. Seien (X, 01) und (Y, Os) topologische Riume. Eine Abbildung f: X —
Y ist genau dann stetig, wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Bewets.

»=“: Sei f stetig, z € X und V C Y eine Umgebung von f(z). Dann enthilt
V eine offene Umgebung V'’ von f(x). U := f~1(V’) ist eine offene Menge, die x
enthilt und daher eine Umgebung von z mit f(U) =V’ C V.
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»<=%“ Sel V CY offen. Sei z € X beliebig mit f(x) € V. V ist eine Umgebung
von f(x). Somit gibt es eine (ohne Einschrinkung) offene Umgebung von x, U, so
dass f(Uy) C V gilt. Dann ist

U := U U,

zef~1(V)
offen und gleich f~1(V), da x € U, und f(U,) C V gelten. O

Satz 3.10. Seien (X,01) und (Y, O2) topologische Riume. Dann ist f: X =Y
genau dann im Punkte x € X stetig, wenn fir beliebige Umgebungsbasen B(x) und
B(f(xz)) folgendes gilt: Fiir alle B € B(f(x)) existiert eine Menge A € B(x) mit
f(A) C B.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. O

Wir haben bereits gesehen, dass die Bilder von offenen oder abgeschlossenen
Mengen unter stetigen Abbildungen im allgemeinen nicht offen oder abgeschlossen
sind.

Definition 3.11 (Offene Abbildungen). Eine Abbildung f : X — Y zwischen
topologischen Rdumen (X, 0;) und (Y, O3) heifit offen, wenn die Bilder offener
Mengen wieder offen sind. Sie heifit abgeschlossen, wenn die Bilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

Satz 3.12. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riumen (X, 1)
und (Y, O2) ist genau dann offen, wenn die Bilder einer Basis von O1 offen sind.

Beweis. Direkt aus der Definition. O

Satz 3.13.
Seien (X, 01) und (Y, O2) topologische Riume und f: X — 'Y eine Abbildung.
(i) Sei f abgeschlossen. Ist B C Y und U C X offen mit f~Y(B) C U, dann
existiert eine offene Menge V.2 B mit f~(V) C U.
(ii) Sei f offen. Ist B C'Y und A C X abgeschlossen mit f~*(B) C A, dann
existiert eine abgeschlossene Menge F D B mit f~1(F) C A.
(iii) f ist offen < fir alle x € X gilt: Ist U € U(x), so ist f(U) € U(f(x)).

Beweis.

(i) Die Menge X \ U ist abgeschlossen, damit auch f(X\U). V =Y\ (f(X\U))
ist nun gerade die gesuchte offene Menge. Nach Definition gilt f~1(V) c U
und V D B.

(ii) Funktioniert analog. X \ A und f(X \ A) sind offen. F :=Y \ (f(X \ 4)) ist
die gesuchte abgeschlossene Menge mit F' O B und f~(F) C A.

(iii) ,,==*“: Klar.

»<=“ Sei V C X offen. Zeige, dass auch f(V') offen ist. Sei x € V. Es
geniigt zu zeigen, dass f(z) eine (offene) Umgebung in Y besitzt, die in f(V)
enthalten ist. Sei dazu U € U(z) mit U C V. Dann gilt f(U) C f(V) und
f(U) € U(f(z)) und die Behauptung folgt.

O

Definition 3.14 (Homéomorphismus). Eine bijektive Abbildung f : X — Y
zwischen topologischen Rdumen heifit Homdomorphismus oder topologische Ab-
bildung, falls f und f~' stetig sind.
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Satz 3.15. Sei f: X = Y eine bijektive Abbildung zwischen topologischen Rdum-
en. Dann ist f genau dann ein Homdomorphismus, wenn f stetig und offen (oder
abgeschlossen) ist.

Beweis. Direkt aus den Definitionen. O

Bemerkung 3.16. Seien (X, 0;) und (Y, O3) topologische Rdume. Ein Homéomor-
phismus f : X — Y ordnet die offenen Mengen von (X, ;) bijektiv den offe-
nen Mengen von (Y,0s) zu. Die Zuordnung F : O; — O ist gegeben durch
F(O) := f(O) fiir O € Oy.

4. ERZEUGUNG TOPOLOGISCHER RAUME I

In diesem Kapitel lernen wir Methoden kennen, mit denen man aus topologischen
R&aumen neue topologische Rdume konstruieren kann.

4.1. Unterraumtopologie.

Bemerkung 4.1 (Erinnerung: Metrische Rdume). Sei (X, d) ein metrischer Raum
und E C X eine Teilmenge. Dann wird F durch die induzierte Metrik d' := d|gx g
auf natiirliche Weise zu einem metrischen Raum.

E wird damit auch zu einem topologischen Raum. Die offenen Mengen in (E, d')
sind gerade die Mengen O’ C FE, fiir die es eine offene Menge O C X mit O’ = ONE
gibt.

Definition 4.2 (Unterraumtopologie). Sei (X, O) ein topologischer Raum, E C X.
Definiere O := {ONE : O € O}. (Wir werden gleich zeigen, dass dies eine Topo-
logie ist. Sie heifit Unterraumtopologie, induzierte Topologie oder Spurtopologie.)

Satz 4.3. Sei (X,0) ein topologischer Raum, E C X. Dann ist (E,Og) ein topo-
logischer Raum.

Beweis. Wihle fiir jede offene Menge O C E eine offene Menge O’ C X mit O =
O’ N E und benutze, dass X ein topologischer Raum ist. ([

Bemerkung 4.4. Sei (X, O) ein topologischer Raum und E C X. Die offenen (abge-
schlossenen) Mengen in (E,Og) sind gerade die Schnitte von offenen (abgeschlos-
senen) Mengen in X mit E.

Beweis. Die Aussage iiber die offenen Mengen folgt direkt aus der Definition.

Sei nun A eine abgeschlossene Menge in E. Dann ist E \ A eine offene Menge in
E, es gibt also eine offene Menge B C X mit E\ A = EN B. Nun ist X \ B
abgeschlossen in X und es gilt A=FENX \ B.

Sei umgekehrt B eine abgeschlossene Menge in X und A := E N B. Dann ist
E\NA=FENX\B, also ist £\ A offen in F in der Relativtopologie, womit A
abgeschlossen in E ist. O

Im Allgemeinen sind die offenen (bzw. abgeschlossenen) Teilmengen von E als
Teilmengen von X nicht offen (bzw. abgeschlossen). Es gilt aber der folgende Satz.

Satz 4.5. Sei (X,0) ein topologischer Raum, E C X. Die offenen (bzw. abge-
schlossenen) Teilmengen von E sind genau dann offen (bzw. abgeschlossen) in X
(beziiglich der natiirlichen Inklusion), wenn die Menge E offen (bzw. abgeschlossen)
i X ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. ([
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Beispiel 4.6. Sei X ein topologischer Raum und A C B C X. Trigt B die von
X induzierte Unterraumtopologie, so stimmen die von B und von X induzierten
Unterraumtopologien auf A {iberein.

Satz 4.7. Sei X ein topologischer Raum, E C X und j : E — X die Inklusionsab-
bildung. Die Unterraumtopologie O auf E hat die folgenden Figenschaften:
(i) Fiir jeden topologischen Raum Y wund jede Abbildung g :' Y — E gilt: g ist
genau dann stetig, wenn jog:Y — X stetig ist.
(ii) OF ist die grébste Topologie auf E, so dass die kanonische Injektion j : E —
X stetig ist.
Beweis.
(i) Es gilt: j o g ist stetig
<= (j og)~1(0) ist fiir alle offenen Mengen O C X offen
< ¢! (71(0)) ist fiir alle offenen Mengen O C X offen
<= g1 (ONE) ist fiir alle offenen Mengen O C X offen
<= ¢~ 1(O) ist fiir alle offenen Mengen O C E offen (d.h. fiir alle O € OF)
<= g ist stetig.
(ii) Folgt direkt aus der Definition der induzierten Topologie.
O

Satz 4.8. Seien X und Y topologische Rdiume, A C X sei mit der Unterraum-
topologie versehen und f : X — Y sei stetig im Punkt x € A. Dann ist auch die
Restriktion f|a: A —Y stetig in x.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. O
Bemerkung 4.9. Beachte aber, dass die Stetigkeit der Restriktion f|4 nicht impli-
ziert, dass f : X — Y in einem Punkt aus A stetig ist. Beispiel: X =Y = R,
A=Q, f = xo. f ist nirgends stetig, aber f|4 ist in jedem Punkt stetig.

Definition 4.10. Seien X, Y topologische Riume. Eine Abbildung f : X — Y

heifit Einbettung von X in Y, wenn f ein Homdomorphismus von X auf f(X),
versehen mit der Unterraumtopologie, ist.

Satz 4.11. Seien X, Y topologische Riume. Die Abbildung f: X — Y ist genau
dann eine FEinbettung, wenn die folgenden Kriterien alle erfillt sind:
(i) f ist injektiv,
(i) f ist stetig,
(ii) fiir alle offenen Mengen U C X ist die Bildmenge f(U) in f(X) eine offene
Menge, d. h. f: X — f(X) ist eine offene Abbildung.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition eines Homdomorphismusses. 0
4.2. Produkttopologie.

Bemerkung 4.12 (Erinnerung: Metrische Rdume). Seien (X1, d;) und (X3, d2) me-
trische Rdume. Dann ist X; x X5 mit der Metrik

d((z1,72), (y1,92)) = \/dl(:vl, Y1)? + da(x2,y2)?

ebenfalls ein metrischer Raum. Dies liefert, induktiv angewandt, gerade die Stan-
dardmetrik auf R™. Aquivalente Metriken erhélt man durch die Definitionen

d((z1,72), (y1,92)) := max{di(1,y1), d2(72,y2)}
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oder

d((xz1,22), (Y1,¥2)) = di(x1,y1) + da(22, y2)-
Dies lasst sich auch direkt auf das Produkt von endlich vielen metrischen Raumen
verallgemeinern. Dabei heiflen Metriken d und d’ auf einer Menge A dquivalent,
falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle a, b € A

L d(a,b) < d'(a,b) <c-d(a,b)
c

gilt. Wie im Falle des R™ mit unterschiedlichen Normen sieht man, dass diese Me-
triken alle dquivalent sind. Im Sinne von Definition 1.5 sind diese Metriken damit
insbesondere topologisch dquivalent.

Wir beobachten, dass in endlichen Produkten

ﬁXi:Xlx-“XXn
i=1

Mengen der Form
Xy X X Xpo1 X O X Xpyp1 X oo X Xy

und endliche Schnitte davon eine Basis der von der Metrik induzierten Topologie
bilden, wobei O C X, eine offene Menge ist. Mit Hilfe dieser Beobachtung wollen
wir auf dem Produkt topologischer Rdume eine Topologie definieren.

Definition 4.13 (Produkttopologie). Sei (X;,O;)icr eine Familie topologischer
Ré&ume. Definiere X := [] X; sowie die natiirlichen Projektionen p; : X — X;
i€l
durch X >z = (27)jer — 2 € X;.
Auf X definieren wir Elementarmengen: Sei K C I endlich und Oy C X}, offen
fiir alle kK € K. Dann heifit
ﬂ P (O)

keK
Elementarmenge von X. Die Elementarmengen bilden die Basis einer Topologie O
(da insbesondere endliche Schnitte von Elementarmengen wieder Elementarmen-
gen sind). Diese Topologie heifit Produkttopologie. (X, O) heifit Produktraum oder
topologisches Produkt der (X;,0;);cr. Eine Subbasis dieser Topologie ist durch
S = {plzl(Ok) 1k eI, O € O;} gegeben.

Satz 4.14. Seien (X;, 0;)icr topologische Riume. Seien weiterhin Basen B; (be-
ziehungsweise Subbasen S;) von X;, i € I, gegeben. Dann ist

B:= { m p;l(Bk) : K C I endlich, B € Bk}
kEK

(beziehungsweise S = {p ' (S) : k € 1,5 € Sy}) eine Basis (bezichungsweise

Subbasis) der Produkttopologie von X := ] X;.
i€l

Beweis.

Dies folgt aus der Definition der Produkttopologie und der Definition von Basen
beziehungsweise Subbasen. (I

Beispiele 4.15.
(i) Auf R™ stimmt die natiirliche Topologie mit der Produkttopologie iiberein.
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(ii) Seien X; topologische Riume und A; C X;. Dann stimmt auf A := [[ A4; C
X =[] X; die Unterraumtopologie der Produkttopologie von [ X; mit der
Produkttopologie der Unterraumtopologie der A; C X; iiberein.

Beweis.

Wir beweisen nur (ii). Wir bezeichnen mit py : X — X;, k € I, die natiirliche
Projektion und verwenden dieselbe Bezeichnungsweise fiir die induzierte Abbildung
Dk : A— Al

Ist SXi eine Subbasis von X;, so ist S4 := {SNA; : S € SXi} eine Subba-
sis von A;. Es folgt, dass S{* := {p,'(S) : k € I,S € S} eine Subbasis der
Produkttopologie von A ist.

Nun ist S¥ := {p, '(S) : k € I, S € Si.} eine Subbasis der Produkttopologie von
X und S3' := {SNA:S € Sx} eine Subbasis der induzierten Topologie von A in
X. Wegen p, ' (S) N A = p;*(S N Ay) fiir beliebige k¥ € T und S € S¥i sind die

Subbasen S{* und S3' identisch, somit folgt die Behauptung. O
Satz 4.16. Sei X = H X; ein topologischer Raum mit der Produkttopologie.

(i) Die Projektionscl;);)ildungen Dj: H X, = X; sind stetig und offen.

(i) Die Produkttopologie auf ] X; Zziff die grobste Topologie auf X, so dass alle

iel
Projektionen p; : X — X stetig sind.

Beweis.

(i) Direkt aus der Definition.

(i) Sei O C Xj offen, k € I. Daher ist p; '(O) offen. Diese Elementarmengen
bilden eine Subbasis der Topologie. In jeder anderen Topologie sind diese
Mengen aufgrund der Stetigkeit der pi aber auch offen. Daher kann solch eine
Topologie hochstens feiner sein.

O

Sei (g;)ier eine Familie von Abbildungen g; : Y — X; zwischen topologischen
R&umen. Dann definiert dies eine Abbildung g : ¥ — [ X; vermoge g(y) =
il
(9:(y))icr- Es gilt g; = p; o g. Umgekehrt sei nun eine Abbildung g : ¥ — [ X;
i€l
gegeben. Dann definiert dies Abbildungen g; : Y — X; vermoge g; := p; o g.

Satz 4.17. Sei (Y,O) ein topologischer Raum, X = [] X; das Produkt von topo-
iel

logischen Riumen (X;,0;). Dann ist die Abbildung g : Y — X genau dann stetig,

wenn fir alle i € I die Abbildungen g; := p; o g stetig sind.

Beweis. ,,=—>*“: Die Abbildungen g; sind als Kompositionen stetiger Abbildungen
wieder stetig.

»<=": Wir wollen benutzen, dass es nach Satz 3.7 geniigt zu zeigen, dass die
Urbilder einer Subbasis offen sind. Sei also O € O; offen fiir ein ¢ € I. Mengen der
Form p; '(O) bilden eine Subbasis der Topologie auf [] X;. Wir erhalten

iel
97" (p71(0)) = (piog) ' (0)=g;(0) €O

und die Behauptung folgt. O
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Satz 4.18. Seien X; undY; topologische Riume, i € I, mit X; # 0 fir alle j € I.
Seien f; : X; — Y;, i € I, Abbildungen. Dann ist die Abbildung

fHX1*>HE7

i€l i€l
(@i)ier = (fi(xi))ier
genau dann stetig, wenn die Abbildungen f; fir alle i € I stetig sind.

Beweis. Seien p; : X — X; bzw. m; : Y — Y, die natiirlichen Projektionsabbildun-
gen

[xi 7 IV
il il

/w’ J/
si| |Pi e
i

\ I

X, ————=Y,.

»—"“: Seien die Abbildungen f; stetig. Dann ist f; op; : [[ X; — Y; stetig und
iel
nach Satz 4.17 ist damit auch f stetig, da f; o p; = m; o f gilt.
»<="“: Sel nun f stetig. Sei (a;);cs ein fester Punkt aus [ X;. Definiere fiir jedes

el
j € I die Abbildung s; : X; — X durch
. a; { .7
Sj(l‘j) = (Zi)ie[ mit z; 1= { ] ?é]
xj i=].

Nach Satz 4.17 sind die Abbildungen s; stetig. Es gilt f; = m; o f o s;. Daher ist
auch f; fiir jedes j € I stetig. O

Bemerkung 4.19. Vergleichen wir noch einmal die definierenden Eigenschaften der
Untterraumtopologie und der Produkttopologie.

(i) Nach Satz 4.7 ist die Unterraumtopologie die grobste Topologie auf E C X,
so dass die kanonische Inklusionsabbildung j : E — X stetig ist.
(ii) Nach Satz 4.16 ist die Produkttopologie die grébste Topologie auf [] X;, so
iel
dass die Projektionsabbildungen p; : [] X; — X; stetig sind.
iel
(iii) Weiterhin haben wir gesehen (Sdtze 4.7 und 4.17), dass eine Abbildung g
von einem topologischen Raum Y in einen Teilraum E C X bzw. in einen

Produktraum [] X; genau dann stetig ist, wenn j o g bzw. p; o g fiir jedes
i€l
1 € I stetig sind.
4.3. Initialtopologie. Die Eigenschaften aus Bemerkung 4.19 wollen wir verwen-
den, um die Initialtopologie zu definieren. Sie verallgemeinert die Produkttopologie
und die Unterraumtopologie.

Definition 4.20 (Initialtopologie). Sei E eine Menge, (X;, O;)icr eine Familie
von topologischen Rdumen und (f; : E — X;);c; eine Familie von Abbildungen.
Eine Topologie auf F heifit Initialtopologie beziiglich (X;, O, fi)icr, wenn sie die
folgende Eigenschaft hat: Fiir jeden topologischen Raum Y und jede Abbildung
g:Y — FE ist g genau dann eine stetige Abbildung, wenn f; o g fiir jedes ¢ € I



16 MATTHIAS MAKOWSKI

stetig ist.

Y*g>E

f:& J/fb

X,

Beispiel 4.21. Ist die Indexmenge I einelementig, ist also nur ein f : £ — X
gegeben, so sind die offenen Mengen in E' in der Initialtopologie gerade die Urbilder
offener Mengen in X.

Satz 4.22 (Eindeutigkeitssatz). Falls eine Initialtopologie T auf E beziglich der
Familie (X;, O, fi)ier existiert, so ist T die gribste Topologie, fir die die Abbil-
dungen f; stetig sind. Daher ist T eindeutig bestimmit.

Beweis. Betrachte die beiden kommutativen Diagramme

(B,7) % (B,7) wd (B,0) % (B,1)

Im ersten Diagramm wihlen wir ¢ = id. Nach Definition ist g genau dann stetig,
wenn f;og = f; stetig ist. Die Identitét ist stetig, da wir in beiden Rdumen dieselbe
Topologie verwenden. Somit ist f; stetig.

Sei auch im zweiten Diagramm g = id. Sei weiterhin (E,O) ein topologischer
Raum, so dass jede Abbildung f; : (E,O) — X, stetig ist. Dann ist nach Definition
der Initialtopologie auch g selber stetig. Damit mufl aber die Topologie O feiner als
die Topologie 7 sein. (I

Satz 4.23 (Existenzsatz). Definiere M; = {f[l(O) :0 € 0;}. Dann ist S =
U M, eine Subbasis der Initialtopologie auf E beziiglich (X;, Oy, fi)ier-

i€l

Beweis. Die Mengen M; und S sind gerade so definiert, dass die Abbildungen
fi 1 E — X, stetig sind. Ist also g stetig, so ist damit auch f; o g stetig.

Sei nun f; o g fiir jedes ¢ € I stetig. Wir wollen nachweisen, dass dann auch g
stetig ist. Sei also S € S. Nach Satz 3.7 geniigt es nachzuweisen, dass g~*(S) offen
ist. Nach Definition von S existieren ein i € I und ein O € O, so dass S = f; }(O)
ist. Es gilt nun

g (8) =g (f71(0)) = (fiog) " (0O).

Da nach Voraussetzung f; o g fiir alle i € I stetig ist, ist g71(S) = (fi o g)"1(O)
offen, was zu zeigen war. O

4.4. Finaltopologie, Quotiententopologie. Wir wollen wieder universelle Ei-
genschaften fiir die Definitionen dieser Topologien verwenden. Hier verwenden wir
nun zu den obigen universellen Eigenschaften ,,duale“ Eigenschaften.

Definition 4.24 (Finaltopologie). Sei E eine Menge, (X;, O;);cr eine Familie to-
pologischer Rdume und (f; : X; — E);e; eine Familie von Abbildungen. Eine
Topologie auf E heifit Finaltopologie beziiglich der Familie (X;, O;, fi)ier, falls sie
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die folgende Eigenschaft hat:

NS

Y
Fiir jeden topologischen Raum Y und jede Abbildung g : F — Y ist g genau dann
stetig, wenn g o f; fiir jedes ¢ € I stetig ist.
Wie bei der Initialtopologie haben wir einen Existenz- und einen Eindeutigkeits-
satz sowie eine Charakterisierung der Finaltopologie.

Satz 4.25 (Eindeutigkeitssatz). Falls auf E eine Finaltopologie beziiglich der Fa-
milie (X;, 0y, fi)ier existiert, so ist sie die feinste Topologie auf E, fiir die die
Abbildungen f; stetig sind. Daher ist sie eindeutig bestimmt.

Beweis. Ahnlich wie bei der Initialtopologie; Ubung. (]

Satz 4.26 (Existenzsatz). Definiere M; := {O C E: f7'(0) € O;} und M :=
() M;. Dann ist M die Finaltopologie auf E.

iel

Beweis. Ahnlich wie bei der Initialtopologie; Ubung. (]

Definition 4.27 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum und ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei 7 : X — X/~ die kanonische Projektion auf die
Aquivalenzklassen X/~. Die finale Topologie auf X/~ beziiglich 7 heifit Quotien-
tentopologie auf X/~. Versehen mit dieser Topologie heifft X/~ Quotientenraum
oder Faktorraum beziiglich der Relation ~.

Bemerkung 4.28. Die Quotiententopologie auf X/~ ist die feinste Topologie, fiir
die 7 : X — X/~ stetig ist, d.h. A C X/~ ist genau dann offen, wenn 7 1(A) offen
in X ist.

Definition 4.29. Seien X,Y topologische Rdume und 7 : X — Y eine surjektive
Abbildung. Die Abbildung 7 heifit Quotientenabbildung, falls eine Menge U C Y
genau dann in Y offen ist, wenn 7= 1(U) offen in X ist.

Bemerkung 4.30. Wir mochten folgendes zu Quotientenabbildungen festhalten:
(i) Die Verkniipfung von Quotientenabbildungen ist wieder eine Quotientenab-
bildung.
(ii) Eine surjektive, stetige Abbildung, die ausserdem noch offen oder abgeschlos-
sen ist, ist eine Quotientenabbildung.
(iii) Die Einschréankung einer Quotientenabbildung auf eine Teilmenge muss keine
Quotientenabbildung sein.
(iv) Produkte von Quotientenabbildungen miissen im Allgemeinen keine Quotien-
tenabbildungen sein.

Wir wollen nun ein Kriterium fiir die Stetigkeit von Abbildungen angeben, deren
Definitionsbereich ein Quotientenraum ist.

Theorem 4.31. Seinw: X — Y eine Quotientenabbildung. Sei Z ein topologischer
Raum und sei g : X — Z eine Abbildung, die konstant auf den Mengen w=*(y), fiir
yevY,ist. Sei f:Y — Z die von g induzierte Abbildung, so dass f om = g. Die
induzierte Abbildung f ist genau dann stetig, wenn g stetig ist. Die Abbildung f ist
genau dann eine Quotientenabbildung, wenn g eine Quotientenabbildung ist.
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Beweis. Sei f stetig, so ist ¢ = f o 7 stetig aufgrund der Stetigkeit von m. Sei
hingegen ¢ stetig. Sei V' C Z offen. Dann ist 7= 1(f~1(V)) = g~ %(V) offen. Da
7 eine Quotientenabbildung ist, ist auch f~1(V) offen, was die Stetigkeit von f
beweist.

Sei nun f eine Quotientenabbildung, so ist g eine Komposition von Quotien-
tenabbildungen, also selbst wieder eine Quotientenabbildung. Sei nun g eine Quo-
tientenabbildung. Aus der Surjektivitit von g folgt die Surjektivitéit von f. Sei
V C Z. Nunist g~ }(V) =7"1(f~1(V)) genau dann offen in X, wenn f~1(V) offen
in Y ist. Da g eine Quotientenabbildung ist, ist V' also genau dann offen in Z, wenn
f71(V) offen in Y ist. Hieraus folgt, dass auch f eine Quotientenabbildung ist.

|

Korollar 4.32. Seien X, Z topologische Riume und g : X — Z sei eine surjektive,
stetige Abbildung. Sei
Yi={¢7'({z}): 2z € Z}.

Wir versehen Y mit der Quotiententopologie. Sei f :' Y — Z die von g induzierte
bijektive und stetige Abbildung. Dann ist f genau dann ein Homdomorphismus,
wenn g eine Quotientenabbildung ist.

Beweis. Die Stetigkeit von f folgt aus dem vorangegangenen Theorem, die Bijek-
tivitdt aus der Definition von Y. Sei f zun&chst ein Homdomorphismus, so ist g
als Komposition von Quotientenabbildungen selbst eine Quotientenabbildung. Sei
nun g eine Quotientenabbildung, so impliziert das eben bewiesene Theorem, dass
f eine Quotientenabbildung ist. Zusammen mit der Bijektivitdt von f folgt, dass f
ein Homdomorphismus ist. ([

Beispiel 4.33. (Quotientenriume)

(i) Betrachte auf R die Aquivalenzrelation z ~ y <= 1z — y € Z. Der Quotien-
tenraum R/~ ist homdomorph zum Einheitskreis S!.

(ii) Sei X ein topologischer Raum und A C X eine nichtleere Teilmenge. Wir
definieren eine Aquivalenzrelation auf X mittels 2 ~ y :& x = y oder z,y € A.
Dann ist X/A := X/~ der Quotientenraum, der durch zusammenschlagen des
Teilraums A zu einem Punkt entsteht.

5. TRENNUNGSEIGENSCHAFTEN

Dieses Kapitel wollen wir nicht allzu sehr vertiefen.

Bemerkung 5.1 (Metrische Raume). Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien A,
B C X abgeschlossen mit AN B = (). Dann gibt es disjunkte Umgebungen U und
V von A und B.

Beweis. Fiir jeden Punkt a € A ist der Abstand zu B positiv, da A ¢ 0B und
B abgeschlossen ist. Er sei gleich 7, > 0. Fixiere B, /3(a). Wiederhole diese Kon-
struktion fiir alle Punkte a € A. Deren Vereinigung U B, 3(a) ist eine offene

Umgebung von A, die zu B disjunkt ist. Dies ist U. Analog erhdlt man von B aus-
gehend eine offene Umgebung V' von B. Nach Konstruktion gilt U NV = (), denn
ist a € A so gilt fiir » € B, /3(a) die Ungleichung

() > d(a,b) — d(x, @) > 2d(a,b) > r,

fiir beliebige b € B. (]

Wl o
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5.1. Trennungsaxiome. In allgemeinen topologischen Rdumen braucht solch eine
Aussage nicht richtig zu sein. Rdume, in denen man trotzdem Mengen voneinander
durch Umgebungen ,trennen®“ kann, erfiillen entsprechende Trennungsaxiome.

Definition 5.2 (Trennungsaxiome). Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heiBt T3-Raum, falls je zwei Punkte 2 und y aus X Umgebungen U € U(x)
und V' € U(y) besitzen, die jeweils den anderen Punkt nicht enthalten, z ¢ V'
und y € U.

(ii) X heifit To-Raum oder Hausdorffraum, wenn je zwei Punkte disjunkte Umge-
bungen besitzen.

(iii) X heifit T5-Raum, wenn jede abgeschlossene Menge A C X und jeder Punkt
x ¢ A disjunkte Umgebungen besitzen.

(iv) X heifit Ts,-Raum, wenn es zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und
jedem Punkt = ¢ A eine stetige Funktion f : X — [0, 1] gibt, so dass f(x) =1
gilt und f(a) = 0 fiir alle a € A.

(v) X heifit Ty-Raum, falls es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen dis-
junkte Umgebungen gibt.

Definition 5.3.

(i) Ein topologischer Raum heifit regulér, wenn er ein T3- und ein 77-Raum ist.
(ii) Ein topologischer Raum heifit vollstdndig regulir, wenn er ein T3,- und ein
Ti-Raum ist.
(iii) Ein topologischer Raum heifit normal, falls er ein Ty- und ein 73-Raum ist.

Definition 5.4 (Umgebung einer Menge). Sei A C X und B € U(z) fiir alle z € A,
so heifit B Umgebung der Menge A.

Satz 5.5. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) X ist ein Th-Raum.

(ii) Jede einpunktige Menge ist abgeschlossen. ,Punkte sind abgeschlossen.

(iii) Jede Teilmenge A C X ist Durchschnitt aller ihrer Umgebungen.

Beweis.

(i) = (ii): Sei @ € X. Die Menge |J U, ist offen, wenn alle Mengen U, offen

r#a

sind. Wihle fiir U, jeweils eine offene Menge mit x € U,, aber a € U,, die aufgrund
der T1-Eigenschaft existiert.

(ii) = (i): Verwende als offene Mengen gerade die Komplemente zu einem ge-
gebenen Punkt.

(i) = (iii): Sei a ¢ A. Wéhle dann als Umgebung von A die Menge |J U, mit

T€EA

Mengen U, wie oben.

(i) = (ii): Sei € X. Sei a # z. Da die Menge {a} Durchschnitt aller ihrer
Umgebungen ist, gibt es insbesondere eine Umgebung, die x nicht enthalt. Es gibt
dann aber auch eine offene Umgebung von a, die x nicht enthélt. Die Vereinigung
aller dieser Mengen zeigt, dass x abgeschlossen ist. O

Korollar 5.6. Sei X ein regulirer (T3 + T1) topologischer Raum. Dann ist X
hausdorffsch.

Beweis. Nach Satz 5.5 sind Punkte abgeschlossen. Somit folgt aus 75 auch 7. O
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Satz 5.7. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) X ist hausdorffsch.
(ii) Fir jeden Punkt x € X ist der Durchschnitt aller seiner abgeschlossenen
Umgebungen gleich der Menge {x}.
(iii) Die Diagonale A C X x X ist abgeschlossen in X x X. (A := {(z,x) € Xx X :
reX})

Beweis.
(i) = (ii): Es gilt

(| U={z}e |J CU=X\{z}.

Ueld(x) Uel(x)

Sei also z # y € X. Seien U € U(x) und V € U(y) mit UNV = 0. Sei weiterhin oE
V eine offene Umgebung, so gilt U NV = . Also ist CU D V > y und somit folgt
wegen der Beliebigkeit von y auch X \ {z} C Upey () CU. Die andere Inklusion ist
offensichtlich.

(ii) = (i): Seien & # y € X. Nach (ii) gibt es eine abgeschlossene Umgebung
U € U(x) mit y ¢ U. Sei ohne Einschriinkung U offen. Dann ist X \ U eine offene
Umgebung von y, die zur offenen Umgebung U von z disjunkt ist. Somit ist X
hausdorffsch.

(i) = (iii): Sei X hausdorffsch und gelte (z,y) € A C X x X, also « # y. Dann
gibt es offene Umgebungen U € U(z) und V € U(y) mit U NV = (). Die Menge
(U x V) C (X x X) ist eine Umngebung von (z,y). Da U NV = { ist, gilt auch
(UxV)NnA=0.

(iii) = (i): Nehme nun an, dass die Diagonale abgeschlossen ist. Sei z # y, also
(z,y) ¢ A. Daher gibt es eine offene Umgebung von (z, y), die einen leeren Schnitt
mit der Diagonalen A hat. Da offene Umgebungen der Form U x V eine Basis der
offenen Mengen bilden, finden wir auch eine solche Menge, die (z,y) enthilt, so
dass (U x V)N A = (. Also sind U und V disjunkte offene Umgebungen von z und
Y. ([l

Satz 5.8. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann T3, wenn fir
jeden Punkt x € X die abgeschlossenen Umgebungen von x eine Umgebungsbasis
bilden.

Beweis.
»=—“: Sei X ein T3-Raum und sei U eine Umgebung von & € X. Dann ist X \ U
abgeschlossen und enthiilt den Punkt  nicht. Somit gibt es offene disjunkte Mengen

V und W mit z € V und (X\U) C W. Esgilt V ¢ X\ W. Da die Menge X \ W

abgeschlossen ist, folgt auch V' C X \ W. Da nach Wahl von W die Inklusion
X\ U c W gilt, folgt, dass X \W C U C U gilt. Zusammengenommen erhalten wir
also V .C X \ W C U. Damit ist V eine in U enthaltene abgeschlossene Umgebung
mit x € V; die Behauptung folgt.

»<="%: Sel nun A # X eine abgeschlossene Teilmenge und x € X \ A. Dann ist
X \ A eine offene Umgebung von z und enthélt daher auch eine abgeschlossene
Umgebung U mit © € U C X \ A. Daher sind U und X \ U offen und disjunkt.
Weiterhin gilt x € Uund AC X \ U. Daher ist X ein T3-Raum. [
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5.2. Vererbbarkeit von Trennungseigenschaften.

Satz 5.9. Sei X ein Hausdorffraum und A C X. Dann ist auch A (versehen mit
der Unterraumtopologie) ein Hausdorffraum.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition. [l

Bemerkung 5.10. Man kann zeigen, dass sich die Trennungsaxiome 77, T, T35 und
T3, auf Unterrdume vererben. Ein abgeschlossener Unterraum eines T,-Raumes ist
wieder Ty.

Beweis. [5, Kapitel 6 B| O

Satz 5.11. Sei X ein topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und
m: X — X/~ die kanonische Projektion. Dann gilt
(i) Ist X/~ ein Hausdorffraum, dann ist die Relation ~ abgeschlossen in X x X
d. h. die Teilmenge {(z,y) € X x X : & ~ y} ist abgeschlossen in X x X.
(i1) Sei X regulir (T1+1T5) und A C X abgeschlossen. Dann ist X /A hausdorffsch.

Beweis.

(i) Betrachte die Abbildung 7 x 7 : X x X — (X/~) x (X/~). Da X/~ haus-
dorffsch ist, ist die Diagonale A C (X/~) x (X/~) abgeschlossen. Also ist auch
das Urbild der Diagonalen unter der stetigen Abbildung 7 x 7 abgeschlossen.
Dieses Urbild ist aber gerade die Relation ~.

(ii) Seixz € A, y € A. Dann folgt die fiir die Hausdorffeigenschaft nétige Trennung
gerade aus der T3-Eigenschaft. Seien x ¢ A und y ¢ A. Seien U, und Uy, zu A
disjunkte Umgebungen von x bezichungsweise y. Seien V, und V,, disjunkte
Umgebungen von z und y. Dann sind U, NV, und U, NV, die gesuchten
Umgebungen. Der Fall z € A, y € A tritt nicht auf, da diese beiden Punkte
identifiziert werden.

O

6. ZUSAMMENHANGENDE RAUME

Definition 6.1 (zusammenhingend). Ein topologischer Raum (X, Q) heifit zu-
sammenhéngend, wenn X nicht disjunkte Vereinigung von zwei offenen nicht leeren
Mengen ist. D.h. gilt X = O1 U Oy fiir zwei offene nicht leere Mengen O; und Oa,
SO gﬂt 01 N 02 75 @

Bemerkung 6.2. Aquivalent dazu ist die Definition, wenn man ,offene Mengen“
durch ,,abgeschlossene Mengen* ersetzt.

Satz 6.3. Fin topologischer Raum (X, Q) ist genau dann zusammenhdingend, wenn
0 und X die einzigen Mengen sind, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

Beweis. Klar (Ubung). O

Satz 6.4. FEin topologischer Raum (X, O) ist genau dann nicht zusammenhdingend,
wenn es eine stetige surjektive Abbildung von X auf einen diskreten Raum mit
mindestens zwei Punkten gibt.

Beweis. Klar (Ubung). O

Satz 6.5. Sei (X,0) ein zusammenhdingender topologischer Raum und f : X — Z
eine stetige Abbildung. Dann ist f konstant.
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Beweis. Klar (Ubung). O

Definition 6.6. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit
zusammenhéngend, wenn A, versehen mit der induzierten Topologie, ein zusam-
menhéngender Raum ist. D. h. es gibt keine offenen Mengen O; und Os mit O; U
OQDA, OlﬂOgﬁA:@, OlﬁA#@undOgﬂA#ﬁ.

Beispiele 6.7.

(i) Intervalle der Form [a,b], [a,b), (a,b] und (a,b) mit a, b € RU {—o00, 0o} sind
zusammenhingend. (Wire eines dieser Intervalle nicht zusammenhéngend, so
finden wir Punkte 2 und y (ohne Einschrinkung z < y) mit 2 € O; und
y € Oy mit offenen Mengen O; und O, wie in der Definition einer zusam-
menhéngenden Teilmenge. Betrachte ¢ := sup{z € [z,y] : z € O1}. t € Oy
widerspricht der Maximalitét, t € Oy der Definition von ¢, da das Supremum
von Punkten in O; durch Punkte in O; von unten approximierbar ist. Da aber
t € O1 U O3 gilt, erhalten wir einen Widerspruch.)

(ii) AuBler der leeren Menge sind alle anderen Teilmengen von R als die oben
aufgefiithrten Intervalle nicht zusammenhéngend.

(iii) Die leere Menge und ein Raum, der genau einen Punkt enthélt, sind zusam-
menhéngend. Ein diskreter Raum mit zwei oder mehr Punkten ist nicht zu-
sammenhéngend.

(iv) Q ist nicht zusammenhéngend. (Zerlege an einer irrationalen Zahl.)

Satz 6.8. Sei X ein topologischer Raum und A C X zusammenhingend. Gill
A C B C A, so ist auch B zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen B wére nicht zusammenhéngend. Dann gibt es zwei offene
Mengen O und O, in X mit (BN O1)U(BNO3) =B, (BNO;)N(BNO2) =1
und BN O; # § fiir ¢ = 1, 2. Es folgt, dass auch (AN O;) U(ANOs3) = A und
(ANO1)N(ANO2) = B gelten. Wihle nun Punkte b; € BN O; fiir i = 1, 2. Es gilt
b; € A. Somit gilt fiir jede offene Menge O C X mit b; € O auch O N A # (). Dies
liefert aber insbesondere O; N A # (. Mit Hilfe der beiden offenen Mengen O; und
O4 konnte man also zeigen, dass A nicht zusammenhéngend ist. Widerspruch. O

Satz 6.9. Sei X ein topologischer Raum und A C X sei zusammenhdngend. Sei
B C X. Enthdlt A einen inneren Punkt von B und einen dufSeren Punkt von B
(d. h. einen Punkt, der eine zu B disjunkte Umgebung besitzt), so enthilt A auch
einen Randpunkt von B.

Beweis. Wenn A keine Randpunkte von B enthielte, wéren die beiden Mengen B
und int(X '\ B) eine Uberdeckung von A durch zwei offene Mengen, deren Schnitt mit
A jeweils nichtleer wire. Da A aber zusammenhéngend ist, ist dies unmoglich. O

Satz 6.10. Sei X zusammenhdingend und f : X —'Y stetig. Dann ist auch f(X)
zusammenhdngend.

Beweis. Falls nicht, so gibt es in f(X) offene disjunkte nichtleere Mengen O; und
Oz mit O; UOy = f(X) und O; N Oy = (. Dann sind die Urbilder f~*(O;) und
f71(0,) offene disjunkte nichtleere Mengen, die X iiberdecken. Widerspruch. [

Korollar 6.11 (Zwischenwertsatz). Sei X eine zusammenhingende Menge und
f+ X — R eine stetige Funktion. Seien s, t € f(X). Dann nimmt [ jeden Wert
zwischen s und t an.
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Beweis. f(X) ist ein Intervall. O

Wir moéchten nun eine dquivalente Definition vom Zusammenhang einer Menge
geben, mit der sich etwas anschaulicher argumentieren lésst.

Definition 6.12. Sei X ein topologischer Raum und a, b € X. Eine einfache Kette
zwischen a und b ist eine Folge von offenen Mengen Uy, ..., U, in X mit

(i) a€Uy,a g U, firi+#1,

(ii)) b€ Uy, b ¢ U; fiir ¢ # n,

Beachte, dass wir nicht voraussetzen miissen, dass die offenen Mengen auch zu-
sammenhéngend sind.

Lemma 6.13. Sei X ein topologischer Raum und U eine Uberdeckung von X durch
offene Mengen. Definiere auf X eine Relation ~ durch a ~ b <= FEs gibt eine ein-
fache Kette zwischen a und b mit Elementen aus U. Dann ist ~ eine Aquivalenzre-
lation und die Aquivalenzklassen sind offen und abgeschlossen (als Teilmengen von
X).

Beweisskizze. Reflexivitdt und Symmetrie sind klar. Zur Transitivitéit: Filigt man
die beiden einfachen Ketten aneinander, so erhélt man eine verbindende Kette Uy,
ooy Upy V1, ..., Vi Durch Herauslassen von offenen Mengen (am Ende der ,,U-
Kette“ und dann auch noch am Anfang der ,V-Kette“) erhilt man eine einfache
Kette. Dies zeigt die Transitivitét.

Einfache Ketten bestehen aus offenen Mengen. Also sind die Aquivalenzklassen
offen. Das Komplement einer Aquivalenzklasse ist die Vereinigung aller anderen
Aquivalenzklassen und damit auch offen. Somit ist jede Aquivalenzklasse abge-
schlossen. (]

Satz 6.14. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X genau dann zusammenhdn-
gend, wenn es zu je zwei Punkten a, b € X und jeder Uberdeckung U von X durch
offene Mengen eine Kette zwischen a und b gibt, deren Elemente aus U sind.

Beweis. ,<=": Sei X nicht zusammenh&ngend. Dann gibt es zwei nicht leere offene
Mengen O; und Os C X, so dass O; UOs = X und O; N Oy = () gelten. Dann
ist U := {01,043} eine offene Uberdeckung von X. Ist a € O1 und b € O, (solche
Punkte existieren, da die beiden Mengen nicht leer sind), so gibt es keine einfache
Kette von a nach b, die aus Elementen von U besteht.

,=="“: Betrachte die in Lemma 6.13 beschriebenen Aquivalenzklassen. Diese sind
nach diesem Lemma gleichzeitig offen und abgeschlossen. Gibt es zwei Punkte,
die nicht durch eine Kette verbunden werden kénnen, also auch nicht zur selben
Aquivalenzklasse gehéren, so bilden die zugehérigen Aquivalenzklassen (ggf. nach
Vereinigung mit weiteren Aquivalenzklassen) 01 und O; eine Zerlegung von X in
zwei offene nichtleere Mengen. Somit kann X nicht zusammenhéngend sein und die
Behauptung folgt. |

Satz 6.15. Sei (A;)icr eine Familie zusammenhdingender Teilmengen eines topo-
logischen Raumes X. Gilt ();c; A # 0, so ist A=, Ai zusammenhingend.

Beweis. Wir verwenden Satz 6.14. Seien also a,b € A und sei eine Uberdeckung
U von A durch offene Mengen gegeben. Seien i,j € I gegeben, so dass a € A;

und b € By liegt. Sei ¢ € (,c; A; beliebig. Dann gibt es eine einfache Kette von
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a nach ¢ (4, ist zusammenhéngend) und eine einfache Kette von ¢ nach b (A;
ist zusammenhé&ngend). Aufgrund der Transitivitéit der Aquivalenzrelation ,es gibt
eine einfache Kette aus Mengen in U/“ gibt es also auch eine einfache Kette von a
nach b und es folgt, dass A zusammenhéingend ist. O

Satz 6.16. Sei X = [[ X; das topologische Produkt nichtleerer Mengen X,;. Dann
i€l

ist X genau dann zusammenhdingend, wenn jede Menge X; zusammenhdngend ist.
Beweis. ,—“: Ist X zusammenhéngend, so ist auch X; = p;(X), das Bild unter
der stetigen Projektionsabbildung, zusammenhéngend.

»<=": Seien alle Mengen X, zusammenhéngend. Sei a € [] X;. Sei E als die

i€l
Menge aller Punkte in [] X; definiert, die mit a in einer gemeinsamen zusam-
icl

menhéngenden Menge liegen. Aus Satz 6.15 folgt dann, dass auch die Menge F
zusammenhédngend ist, da E die Vereinigung von zusammenhéngenden Mengen ist,
die alle den fixierten Punkt a enthalten. Wir wollen nun nachweisen, dass £ = X
ist. Dann folgt die Behauptung, denn nach Satz 6.8 ist mit £ auch der Abschluss
zusammenhiingend. Betrachte also eine Elementarmenge U # 0. -

Wir wollen zeigen, dass ENU # () ist. Hieraus folgt auch bereits £/ = X, denn sei
x € (F)¢, dann gibt es eine Umgebung U € U(z) mit U C (E)°. Da jede Umgebung
eine Elementarumgebung enthélt, erhalten wir einen Widerspruch.

Die Elementarmenge habe die Form U = () p; ' (Uy), wobei K C I eine endliche
keK
Teilmenge ist und die Mengen () # Uy, C X}, offen sind. Wir diirfen annehmen, dass

K ={1, ..., n} gilt. Wihle Punkte b), € U}, fiir 1 < k < n. Wir definieren nun die
folgenden Mengen:

FEy = {m € HXi : x1 beliebig, z; = q; sonst} ,
il

Ey = {x S HXi :x1 = by, xo beliebig, x; = a; sonst} ,
iel

ey

el

E, = {x € HXi tx; =0by, firl1 <i<n-—1, z, beliebig, z; = a; sonst} .

Die Mengen F; sind hom6éomorph zu X; und daher zusammenhéngend. Nach De-
finition ist E; N E;4q1 # 0 fiir 1 < ¢ < n. Daher ist auch A := |J F; nach Satz

=1
6.15 zusammenhéingend. Es gelten ¢ € A und a € E. Nach Definition von E folgt
also A C E. Nach Definition von E,, ist § # E, N U, also auch ENU # 0 und die
Behauptung folgt. O

Definition 6.17 (Zusammenhangskomponente). Sei X ein topologischer Raum
und z € X. Die Vereinigung aller zusammenhéngenden Mengen von X, welche x
enthalten (und damit die gréfite zusammenhiingende Menge, die = enthilt), heifit
Zusammenhangskomponente K (z) von z.

Satz 6.18. Sei X ein topologischer Raum. Seien x,y € X, dann gilt:
(i) K(z) ist zusammenhingend und abgeschlossen.
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(i) Es gilt |J K(z)=X.
z€X

(i1) Es gilt entweder K(z) = K(y) oder K(z) N K(y) = 0.
(iv) Ist O eine offene und abgeschlossene Menge, die x enthdlt, so gilt K(x) C O.

Beweis. Benutze insbesondere die Sitze 6.8 und 6.15 und die Definition von zu-
sammenhéngend. (I

Somit ist K (z) im Durchschnitt aller gleichzeitig offenen und abgeschlossenen
Mengen von X, die x enthalten, enthalten. Das folgende Beispiel zeigt, dass hier
aber im allgemeinen keine Gleichheit gilt.

Beispiel 6.19. Bestehe X C R? aus den Punkten u := (0,0), v := (0,1) und
den Strecken s; := {(},y) :0<y <1} fir i € N\ {0}. X trage die Unterraum-
topologie. Die Mengen s; sind beziiglich dieser Topologie offen, abgeschlossen und
zusammenhiingend. Gilt (z,y) € s;, so folgt K((x,y)) = s;. Die {ibrigen Zusam-
menhangskomponenten von X sind durch K(u) = {u} und K(v) = {v} gegeben.
Sei nun O eine offene und abgeschlossene Teilmenge von X mit u € O. O ist offen,
also enthélt O Punkte aus fast allen Mengen s;. Da O offen und abgeschlossen ist,
enthélt O alle Zusammenhangskomponenten, aus denen O Punkte enthélt. Somit
gilt fiir fast alle ¢ auch s; C O. Wir sehen also, dass v ein Bertihrpunkt von O ist.
Da O abgeschlossen ist, folgt auch v € O. Es gilt also {u,v} C O. Daher ist K(u)
nicht gleich dem Durchschnitt aller offenen und abgeschlossenen Mengen von X,
die u enthalten, da jede solche Menge aufgrund der obigen Uberlegungen auch v
enthlt.

Satz 6.20. Sei X = [[ X; und = = (x;) € X. Dann gilt K(x) = [[ K(z;), wobei
i€l iel
K(z;) die Zusammenhangskomponente von x; in X; ist.

Beweis. Nach Satz 6.16 ist die Menge [[ K(z;) zusammenhingend. Wegen = €
iel

[T K(z;) folgt auch K(z) D J] K(z;). Nun ist aber auch K(x) selber zusam-

i€l iel

menhéngend. Daher sind die kanonischen Projektionen (als stetige Bilder zusam-

menhéngender Mengen) p;(K(z)) zusammenhéingend und enthalten x;. Es folgt

also p; (K (z)) C K(x;). Daher gilt also auch K (x) C [[ K(z;) und die Behauptung
iel
folgt. [

Definition 6.21 (total unzusammenhéngend). Ein topologischer Raum X heifit
total unzusammenhéngend, falls die Zusammenhangskomponente jedes Punktes nur
aus diesem Punkt besteht, also K (z) = {z} fiir alle z € X gilt.

Satz 6.22. Fin topologischer Raum X 1ist genau dann total unzusammenhdingend,
wenn die einzigen zusammenhdngenden Teilmengen von X die einelementigen Teil-
mengen sind.

Beispiele 6.23.

(i) Ein diskreter topologischer Raum (also ein Raum, versehen mit der diskreten
Topologie), ist total unzusammenhéngend.
(ii) Q C R ist total unzusammenhéngend.
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6.1. Wegzusammenhang, lokaler Zusammenhang.

Definition 6.24 (wegzusammenhingend). Sei X ein topologischer Raum und I :=
[0,1] C R. Eine stetige Abbildung f : I — X heifit ein Weg in X. Der Raum X heiflt
wegzusammenhéngend, wenn es zu je zwei Punkten z, y € X einen Weg f : I — X
mit f(0) =z und f(1) =y gibt.

Satz 6.25. Ein wegzusammenhdngender Raum ist zusammenhdngend.
Beweis. Jeder Weg ist in einer Zusammenhangskomponente enthalten. O
Definition 6.26 (lokal zusammenhéngend, lokal wegzusammenhiingend).

(i) Ein topologischer Raum X heifit lokal zusammenhéngend, wenn es zu jedem
Punkt z € X und jeder Umgebung U € U(z) eine zusammenhéingende Um-
gebung V € U(x) mit V C U gibt.

(ii) Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhéngend, wenn es zu je-
dem Punkt z € X und jeder Umgebung U € U(z) eine wegzusammenhingen-
de Umgebung V € U(z) mit V C U gibt.

Satz 6.27. Sei X ein lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum und sei
Q C X offen. Dann ist Q genau dann zusammenhdingend, wenn Q wegzusam-
menhdngend ist.

Beweis. ,,<=*: Folgt aus Satz 6.25. )
,=—=“: Wir wenden Satz 6.14 auf eine Uberdeckung von X durch wegzusam-
menhéngende Mengen an. (]

Korollar 6.28. Sei X ein normierter Raum und Q0 C X offen. Dann ist Q genau
dann zusammenhdngend, wenn  wegzusammenhdngend ist.

7. KOMPAKTE RAUME

Aus der Analysis wissen wir, dass im R™ beispielsweise Folgenkompaktheit und
Uberdeckungskompaktheit iibereinstimmen. In R” sind folgen- und iiberdeckungs-
kompakte Teilmengen jeweils gerade die beschrinkten und abgeschlossenen Teil-
mengen. Wir wollen hier Kompaktheit etwas genauer untersuchen.

7.1. Kompakte Riume.

Definition 7.1 (Kompaktheit). Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heiBt quasikompakt, wenn jede offene Uberdeckung (U;)ie; von X eine
endliche Teiliiberdeckung (U;);cp mit I’ C I und #I’ < oo enthélt.
(ii) Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn er quasikompakt und haus-
dorffsch ist.
(iii) Eine Teilmenge A C X heifit quasikompakt (kompakt), wenn der Unterraum
A quasikompakt (kompakt) ist.
(iv) A C X heifit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Satz 7.2. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent.
(i) X ist quasikompakt.
(i1) Jede Familie (A;)icr abgeschlossener Mengen von X mit (| A; = 0 enthilt
iel
eine endliche Familie (A;);ep mit () A; = 0.
el
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Bewess.
(i) = (ii): Man betrachtet die Komplemente: Ist (A;);cs eine Familie abgeschlos-

sener Mengen mit (] A; = 0, so ist (X \ A;)ies eine offene Uberdeckung von X.
iel

Daher gibt es eine endliche Teilmenge I’ C I, so dass |J (X \ 4;) = X gilt. Es folgt
=g

N A; =0.

el

(ii)== (i): Sei nun (O;);cs eine offene Uberdeckung von X, dann ist mit A; :=
X\ O; die Familie (A;);c; eine Familie von abgeschlossenen Mengen mit (1, ; A; =
0. Es existiert folglich eine endliche Indexmenge I C I so dass [, A; = (). Durch
Komplementbildung folgt die Behauptung. O

Satz 7.3. Sei X quasikompakt und A C X abgeschlossen. Dann ist A quasikompakt.

Beweis. Sei (Ul) eine offene Uberdeckung von A. Zu jeder offenen Menge U; C A
il .

finden wir eine offene Menge U; C X mit U; N A = U;. Dann iiberdeckt (U;);er

zusammen mit X \ A die Menge X. Da X quasikompakt ist, gibt es eine endliche

Menge L C I, so dass X = (X \ A)U |J U; gilt. Es folgt A = |J U;. Also ist A
€L i€l
quasikompakt. [

Satz 7.4. Sei X ein Hausdorffraum, K eine kompakte Teilmenge von X. Dann
existiert zu jedem Punkt x € X \ K eine Umgebung U von K und eine Umgebung
V won x mit UNV = (). Insbesondere ist K eine abgeschlossene Teilmenge von X .

Beweis. Nach Voraussetzung ist X ein Hausdorffraum. Also gibt es zu z € X \ K
und y € K offene Umgebungen U(y) € U(y) und V(y) € U(x) mit U(y)NV (y) = 0.
Die offenen Mengen (U(y))ycx bilden eine offene Uberdeckung von K. Sei K’ C K

endlich, so dass K C U := |J U(y) gilt. Definiere V := () V(y). Dann ist V
yeK’ yeK'
eine offene Umgebung von x mit UNV = (. ([

Es gibt Beispiele [5, Aufgabe 8.4] von quasikompakten Teilmengen eines quasi-
kompakten Raumes, die nicht abgeschlossen sind. Jedoch gilt der folgende Satz.

Satz 7.5. Sei X ein kompakter Raum. Dann ist A C X genau dann kompakt, wenn
A abgeschlossen ist.

Beweis. ,,—*“: Folgt aus Satz 7.4.
,<="“: Sei A abgeschlossen. Dann ist A nach Satz 7.3 quasikompakt. Da eine
Teilmenge eines Th-Raumes wieder ein To-Raum ist, folgt die Behauptung. (|

Korollar 7.6. Ein kompakter Raum ist requlir (T + T53).

Beweis. In einem T5-Raum sind Punkte abgeschlossen, also ist er auch ein T;-
Raum. Es folgt aus Satz 7.5, dass ein abgeschlossener Teilraum eines kompakten
Raumes selbst wieder kompakt ist. Nach Satz 7.4 folgt also, dass das Trennungs-
axiom T3 erfiillt ist. ([

Es gilt noch mehr.

Satz 7.7. Ein kompakter Raum ist normal.
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Beweis. Seien A und B abgeschlossene Teilmengen eines kompakten topologischen
Raumes mit AN B = (). Dann sind A und B nach Satz 7.5 selbst wieder kompakt.
Wir gehen nun ganz dhnlich wie im Beweis von Satz 7.4 vor. Benutze Satz 7.4 und
erhalte fiir jedes € A offene Umgebungen U(z) € U(z) und V(z) von B mit

U(x)NV(z) =0. Sei K C A eine endliche Teilmenge, so dass A C U := |J U(x)
zeK
gilt. Definiere V := [\ V(z). Dann sind U und V disjunkte offene Umgebungen
zeK
von A und B. O

7.2. Folgen.

Definition 7.8 (konvergente Folgen). Sei X ein topologischer Raum und (z,,)nen
eine Folge von Punkten in X. Dann konvergiert die Folge (z,)nen gegen z € X,
T, — x, wenn es zu jeder Umgebung U von x ein ng € N gibt, so dass z,, € U fiir
alle n > ng.

Ein Punkt z € X heifit Hiufungspunkt der Folge (x,,)nen, falls in jeder Umge-
bung von x unendlich viele Folgeglieder liegen.

Definition 7.9 (Folgenkompaktheit). Ein topologischer Raum heifit folgenkom-
pakt, wenn jede Folge eine konvergente Teilfolge (siehe Definition 7.8) besitzt.

Satz 7.10. In einem quasikompakten Raum X besitzt jede unendliche Folge einen
Hdufungspunkt.

Beweis. Nehmen wir an, die Folge hétte keinen Hiufungspunkt. Dann besitzt jeder
Punkt von X eine Umgebung, in der nur endlich viele Folgeglieder liegen. Diese
Umgebungen bilden eine Uberdeckung von X, also gibt es aufgrund der Quasi-
kompaktheit eine endliche Teiliiberdeckung von X mit solchen Umgebungen. Ein
Widerspruch, da in endlich vielen Umgebungen mit endlich vielen Punkten einer
Folge nicht unendlich viele Folgeglieder enthalten sein kénnen. [l

Im R™ haben wir sogar eine deutlich stérkere Charakterisierung von kompakten
Mengen. Da die folgenden beiden Sitze aus den Grundvorlesungen bekannt sind,
lassen wir deren Beweise aus.

Satz 7.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann ist X genau dann folgenkompakt,
wenn X kompakt ist.

Satz 7.12. Fine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrinkt ist.

Der folgende Satz besagt: ,,Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.
Satz 7.13. Sei X quasikompakt und f : X — 'Y stetig, so ist f(X) quasikompakt.

Beweis. Sei (U;);er eine offene Uberdeckung von f(X). Dann ist (f_l(Ui))iel eine
offene Uberdeckung von X. Aufgrund der Quasikompaktheit von X existiert ei-
ne endliche Teiliiberdeckung (f _I(Ui))i ¢, von X. Dann ist (U;)ier eine endliche

Uberdeckung von f(X) und die Behauptung folgt. a

Satz 7.14. Sei X quasikompakt, Y hausdorffsch und f : X — 'Y stetig. Dann ist
f abgeschlossen. Ist f injektiv (bijektiv), so ist f eine Einbettung (ein Homdomor-
phismus).
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Beweis. Sei A C X abgeschlossen. Wir wollen nachweisen, dass auch f(A) abge-
schlossen ist. Nach Satz 7.3 ist A als abgeschlossener Teilraum eines quasikompakten
Raumes selbst quasikompakt. Nach Satz 7.13 ist damit auch das Bild f(A) quasi-
kompakt. Da Y ein Hausdorffraum ist, ist f(A) sogar kompakt. Nach Satz 7.4 ist
damit f(A) abgeschlossen.

Ist f injektiv, so ist f : X — f(X) eine offene Abbildung. Sei ndmlich O C X
offen. Dann ist f(X \ O) = f(X)\ f(O) abgeschlossen in f(X). Somit ist f: X —
f(X) ein Homdomorphismus und f : X — Y eine Einbettung, vergleiche auch Satz
4.11. Ist f bijektiv, so ist f natiirlich ein Homdomorphismus. O

Satz 7.15. Seien X,Y topologische Rdume, sei Y quasikompakt und sei xo € X.
Sei N C X xY offen mit {zo} xY C N. Dann gibt es eine Umgebung U € U(x)
mit U xY C N.

Beweis. Wir iiberdecken den kompakten Raum {zp} x ¥ mit Mengen der Form
V xW C N, wobei V € U(xzg) und W C Y offene Mengen seien. Die Kompaktheit
impliziert, dass es ein n € Ny gibt, so dass die Mengen V; x Wy,...,V, x W,, den
Raum {zg} x Y iiberdecken.

Wir definieren die offene Menge U :=(;_, V; und zeigen nun, dass U x Y C N
gilt.

Sei (z,y) € U x Y. Dann gibt es ein 4 € N, 1 < ¢ < n, mit (zo,y) € V; x W;.
Somit ist (z,y) € U x W; CV; x W; C N. O

FEin wichtiger Satz zu kompakten Mengen in Produktriaumen ist der Satz von
Tychonoff.

Satz 7.16 (Tychonoff). Ein nicht leerer Produktraum X = [] X; ist genau dann
i€l

quasikompakt, wenn jedes X; quasikompakt ist.

Bemerkung 7.17. Hieraus sieht man auch sofort, dass beschrénkte abgeschlossene

Mengen des R™ kompakt sind, wenn man weif3, dass beschriankte abgeschlossene

Intervalle kompakt sind. Diese Mengen sind ndmlich abgeschlossene Teilmengen

von [—k, k]™ fiir geniigend grofes k > 0.

Zum Beweis des Satzes fithren wir noch die Begriffe Filter und Ultrafilter ein.

7.3. Filter.

Definition 7.18 (Filter). Ein Filter F auf einer Menge X ist ein System von
Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

(i) 0¢F, X e F,

(11) Fi,Fhe F= FINkeF,

(iii) Fe Fund FCF' = F' € F.
Eine Teilmenge Fy C F heifit Filterbasis fiir F, wenn jedes Element aus F ein
Element aus Fy enthélt. Sei also B ein System von Teilmengen von X. Dann ist
B genau dann eine Filterbasis, wenn es ein nicht leeres System ist, nur nicht leere
Teilmengen enthélt und fiir By, By € B stets ein B3 C X enthilt, B3 € B, mit
Bs C B1 N Bsy. Ist Fy eine Filterbasis, so erzeugt sie einen Filter F mittels

F={FCcX:3BeB:BCF}.

Wir fithren noch einen Konvergenzbegriff fiir Filter ein:
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Definition 7.19. Ein Filter F konvergiert gegen « € X, F — x, wenn F D U(x)
gilt.

Schliellich ben6tigen wir noch den Begriff Ultrafilter:

Definition 7.20 (Ultrafilter). Seien Fi, Fs Filter auf X. Dann ist F; feiner als Fa,
falls Fo C F; gilt. F5 heifit dann grober als F7. Ein Filter F auf X heifit Ultrafilter,
wenn es keinen Filter auf X gibt, der echt feiner, d.h. feiner und ungleich, als F ist.

Aus dem Lemma von Zorn erhélt man:
Satz 7.21. Jeder Filter liegt in einem Ultrafilter.
Wir geben nun eine Charakterisierung von Ultrafiltern an:

Satz 7.22. Sei X ein topologischer Raum. Ein Filter F ist genau dann ein Ultra-
filter, wenn fir jedes A C X entweder A € F oder X \ A € F gilt.

Beweis. ,=—>“: Sei F ein Ultrafilter. Es gilt AN (X \ A) = (). Daher ist hochstens
eine dieser beiden Mengen im Filter enthalten. Betrachte zwei Mengen F; und Fy,
so dass F; C Aund Fy C X \ A gilt. Zwei solche Mengen kénnen nicht gleichzeitig
in F sein. Also gilt fiir alle F € F, dass entweder F N A # 0 oder F N (X \ A) #0
ist. (Falls nicht, so finden wir ndmlich zwei Mengen F, F» € F mit der Eigenschaft
FiNA=0und Fo,N(X\A) =0, also F; C X\ Aund F, C A und wir erhalten
einen Widerspruch zu den obigen Uberlegungen.) Wir nehmen ohne Einschrinkung
(da A eine beliebige Menge war) an, dass FF' N A # () fiir alle F € F.

Daher ist {FFN A : F € F} eine Filterbasis. Der zugehorige Filter G ist feiner
als F und enthélt A. Nach Voraussetzung ist aber F ein Ultrafilter und somit folgt
aus F C G, dass F = G gilt. Da A € G ist, ist auch A € F.

»<=": Seil F ein Filter, der fiir alle Teilmengen A C X entweder A oder X \ A
enthilt. Gdbe es einen Filter G, der echt feiner als F wére, so gibt es ein G € G, so
dass G ¢ F ist. Nach Voraussetzung gilt dann aber X \ G € F und auch X \ G € G,
da G feiner als F ist. Der Filter G enthilt daher G und X \ G. Widerspruch. O

Man kann die Kompaktheit eines Raumes mittels der Konvergenz seiner Ultra-
filter charakterisieren:

Satz 7.23. Sei X ein topologischer Raum. X ist genau dann quasikompakt,wenn
jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Beweis. ,,=—>*“: Nehme an, F sei ein nichtkonvergenter Ultrafilter auf X. Es gibt
also fiir alle z € X eine offene Umgebung U, € U(x) mit U, ¢ F. Da X kompakt
ist iiberdecken endlich viele dieser U, bereits X. Die Komplemente dieser U, liegen
aufgrund von Satz 7.22 in F, deren Durchschnitt ist allerdings leer, im Widerspruch
zur Definition eines Filters.

w<=": Sei (U;);cr eine offene Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliiber-
deckung enthélt. Definiere A, := X \ |J U; fir endliche Teilmengen L C I.

i€l

Da die Familie (U;);es keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, ist Ay, # 0. Da

(X \ U Ui> N (X\ U Ui) =X\ U U; gilt und diese Mengen stets nichtleer
i€l ieK i€LUK
sind, bilden sie eine Filterbasis zu einem Filter F. Verfeinere F zu einem Ultrafilter

G. Nach Voraussetzung konvergiert G gegen ein z € X. Da die Mengen U; eine
Uberdeckung von X bilden, gibt es ein 49, so dass « € U;, ist. Da G — z gilt und
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Ui, € U(x) ist, folgt U;, € G. Nach Konstruktion gilt aber (X \ U;,) € F C G. Da
G ein Filter ist, erhalten wir einen Widerspruch. (]

Wir werden nun sehen, wie man mit Hilfe von Filtern die Stetigkeit von Abbil-
dungen beschreiben kann.

Definition 7.24 (Berithrpunkt, Bildfilter).

(i) Sei F ein Filter auf X und f : X — Y eine Abbildung. Wir bezeichnen mit
f(F) den Filter auf Y, der {f(F) : F € F} als Basis hat. f(F) heifit das Bild
des Filters F unter f oder der Bildfilter.

(ii) Ein Punkt z € X heiBt Beriihrpunkt des Filters F, wenn F N U # () fiir alle
U € U(x) und alle F € F gilt. Die Menge der Beriihrpunkte ist daher () F.

FeF

Beispiele 7.25.

(i) Ein Limespunkt eines Filters F ist auch Berithrpunkt von F.

(ii) Sei (2n)nen eine Folge in einem topologischen Raum X. Sei F der von der
Folge erzeugte Filter. Dann ist x genau dann ein Haufungspunkt der Folge
(Zn)nen, wenn z ein Beriihrpunkt des Filters F ist.

(iii) Sei F der von der Filterbasis {(0,¢) : € > 0} auf R erzeugte Filter. Dann gilt
F —0.

Satz 7.26. Seien X und Y topologische Riume und sei A C X.

(i) Es ist x € A genau dann, wenn ein Filter F auf X emistiert, so dass A € F
und F — x gelten.

(ii) Die Abbildung f : X =Y ist genau dann in x € X stetig, wenn das Bild jedes
gegen x € X konvergierenden Filters gegen f(x) konvergiert.
(F = x= f(F)—= f(x)%).

Beweis.

(i) ,==“:Sei * € A. Dann ist {ANU : U € U(x)} eine Filterbasis fiir einen
Filter, der A enthilt und gegen x konvergiert.
,<="%“ Gelten F — z und A € F, so ist x insbesondere Beriihrpunkt von

F.Damitistz € (| F CA.
FeF
(ii) ,=“: Sei f : X — Y in z stetig und F ein Filter auf X mit ¥ — z. Da finx

stetig ist, gibt es zu einer (beliebigen) Umgebung V von f(z) eine Umgebung
U von z, so dass f(U) C V gilt. Da F — x konvergiert, ist U € F. Somit ist
V € f(F). V war beliebig, also folgt f(F) — f(x).

»<="%: Gelte nun fiir jeden Filter 7 mit F — x auch f(F) — f(z). Eine
Umgebung V von f(z) gehort damit zum Bildfilter f(F), V € f(F). Nach
Definition des Bildfilters gibt es daher ein U € F mit f(U) C V. Nehmen wir
fiir 7 den Umgebungsfilter U(x), so folgt, dass U auch eine Umgebung von z
ist. Somit ist f in z stetig.

O

Die Konvergenz von Filtern auf Rdumen, die eine Initialtopologie tragen, ldsst
sich auf die definierenden Abbildungen der Initialtopologie zuriickfiihren:

Satz 7.27. Sei X eine Menge, (X;)icr sei eine Familie topologischer Riume und X
trage die Initialtopologie beziiglich der Abbildungen f; : X — X;. Dann konvergiert



32 MATTHIAS MAKOWSKI

ein Filter F auf X genau dann gegen x € X, wenn fi(F) — fi(x) fir alle i € T
konvergiert.

Beweis. ,,—“: Klar, da die Abbildungen f; stetig sind.
,<="%“: Das System

{ ﬂ fo'(Uy) : K C I endlich, Uy € U(fk(x))}
keK

ist eine Umgebungsbasis fiir z. Es ist nachzuweisen, dass eine solche Mcngo zum
Filter F gehort. Es geniigt zu zeigen, dass es ein ' € F gibt mit F' C ﬂ fe (Uk).

Nach Annahme gibt es zu Uy € U(fx(z)) ein Fy, € F, so dass fk(Fk) C Uy ist.

Daher ist F':= () Fy € F. Nach Konstruktion ist aber F C f; ' (Ux) und es folgt
keK

Fc N fi'(Uy), wie behauptet. O
keK

Korollar 7.28. Sei (X;)icsr eine Familie topologischer Rdiume. [] X; trage die

icl
Produkttopologie. Seien p; : X — X; die kanonischen Projektionsabbildungen. Dann
konvergiert ein Filter F auf X genau dann gegen ein x € X, wenn p;(F) — pi(x)
fur alle v € I gilt.

Beweis. Die Produkttopologie ist eine Initialtopologie. (I

Beweis des Satzes von Tychonoff.
»=="“: Sel X quasikompakt. Dann ist X; = p;(X) als stetiges Bild eines quasikom-
pakten Raumes wieder quasikompakt.

»<=": Nach Satz 7.2 geniigt es zu zeigen, dass jeder Ultrafilter auf X konvergiert.
Sei also F ein Ultrafilter auf X. Dann sind die Bildfilter p;(F) fiir alle ¢ € I
selbst wieder Ultrafilter. (p;(F) ist ein Ultrafilter, da er jede Menge A oder ihr
Komplement enthilt, da F entweder p; *(A) oder p; ' (X; \ A) enthilt, siehe Satz
7.22.) Nach Voraussetzung sind die Mengen X; quasikompakt, also erhalten wir die
Konvergenz p;(F) — x; fiir alle ¢ € I fiir Punkte x; € X;. Nach Korollar 7.28 gilt
also F — z := (x;);cs und die Behauptung folgt. ]

7.4. Lokalkompakte Riume.

Definition 7.29. Sei X ein topologischer Raum. Dann heiffit X lokal kompakt,
wenn X hausdorffsch ist und jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.

Bemerkung 7.30. Alternativ konnte man definieren, dass X lokal kompakt ist, wenn
X hausdorffsch ist und wenn jeder Punkt eine Umgebungsbasis aus kompakten
Umgebungen besitzt. Dies rechtfertigt die Bezeichnung ,lokal“. Benutze fiir den
Nachweis der Aquivalenz der beiden Definitionen Satz 5.8 und die Tatsache, siche
Satz 7.32, dass X ein T3-Raum ist.

Beispiele 7.31.

(i) Offensichtlich ist jeder kompakte Raum lokal kompakt.
(ii) Der R™ ist lokal kompakt.
(iii) In einem lokal kompakten Raum X ist jeder Teilraum, der Durchschnitt einer
offenen und einer abgeschlossenen Menge in X ist, selbst lokal kompakt. (Sei
x € ANB. SeiU € U(x) eine kompakte Umgebung von {z} und nehme an, U C
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A, dies ist aufgrund der Offenheit von A und der vorangegangenen Bemerkung

moglich. U := U N B ist dann in AN B kompakt, da B abgeschlossen ist, und
es ist eine Umgebung von {z} in AN B.)

Satz 7.32. Sei X ein lokal kompakter Raum. Dann ist X regulir (Ty + T5).

Beweis. Wir brauchen nur nachzuweisen, dass X ein T5-Raum ist, da er nach Vor-
aussetzung T» und damit 77 ist. Sei A C X abgeschlossen und z € X \ A. Sei
weiterhin K eine kompakte Umgebung von z. Dann ist K abgeschlossen und nach
Korollar 7.6 auch reguldr. Somit gibt es offene Umgebungen U € U(z) und V C X,
sodass ANK C Vist und UNVNK = (. Wir diirfen weiterhin ohne Einschrinkung
annehmen (K ist selbst Umgebung), dass U C K gilt. Dann sind U und VU (X \ K)
offene Mengen, die zeigen, dass X ein T3-Raum ist. (]

Satz 7.33 (Alexandroff-Kompaktifizierung). Sei X ein lokal kompakter Raum.
Dann gibt es einen bis auf Homdoomorphie eindeutig bestimmten kompakten Raum
Y, der einen zu X homdomorphen Raum Xi enthilt, so dass Y \ X1 =: {oo}
aus einem Punkt besteht. Ist X micht kompakt, so ist X1 dicht in Y. oo heifit der
unendlich ferne Punkt.

Beweis. Sei oo ein Punkt, der nicht zu X gehort. Definiere Y := X U {c0}. Auf Y
definieren wir eine Topologie durch die folgende Festlegung: Alle Mengen die in X
offen sind, seien auch in Y offen. Weiterhin seien alle Mengen der Form Y \ K fiir
eine kompakte Menge K C X offen. Dies definiert eine Topologie auf Y. Es gilt
nédmlich

(i) In einem Hausdorffraum ist die endliche Vereinigung kompakter Mengen wie-
der kompakt, was das Schnittaxiom fiir offene Mengen zeigt, die alle den Punkt
oo enthalten.

(ii) Da kompakte Mengen abgeschlossen sind, ist (Y \ K) N X offen in X. Somit
folgt das Schnittaxiom.

(iii) Beliebige Durchschnitte kompakter Mengen sind als abgeschlossene Teilmen-
gen kompakter Mengen wieder kompakt. Also sind beliebige Vereinigungen
von offenen Mengen, die co enthalten, wieder offen.

(iv) Das allgemeine Vereinigungsaxiom folgt nun, da der Durchschnitt einer kom-
pakten und einer abgeschlossenen Menge wieder kompakt ist.

Nach Definition ist X7 := Y \ {oo} ein zu X homsomorpher Unterraum von Y.

Mit dieser Topologie ist Y ein kompakter topologischer Raum: Zunéchst einmal
ist Y hausdorffsch. Punkte in X lassen sich trennen, da X hausdorffsch ist. Sei
x € X. Da x eine kompakte Umgebung K (z) C X besitzt, sind K(z) und Y\ K (x)
disjunkte Umgebungen von z und co. Schliefilich enthilt K (z) auch noch eine offene
Umgebung von z. Die Quasikompaktheit folgt direkt, denn jede offene Uberdeckung
von Y enthilt eine Menge der Form Y \ K fiir eine kompakte Menge K C X und
der Rest ist kompakt.

Sei Y’ ein weiterer Raum, der die Bedingungen des Satzes erfiillt. Sei X’ ein zu
X homdoomorpher Unterraum, so dass Y\ X’ = {00’} aus einem Punkt besteht.
Sei f: X — X’ ein Homdomorphismus und F : Y — Y’ die Fortsetzung von f mit
F(o0) := oo’. Nach Konstruktion ist F' bijektiv. Fiir alle offenen Mengen, die oo’
nicht enthalten ist das Urbild offen, da f ein Homéomorphismus ist.

Betrachte nun eine offene Umgebung von oo’ in Y’. Thr Komplement ist eine
abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes Y’ und daher selbst kompakt.
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Unter dem Hom&omorphismus f~!' : X’ — X werden kompakte Teilmengen auf
kompakte Teilmengen abgebildet. Also ist f~(K’) fiir alle kompakten Mengen
K’ C Y’ selbst wieder kompakt. Somit sind die Urbilder aller offenen Mengen
offen, F' ist also stetig.

Da wir nun wissen, dass F' stetig ist, konnen wir Satz 7.14 anwenden und erhal-
ten, dass F' ein HomGomorphismus ist.

X1 ist ein dichter Teilraum, da Y\ X; nur aus co besteht und jede Umgebung
von oo einen nichtleeren Schnitt mit X; hat, falls X nicht selbst schon kompakt
ist. (]

Definition 7.34. Seien X und Y lokal kompakte Rdume. Eine stetige Abbildung
f X — Y heifit eigentlich, wenn fiir jede kompakte Menge K C Y die Menge
fYH(K) kompakt in X ist.

Satz 7.35. Seien X, Y lokal kompakt und X', Y’ die zugehérigen Alexandroff-
Kompaktifizierungen mit unendlich fernen Punkten oo beziehungsweise oo’. Sei f :
X — Y eine stetige Abbildung. Dann ldsst sich f genau dann durch die Festsetzung
f(0) := o0 zu einer stetigen Abbildung ' : X' — Y’ fortsetzen, wenn f eigentlich
181.

Beweis. Zeige, dass die Urbilder offener Mengen, die oo’ enthalten, genau dann
offen sind, wenn f eigentlich ist. Durch Ubergang zu Komplementen sieht man,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn Urbilder kompakter Mengen in Y in X
auch wieder kompakt sind. Die Behauptung folgt. O

Satz 7.36. Seien X und Y lokal kompakt und f : X — Y eine eigentliche Abbil-
dung. Dann ist [ abgeschlossen und f(X) lokal kompakt.

Beweis. Sei f' @ X' — Y’ die stetige Fortsetzung von f auf die Alexandroff-
Kompaktifizierung wie in Satz 7.35. Dann ist f’ nach Satz 7.14 auch abgeschlos-
sen. Eine Menge A C X ist nach Konstruktion der Alexandroff-Kompaktifizierung
genau dann in X abgeschlossen, wenn A U {oo} in X’ abgeschlossen ist. Nun ist
f'(Au{oc}) = f(A)U{x'} als Bild einer kompakten Menge selbst wieder kompakt.
Daher ist, wiederum aufgrund der obigen Charakterisierung von abgeschlossenen
Mengen in X, auch f selber eine abgeschlossene Abbildung.

Es gilt f(X) = f/(X')NY. Da f'(X’) kompakt ist, ist f(X) der Durchschnitt
einer abgeschlossenen und einer offenen Menge in einem lokal kompakten Raum.
Nach Beispiel 7.31 ist f(X) daher lokal kompakt. a

8. ERZEUGUNG TOPOLOGISCHER RAUME II
8.1. Identifizierungstopologie, Zusammenkleben von Riumen.

Satz 8.1. Seien X und Y tlopologische Riume und f : X —'Y eine stetige Abbil-
dung. Definiere auf X die Aquivalenzrelation ~ durch

v~y = f(z) = f(y)
Zerlege f wie folgt in eine surjektive, eine bijektive und eine injektive Abbildung:

(8.1) X Y
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Dann gilt
(i) Die Abbildunge@ 7, f und j sind stetig.
(i) Die Abbildung f ist genau dann ein Homdéomorphismus, wenn das Bild je-

der offenen (oder jeder abgeschlossenen) Menge der Form f~(A) offen (bzw.
abgeschlossen) in f(X) ist.

Beweis.

(i) Nach Definition der Quotiententopologie auf X/~ ist 7 stetig. Die Abbildung
7 ist als die kanonische Injektion des mit der Unterraumtopologie versehenen
Raumes f(X) C Y in Y stetig. Die Unterraumtopologie auf f(X) stimmt
nach Beispiel 4.21 mit der Initialtopologie beziiglich der Injektionsabbildung
j @ f(X) — Y iiberein. Die Abbildung f = j o f o 7 ist stetig. Dies ist
nach Definition der Initialtopologie fdquivalent zur Stetigkeit von for. Da die
Quotiententopologie auf X/~ mit der Finaltopologie beziiglich 7 : X — X/~
iibereinstimmt, ist die Stetigkeit von f o 7 #quivalent zur Stetigkeit von f.

(ii) Die Mengen in X/~ sind gerade von dieser Form. Daher folgt die Aussage,
denn eine stetige offene bijektive Abbildung ist ein Homéomorphismus (Satz
3.15).

O

Definition 8.2 (Identifizierungstopologie). Ist in der Zerlegung in (8.1) die Abbil-
dung f ein Hombomorphismus, so heifit f identifizierende Abbildung. Ist f zusitz-
lich surjektiv, so heifit die Topologie von Y Identifizierungstopologie beziiglich f.
(Es handelt sich dann néimlich um dieselbe Topologie wie auf X, wenn man dort
Punkte mit gleichen Bildern identifiziert und die Quotiententopologie beziiglich
dieser Identifikation verwendet.)

Bemerkung 8.3. Tragt Y die Identifizierungstopologie, so vereinfacht sich die Zer-

legung von f in (8.1) zu
X ! Y.
\ /
X/~

Satz 8.4. Ist f : X — Y stetig, surjektiv und offen oder abgeschlossen, so trigtY
die Identifizierungstopologie beziiglich f.

Beweis. Beachte dazu, dass die Voraussetzungen an Offenheit oder Abgeschlossen-
heit stérker sind als in Satz 8.1. ]

Bemerkung 8.5. Aus Definition 8.2 und Satz 8.4 folgt nun, dass jede stetige Abbil-
dung eines quasikompakten Raumes in einen Hausdorffraum identifizierend ist.

Beispiele 8.6.

(i) Sei f : [0,27] — S! gegeben durch x + (sinx,cosx). Dann ist f eine ab-
geschlossene surjektive stetige Abbildung. Somit ist [0, 27]/~; homdomorph
zum Einheitskreis. (Dasselbe Beispiel funktioniert auch mit f : R — S!, nur
muss man dann benutzen, dass f offen ist.)
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(ii) Sei X := R"*1\ {0}. Definiere auf X eine Aquivalenzrelation ~ durch x ~
Y = AEIO : * = \y. Die Abbildung f : X/~— S" mit f([z].) = Ty st

>
ein Homoomorphismus. Sei 7 : X — X/~ die kanonische Projektion. Die

Identifizierungstopologie auf S™ beziiglich f = f o m stimmt daher mit der
Unterraumtopologie von S™ {iberein.

Definition 8.7 (Topologische Summe). Sei (X;, O;);cs eine Familie disjunkter to-
pologischer Rdume. Dann heifit |J X;, versehen mit der Finaltopologie beziiglich
icl

der kanonischen Injektionen j; : X; — |J X;, topologische Summe von (X;);e;.

il
Sind die Teilmengen X; nicht disjunkt, so geht man vorher zur Familie (X; x

{i}):er iiber.

Bemerkung 8.8. Eine Teilmenge O C |J X; ist genau dann offen, wenn fiir jedes
iel

1 € I die Menge ON X; in X; offen ist. Auf den Mengen X; induziert die Topologie

auf |J X; als Teilraumtopologie die urspriingliche Topologie O; auf Xj.

i€l

Definition 8.9 (Zusammenkleben von Réumen). Seien X und Y disjunkte to-

pologische Rdume, A C X eine abgeschlossene Teilmenge und f+A—=Y eine

Abbildung. Wir definieren auf X UY eine Aquivalenzrelation ~ durch

(21, 2 €A und  f(z1) = f(22)) oder

(71 € A, 22 € f(A) und f(z1) =22) oder

(22 € A, z1 € f(A) und f(22) =21) oder
(21 = 22).

Den Faktorraum (X UY')/~ bezeichnen wir mit ¥ Uy X. Y Uy X heifit der durch
Zusammenkleben von X mit Y mittels f entstandene Raum.

21~ 29—

Bemerkung 8.10. Insbesondere werden beim Zusammenkleben von XUY zu YUz X
die Punkte aus f(A) mit allen ihren Urbildern identifiziert.

Beispiele 8.11.

(i) Sei X = [0,1], A = {0} U {1}, Y = [2,3] und £(0) = 2, f(1) = 3. Dann ist
X Uy Y homomorph zu S'.

(if) Sei X = B1(0) C R*, A = 0B41(0), Y = {p} eine einpunktige Menge und sei
f(z) =p fir alle z € A. Dann ist Y Uy X homdomorph zu S".

Definition 8.12 (Ankleben von Zellen). Definiere D™ := B;(0) C R™ als die
abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel, e” := B;(0) C R™ als die offene
n-dimensionale Einheitskugel und S*~' := dB;(0) = D"\ D" als die (n — 1)-
dimensionale Sphére. Wir nennen auch D™ einen n-dimensionalen Ball, €™ eine
n-dimensionale Zelle und S™ eine n-dimensionale Sphére.

Sei X ein topologischer Raum und f : S*~! — X eine Abbildung. Wir sagen, dass
X Uy D™ (oder ein dazu homéomorpher Raum) durch Ankleben (oder Anheften)
einer n-Zelle mittels f entstanden sei. Man schreibt auch laxerweise X Uy e™ statt
X Uy D",

Bemerkung 8.13. Sei p: X UD"™ — X Uy D" die kanonische Projektion. Dann ist
Plen + €™ — p(e™) ein Homdomorphismus. Dies erklirt, warum man vom Anhef-
ten/Ankleben einer n-Zelle spricht.
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Beispiele 8.14.

(i) Sei X = D" und f: S"~! — D" die kanonische Inklusionsabbildung (in einen
zweiten n-Ball). Dann ist X Uy D™ eine n-dimensionale Sphére.

(i) Sei X :={(z,y) eR?:0<2<1,0<y<1},A:={(z,y) eX:2=0Va=
1}, Y :=[0,1]. Sei f : A — Y definiert durch f(0,y) := y und f(1,y) :=1—y.
Dann ist M :=Y Uy X homdomorph zu dem Mé&biusband.

Der Rand M = M \ M des Mdbiusbandes ist homéomorph zu S'. Somit
liasst sich an M eine 2-Zelle mittels einer Abbildung g : S! — M ankleben.
Wir konnen fiir g einen Homdomorphismus wihlen. Wir erhalten einen neuen
Raum. (Dieser ist homdomorph zu P2.)

Wir kénnen auch mehrere Zellen gleichzeitig ankleben.

Definition 8.15. Seien D™ x {i}, i € I, n-Bille und f; : S"~! x {i} — X stetige

Abbildungen der dazugehérigen (n — 1)-Sphiiren in einen topologischen Raum X.

Sp~t = U (S"7! x {4}) ist ein Unterraum von D} := |J (D™ x {i}). Wir erhalten
i€l i€l

eine stetige Abbildung f : S?fl — X durch die Definition f(z,7) := f;(z). Man

sagt, dass X' := X Uy D} durch Ankleben der n-Zellen e x {i}, i € I, an X

entstanden sei.

Den folgenden Satz benutzt man, wenn man Abbildungen von einem Raum be-
trachten will, der aus Zellen zusammengesetzt ist.

Satz 8.16. Seien A, ..., A, abgeschlossene Mengen eines topologischen Raumes
und
n
X = U A;.
i=1

Sei Y ein weiterer topologischer Raum. Fine Abbildung f : X — Y ist genau dann
stetig, wenn fir alle © die Restriktionen f|a, stetig sind.

Beweis. ,,—“: Gilt nach Satz 4.8.
»,<=": Sei B eine abgeschlossene Teilmenge von Y. Wir wollen nachweisen, dass
f~Y(B) in X abgeschlossen ist. Es gilt

B =fB)NX = f(B)N (U Ai>
=1

n

=U ' mna) =Ju
=1

% =1

4)7(B)

Da f|a, stetig ist, ist (f|a,) ' (B) in A; abgeschlossen. Da A; selber abgeschlossen
ist, ist (f]a,) ' (B) auch in X abgeschlossen. Die endliche Vereinigung abgeschlos-
sener Mengen ist wieder abgeschlossen. Also ist f~!(B) in X abgeschlossen. d

CW-Komplexe wurden von J. H. C. Whitehead eingefiihrt. Sie werden induktiv
definiert. (CW steht fiir “closure-finite weak topology”.)

Definition 8.17 (CW-Komplex). Ein nulldimensionaler CW-Komplex ist eine
Menge von Punkten, die mit der diskreten Topologie versehen ist.
Ein n-dimensionaler CW-Komplex ist ein Raum der Form X Uy e}, wobei f

stetig, X ein k-dimensionaler CW-Komplex mit k£ < n und e} = |J (e} x {i}) die
icl
topologische Summe von n-Zellen mit n > 1 ist.



38 MATTHIAS MAKOWSKI

Beispiele 8.18.

(i) S? ist homoomorph zu einem zweidimensionalen CW-Komplex. Man klebt
zunéchst eine 1-Zelle e! an einen Punkt und erhélt einen zu S' homéomorphen
Raum. Durch Ankleben von zwei 2-Zellen €7 und e3 an den entstandenen
Raum erhélt man einen zu S? homéomorphen Raum.

(ii) Man erhiilt auch einen zu einer S? homéomorphen CW-Komplex, indem man
eine 2-Zelle an einen Punkt klebt.

(iii) Klebt man eine n-Zelle an einen Punkt, so erhilt man einen n-dimensionalen
CW-Komplex homdomorph zu S”.
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