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Aufgabe 2.1. (12 Punkte)
Sei n ∈ N+. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt (mit ∂Ω ∈ C1). Sei q ∈ (1,∞). Sei f : Rn×Ω→ R eine glatte,
nach unten beschränkte Funktion. Wir nehmen weiterhin an, dass die Abbildung

fx : Rn → R, p 7→ f(p, x),

für alle x ∈ Ω konvex ist. Wir definieren das Funktional

I :W 1,q
0 (Ω)→ R,

u 7→
∫

Ω

f(Du(x), x) dx.

(i) Zeige, dass für alle p1, p2 ∈ Rn und x ∈ Ω

fx(p1) ≥ fx(p2) + 〈Dfx(p2), p1 − p2〉
gilt.

(ii) Zeige, dass I schwach unterhalbstetig ist.
(iii) Wir nehmen für diese Teilaufgabe an, dass es Konstanten a > 0, b ≥ 0 mit

f(p, x) ≥ a|p|q − b
für alle p ∈ Rn, x ∈ Ω gibt. Zeige, dass es einen Minimierer u ∈W 1,q

0 (Ω) von I[·] gibt.
(iv) Wir nehmen für diese Teilaufgabe an, dass ein λ > 0 existiert, so dass für alle x ∈ Ω und alle p, ξ ∈ Rn

D2fx(p)〈ξ, ξ〉 ≥ λ|ξ|2

gilt, d. h. fx ist gleichmäßig konvex für alle x ∈ Ω. Zeige, dass es höchstens einen Minimierer u ∈
W 1,q

0 (Ω) von I[·] gibt.

Aufgabe 2.2. (4 Punkte)
Sei n ∈ N+ und sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Definiere

I : W 1,2(Ω)→ R, v 7→
∫

Ω

|∇v|2.

Sei u ∈ W 1,2(Ω). Nehme an, dass δI[u]〈ϕ〉 = 0 für alle ϕ ∈ W 1,2(Ω) gilt. Zeige, dass u ein Minimum des

Funktionals ist, d. h. für alle v ∈W 1,2
0 (Ω) gilt I[u] ≤ I[u+ v].
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