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Aufgabe 3.1. (4 Punkte)
Sei V' ein normierter Raum. Sei 2 C V eine konvexe Teilmenge von V. Sei F : V — R U {oo} ein konvexes,
unterhalbstetiges Funktional. Zeige, dass F' schwach unterhalbstetig ist.

Aufgabe 3.2. (4 Punkte + zusdtzlich 4 Punkte)
Sei 1 < p < 00. Sei 2 C R™ offen. Wir definieren das Funktional

FiIPQ) SR, fo / P (2)dN(z).
Q
Zeige, dass F' € C1(LP()) gilt und dass fiir die partielle Ableitung an der Stelle u € LP({) in die Richtung
v € LP()
DF(u)v = p/ [ulP~?uw
Q

gilt.
Zusatz: Sei p > 2. Zeige, dass F' € C?(LP(f)) gilt und dass fiir die partielle Ableitung an der Stelle u € LP(Q)
in die Richtungen v, w € LP(Q)

lﬂFWM%w%:Mp*UAJM“%w

gilt.

Aufgabe 3.3. (4 Punkte)

(i) Sei n € N. Sei 2 C R" offen und beschriinkt mit glattem Rand. Sei H € R. Sei u € C?(Q2) N HY1(Q).
Nehme an, dass die erste Variation des Funktionals

Fi(u) = /Q[(l + |Dul?)? + Huldx

an der Stelle u fiir alle Variationen (—e,¢) 3 t — u(-,t) € HYY(Q) mit u(-,t) — u(-,0) € C%(Q)
verschwindet. Berechne die Euler-Lagrange Gleichung von Fj.
(ii) Sei n € N mit n > 2. Sei B1(0) C R" die Einheitskugel. Sei u € H'2(B(0),S"~1) N C?(B1(0),R").
Nehme an, dass die erste Variation des Funktionals
1

Fatw) =5 [ |Duf
2 B1(0)

an der Stelle u fiir alle Variationen (—e,¢) > t > u(-,t) € HY2(B1(0),S" 1) mit u(-,t) — u(-,0) €
Hy?(B1(0),R™) N L°(B,(0),R™) verschwindet. Berechne die Euler-Lagrange Gleichung von Fj.



Aufgabe 3.4. (4 + zusdtzlich 2 Punkte)
Sei I = [a,b] mit a,b € R, a < b. Sei n € N mit n > 2. Wir definieren die Liinge der Kurve v € C*(I,R")
durch

b
wa:/’m&mw

und die Energie der Kurve durch
IR
B =3 [ Il

Sei X; := R" und sei X, := S§"~!. Fiir i € {1,2} und p,q € X; definieren wir C}, := {y € C*(I,R") : v(a) =

(i) Berechne fiir i € {1,2} die Euler-Lagrange Gleichung des Funktionals E in der Klasse Ct,, N C?((a, b),R").

(ii) Sei i € {1,2}. Zeige, dass 7o € C}, genau dann das Funktional E in C,, minimiert, wenn vy das
Funktional L in C;, minimiert und eine Konstante ¢ € R, existiert, so dass [|(t)|| = c fiir alle t € T
gilt.

(iii) Berechne einen Minimierer des Langenfunktionals in der Klasse C;q.

(iv) Sein = 3. Sei a € (0, 7). Seien p = (1,0,0)", ¢ = (cos(a),sin(c),0)*, a = 0 und b = a. Gib’ eine Losung
der Euler-Lagrange Gleichung des Funktionals E in der Klasse C2, N C*((a,b),R™) an.
Zusatz: Zeige, dass die Losung auch ein Minimierer des Léngenfunktionals in der Klasse ng ist.
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