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Blatt 5
Aufgabe 5.1. (12 Punkte)
Sei Q C R" offen, beschriinkt und konvex. Sei v € C?(Q) mit supty > 0 und ¥ (z) < 0 fiir x € Q. Wir
Q
definieren
K:={veW,;>(Q):v>1inQ}.

Sei

F:K =R, vH/F(Dv)alac7

Q

wobei F' € C%(R",R) ist, so dass a = (a*) := (D'F) € C'(R",R") ein lokal koerzives Vektorfeld ist, d. h. fiir
alle C' € R™ gibt es eine Konstante p = u(C') > 0 so dass fiir alle 2,y € C

(a(2) —aly),z —y) > plz —y/?
gilt.

a) Nehme an, v € K erfiille Flu] = in}f{ Flv]. Zeige, dass u die Variationsungleichung
ve

/(a(Du),D(v —u))dx >0 VveK
Q

erfiillt.
b) Nehme an, dass u € K N CY(Q) N W22(Q) die oben gegebene Variationsungleichung erfiillt. Zeige, dass

| Dull L) < [[DY]|L=(0)
gilt.
Anleitung:
(i) Sei I :={x € Q: (u—)(x) = 0}. Zeige zunéchst, dass
sup |[Du(z)| < sup |Du(z)]
zeQ\I zed(Q\I)
gilt.
(i) Sei g € ON. Zeige, dass es eine affine Funktion 7 mit 7(z¢) = 0 gibt, so dass fir alle x € Q auch
m(x) > max{y(x),0} und |D7(z)| < sup |Dy(y)| gibt.
yeN

(i) Sei z¢ € 00 und 7 die eben konstruierte Funktion. Zeige, dass 0 < u(z) < w(z) fiir alle x € Q gilt.
Folgere hieraus, dass fiir einen dufleren Normalenvektor v von 02 an z¢

ou
0< *a(xo) < DY ()

gilt. ‘
¢) Zeige, dass a = (a') € C*(R™,R") mit a’(p) = —Z— fiir i € {1,...,n} ein lokal koerzives Vektorfeld

V1+|p|?

ist.

Aufgabe 5.2. (4 Punkte)

Sei Q C R™ ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C!. Sei U € C'(R") eine Funktion, welche die BSB-Bedingung
fir Q erfiillt. Nehme an, dass sich Ujpq nicht zu einer affinen Funktion auf den R" fortsetzen lésst. Zeige,
dass ) konvex ist.
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