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Aufgabe 5.1. (12 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und konvex. Sei ψ ∈ C2(Ω) mit sup

Ω
ψ > 0 und ψ(x) < 0 für x ∈ ∂Ω. Wir

definieren
K := {v ∈W 1,∞

0 (Ω) : v ≥ ψ in Ω}.
Sei

F : K → R, v 7→
∫

Ω

F (Dv)dx,

wobei F ∈ C2(Rn,R) ist, so dass a = (ai) := (DiF ) ∈ C1(Rn,Rn) ein lokal koerzives Vektorfeld ist, d. h. für
alle C b Rn gibt es eine Konstante µ = µ(C) > 0 so dass für alle x, y ∈ C

〈a(x)− a(y), x− y〉 ≥ µ|x− y|2

gilt.

a) Nehme an, u ∈ K erfülle F [u] = inf
v∈K
F [v]. Zeige, dass u die Variationsungleichung∫

Ω

〈a(Du), D(v − u)〉dx ≥ 0 ∀ v ∈ K

erfüllt.
b) Nehme an, dass u ∈ K ∩ C1(Ω) ∩W 2,2(Ω) die oben gegebene Variationsungleichung erfüllt. Zeige, dass

‖Du‖L∞(Ω) ≤ ‖Dψ‖L∞(Ω)

gilt.
Anleitung:

(i) Sei I := {x ∈ Ω : (u− ψ)(x) = 0}. Zeige zunächst, dass

sup
x∈Ω\I

|Du(x)| ≤ sup
x∈∂(Ω\I)

|Du(x)|

gilt.
(ii) Sei x0 ∈ ∂Ω. Zeige, dass es eine affine Funktion π mit π(x0) = 0 gibt, so dass für alle x ∈ Ω auch

π(x) ≥ max{ψ(x), 0} und |Dπ(x)| ≤ sup
y∈Ω
|Dψ(y)| gibt.

(iii) Sei x0 ∈ ∂Ω und π die eben konstruierte Funktion. Zeige, dass 0 ≤ u(x) ≤ π(x) für alle x ∈ Ω gilt.
Folgere hieraus, dass für einen äußeren Normalenvektor ν von ∂Ω an x0

0 ≤ −∂u
∂ν

(x0) ≤ ‖Dψ‖L∞(Ω)

gilt.

c) Zeige, dass a = (ai) ∈ C1(Rn,Rn) mit ai(p) = pi√
1+|p|2

für i ∈ {1, . . . , n} ein lokal koerzives Vektorfeld

ist.

Aufgabe 5.2. (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1. Sei U ∈ C1(Rn) eine Funktion, welche die BSB-Bedingung
für Ω erfüllt. Nehme an, dass sich U|∂Ω nicht zu einer affinen Funktion auf den Rn fortsetzen lässt. Zeige,
dass Ω konvex ist.
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