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1. Ubung zur Funktionalanalysis

Die folgenden Aufgaben sind zum Vortragen in der niichsten Ubungstunde am 2x.10.2007 vor-
zubereiten.

(1.1) Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen Metriken sind, und beschreiben Sie die von
ihnen induzierten Topologien:

(a) X sei eine nicht-leere Menge und §: X2 — [0, oo[ definiert durch

5z, ) 0 fallsx=y
xT,y) =
Y 1 fallsx #y

fir x,y € X. ¢ heilst diskrete Metrik.
(b) p sei eine Primzahl und 4: Z? — [0, oo[ definiert durch

0 falls x = y
p~% falls 2 # y, dabei k € Ny mit p*| z — y und p**Y% 2 —y

517(377 y) = {

fiir z,y € Z. 0, heilt p-adische Metrik.

(¢c) M sei eine nicht-leere Menge, X die Menge aller M-wertigen Folgen und
§: X? — [0, oo[ definiert durch

5z, ) 0 fallsx=y
x,y) =
Y % falls  # y, dabei n € N minimal mit z,, # y,

fir x = (zp,) € X und y = (yn) € X.
(1.2) (X,0) sei ein semimetrischer Raum. Fiir 2,y € X definieren wir:
x~y = d(x,y) =0
Zeigen Sie:

(a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf X.
(b) 6(z,7) :=0(x,y) fiir x €T € X/, und y €y € X, definiert eine Metrik 0 auf X/

(1.3) Fiir zwei Metriken 67, d2 auf einer nicht-leeren Menge X definieren wir
01 K dg <= Ve>036>0Vzx,ye X (d2(x,y) <= di(z,y) <e)

und nennen §; und & genau dann gleichmdflig dquivalent, wenn §; < do und o < &
gelten.

(a) Zeigen Sie: 0N <Ky — @((51) C @(52)

(b) GleichméaRig aquivalente Metriken erzeugen also die gleiche Topologie. Zeigen Sie,
dass die Umkehrung nicht gilt: Es gibt Metriken, die die gleiche Topologie erzeugen,
aber nicht gleichméfig dquivalent sind.

(c) Zeigen Sie: Ist dy eine Metrik auf X, dann wird durch da(z,y) := min{l,d;(x,y)}
fiir x,y € X eine zu d; gleichméhig dquivalente Metrik dy auf X definiert.



