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3. Ubung zur Funktionalanalysis

Die folgenden Aufgaben sind zum Vortragen in der Ubungstunde am 5.11.2007 vorzubereiten.
Die Aufgaben (3.1) und (3.3) sind schriftlich zu bearbeiten und bis zum 2.11.2007 um 10.00 Uhr
in den gekennzeichneten Briefkasten einzuwerfen.

(3.1) (a) Fiir x = (xy,) € ¢; definieren wir

n

||z|| := sup xj|.
neN =)
Zeigen Sie, dass ({1, || - ||) ein normierter Raum ist.

Hinweis: Betrachten Sie die lineare Abbildung

n
T:0 —l, z=(x4)— ij
7=l neN

(b) Zeigen Sie, dass U;<pcoo fp C co und die Inklusion ist echt. ¢ bezeichnet hierbei
den Raum der Nullfolgen.

(3.2) Zeigen Sie:

(a) Ist R eine nicht-leere Menge, und hat man zu jedem z € R eine Menge U, C P(R)
mit (U0)-(U3), dann ist O(U) :={O CR: Vxr € O O € U,} eine Topologie auf fR.

(b) Es gilt U(O(U)) = U fiir jede Familie U von Umgebungssystemen mit (U0)-(U4),
d.h. O(U) besitzt ausschlieflich Umgebungen, wie sie durch U bereits vorgegeben
sind.

(3.3) X sei eine nicht-leere Menge und F(X) die Menge der K-wertigen Abbildungen auf X.
Fir) #B C X, f € F(X) und € > 0 sei

0P = {4 € 500 sup ) — g(0)] < .

zeB
Zeigen Sie:

(a) Fiir ) # B C X definiert

d5(f.g) = min {1, sup |f(z) - g<x>|} (f,g € 5(X))

z€B

eine Semimetrik dp auf F(X). Fiir alle € €]0,1] und f,g € F(X) gilt

ge U}S’E < dp(f,g9) <e.



(b)

Ist B C P(X) mit Jgep B = X, so wird durch

U%:=¢ () U7 : B> By endlich,e > 0
BEBO
eine Filterbasis definiert. Der davon erzeugte Filter VI;'E = [UI?] ist dann ein Umge-

bungssystem fiir f und nach Aufgabe (3.2) gehort dazu die Topologie O(B) := Q(VE)
(Topologie der gleichmaffigen Konvergenz auf Mengen in B). Diese Topologie besitzt
dann gerade ausschlieflich Umgebungen wie von VE vorgegeben.

Fir B, := {{z} : 2 € X} heifit O(B,) auch Topologie der punktweisen Konvergenz.
Fir f, fn € §(X) (n € N) ist dquivalent:

fn— fin OB, <= VreX f(r) — f(x).

X sei iiberabzghlbar und A := {x5 : X D T endlich}. Dann gilt 0 € A (Haufungs-
punkt), aber es gibt keine Folge (f,) in A mit f, — 0 in O(B,). Insbesondere ist
O(B,) nicht metrisierbar, d. h. diese Topologie kann nicht durch eine Metrik erzeugt
werden.

Hinweis: Was bedeutet 0 € A im metrischen Raum?

Ist B hochstens abzahlbar, also B = {B,, : n € I} mit B, C X firn € I, wobei I =N
oder I ={1,..., M} fiir ein M € N, so wird durch

As(f.9) = 3 5edn,(f9) (f.g € §(X)
nel

eine Metrik auf §(X) definiert, die die Topologie O(B) erzeugt, d.h. O(B) ist metri-
sierbar.



