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Aufgabe 2.1 (8 Punkte)

Sei R ein zweistelliges Relationszeichen, ¢ eine Konstante und £ = {R,c}. Finden Sie fiir jede der
folgenden L£-Aussagen eine L£-Struktur, welche sie erfiillt, und eine, welche sie nicht erfiillt:

VaVyVz((Rzy V Ryz) — Rxz), Vady(Ray A Ryc), Vz((x =cV (RxeA-Rcx))V (Rex A —Rzxc))

Aufgabe 2.2 (4 Punkte)

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass Isomorphie von Strukturen eine Aquivalenzrelation definiert.
Sei hierzu £ eine Sprache und M, A und § drei £-Strukturen.

(1) Zunéchst ein Beispiel: Sei £ = (+,-,0,1) und R, S zwei kommutative Ringe mit 1 mit der iiblichen
Interpretation der Symbole aus L. Zeigen Sie, dass eine Abbildung ¢ : R — S genau dann ein
Ring-Isomorphismus ist, wenn ¢ ein L£-Isomorphismus ist.

(2) Zum allgemeinen Fall: Seien f : M — N und g : N — S zwei £-Isomorphismen. Zeigen Sie, dass
go f: M — S ein L-Isomorphismus ist.

(3) Sei f: M — N ein L-Isomorphismus. Zeigen Sie, dass f~1 : N — M ein £-Isomorphismus ist.

(4) Folgern Sie, dass ,es gibt einen £-Tsomorphismus” in der Tat eine Aquivalenzrelation auf der
Klasse der £-Strukturen ist.

Aufgabe 2.3 (5 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen per Induktion {iber den Formelaufbau, d.h. zeigen Sie sie zunéchst
fiir atomare Formeln und anschlieffend, dass wenn zwei Formeln ¢ und ¢ sie erfiillen, dann auch —,
@ A ¢ und entsprechend fiir die librigen Junktoren und die beiden Quantoren.
(1) Zum Einstieg: In einer Formel stimmt die Anzahl der offenen Klammern ,(” mit der Anzahl der
geschlossenen Klammern ,,)” {iberein.
(2) Das Isomorphie-Lemma aus der Vorlesung: Sind A, B zwei £-Strukturen und p : A — B ein
L-Isomorphismus, so gilt fiir alle £-Formeln ¢ mit Fr(¢) C {z1,...,z,} und alle ay,...,a, € A:

Al o(@1/ar,...,2afan) & B = o@1/p@r), ...aa/plan)).

Bemerkung: Es geniigt im Induktionsschritt etwa die beiden Junktoren — und A sowie den Allquantor V
zu betrachten. Wieso?

Aufgabe 2.4 (4 Punkte)
Gegeben sei jeweils eine mathematische Aussage S und eine £-Struktur M. Finden Sie eine £-Aussage
o, so dass S dquivalent ist zu M = 0. Der Einfachheit halber identifizieren wir hier die Symbole aus £
mit ihrer Interpretation in M.
(1) T ist der Graph einer surjektiven Abbildung M — M in der Sprache £ = (T'), wobei T' ein
zweistelliges Relationszeichen sei und M eine beliebige Menge.
(2) Das Polynom ag+aix+azx®+azx® € M|x] ist irreduzibel in der Sprache £ = (+,-,0,1, ao, .. ., a3),
wobei die a; Konstanten sind und M ein Korper.
(3) f:R — R ist eine stetige Abbildung in der Sprache £ = (f,+,-,0,1) und M = R.

Hinweis: Sie konnen in (3) voraussetzen, dass es sich bei f um eine Abbildung handelt.



