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Aufgabe 4.1 (4 Punkte)

Gegeben sei eine Sprache L und drei L-Strukturen A,B und C. Beweisen Sie die folgenden Aussagen
oder widerlegen Sie sie mittels eines geeigneten Gegenbeispiels:

(1) Aus A,B ≺ C und A ⊆ B folgt A ≺ B.
(2) Aus A ≺ B folgt A ≡ B.
(3) Aus A ≺ B folgt A ∼= B.
(4) Aus A ⊆ B und A ≡ B folgt A ≺ B.
(5) Aus A ⊆ B und A ∼= B folgt A ≺ B.

Aufgabe 4.2 (5 Punkte)

Sei L = 〈R〉, wobei R ein binäres Relationszeichen sei. Betrachten Sie die folgende Liste von L-Strukturen,
wobei < bzw. > die übliche Ordnungsrelation bezeichne:

(N, <), (N, >), (Z, <), (Z, >), (N>0, <), (Z− {0}, <), (Q, <),

(Q− {0}, <), (Q>0, <), (R, <), (R− {0}, <), (R+, <), (R−Q, <).

(1) Geben Sie an, welche dieser Strukturen
(a) Substrukturen voneinander sind.
(b) zueinander isomorph sind.
(c) zueinander elementar äquivalent sind.

Bemerkung: Sie brauchen ihre Antwort nicht zu beweisen.

(2) Nun streichen wir (R−Q, <) von der Liste. Was ändert sich bei (b), wenn wir überall die 1 als
Konstante hinzufügen?

Aufgabe 4.3 (4 Punkte)

Sei L eine Sprache und Σ eine Menge von L-Aussagen. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(1) Ist Mod(Σ) endlich axiomatisierbar, so ist auch StrL −Mod(Σ) endlich axiomatisierbar.
(2) Ist StrL −Mod(Σ) axiomatisierbar, so ist Mod(Σ) endlich axiomatisierbar.

Hinweis 1: Eine Teilklasse A von StrL heiÿt (endlich) axiomatisierbar, falls eine (endliche) Menge Σ von
L-Aussagen existiert, so dass für alleM∈ StrL gilt:M∈ A genau dann wennM |= Σ.
Hinweis 2: Verwenden Sie für (2) das Separationslemma.

Aufgabe 4.4 (3 Punkte)

Zeigen Sie mittels einer geeigneten Charakterisierung der Modellvollständigkeit:

(1) Ist L eine Sprache, Σ1 ⊆ Σ2 zwei Mengen von L-Aussagen und ist Σ1 modellvollständig, so ist
auch Σ2 modellvollständig.

(2) Das Axiomensystem der Körper ist nicht modellvollständig.


