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Aufgabe 5.1 (3 Punkte)

Finden Sie zu jeder der folgenden mathematischen Aussagen eine Formel ϕ, die diese möglichst genau
wiedergibt, sowie eine quantorenfreie Formel ψ mit Fr(ψ) ⊆ Fr(ϕ), so dass das Kriterium

Σ |= ∀x1, . . . , xn(ϕ(x1, . . . , xn)↔ ψ(x1, . . . , xn))

der Quantorenelimination aus der Vorlesung erfüllt ist.

(a) Die Matrix

(
v1 v2
v3 v4

)
ist invertierbar für Σ das Axiomensystem der Körper in der Sprache

〈+, ·, 0, 1〉.
(b) Das Polynom v1X

2 + v2X + v3 hat eine Nullstelle (in der Trägermenge) für Σ = Th(〈R, <
,+, ·, 0, 1〉).

(c) Das Polynom v1X
2+v2X+v3 hat eine Nullstelle (in der Trägermenge) für Σ = Th(〈C,+, ·, 0, 1〉).

Aufgabe 5.2 (6 Punkte)

(a) Sei R ein reell abgeschlossener Körper und A ⊆ R. Dann heiÿt A semialgebraisch, falls A eine
endliche boolsche Kombination von Mengen der Form

{x ∈ R : f1(x) > 0, . . . , fr(x) > 0}
ist für ein r ∈ N und fi ∈ R[X] für alle i.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:
(1) A ist de�nierbar in 〈R,<,+, ·, 0, 1〉.
(2) A ist semialgebraisch.
(3) A ist eine endliche Vereinigung von Punkten und o�enen Intervallen (mit Endpunkten in

R ∪ {±∞}) aus R.

Hinweis 1: Ist M eine L-Struktur, so heiÿt eine Teilmenge A ⊆ M de�nierbar in M, falls eine
LM -Formel ϕ(x) existiert, so dass A = {a ∈M :M |= ϕ(x/a)}.

Hinweis 2: Sie dürfen verwenden, dass Σrcf Quantorenelimination erlaubt.

(b) Sei (M,<) eine linear geordnete Menge. Eine StrukturM = 〈M,<, . . .〉 heiÿt o-minimal (�order
minimal�), falls jede de�nierbare Teilmenge von M eine endliche Vereinigung von Punkten und
o�enen Intervallen (mit Endpunkten in M ∪ {±∞}) aus M ist.
(1) Zeigen Sie, dass 〈Q, <,+, ·, 0, 1〉 nicht o-minimal ist.
(2) In Teilaufgabe (a) wurde gezeigt, dass 〈R,<,+, ·, 0, 1〉 für jeden reell abgeschlossenen Körper

R o-minimal ist. Zeigen oder widerlegen Sie jeweils, dass diese Eigenschaft durch Hinzufügen
von
(i) Funktionszeichen
(ii) Relationszeichen
(iii) Konstanten
zu L erhalten bleibt.

Aufgabe 5.3 (3 Punkte)

Sei L = {<} und ϕ eine L-Formel der Form ∃x∀yψ, wobei ψ quantorenfrei sei mit Fr(ψ) ⊆ {x, y}.
(a) Zeigen Sie, dass aus 〈R, <〉 |= ϕ bereits 〈N, <〉 |= ϕ folgt, wobei wir < wie üblich interpretieren.
(b) Gilt die Umkehrung von (a) auch?

Hinweis: Finden Sie eine geeignete Einbettung.



Aufgabe 5.4 (4 Punkte)

Sei R ein reell abgeschlossener Körper. Zeigen Sie, dass

(a) die normierten irreduziblen Polynome f ∈ R[X] von der Gestalt f(X) = X − a beziehungsweise
f(X) = (X − a)2 + b2 sind mit a, b ∈ R und b 6= 0.

(b) jedes Polynom f ∈ R[X] den Zwischenwertsatz erfüllt, d.h. aus f(a)f(b) < 0 mit a, b ∈ R folgt
bereits, dass f eine Nullstelle zwischen a und b hat.

Hinweis: Verwenden Sie den Fakt aus der Vorlesung, dass R genau dann reell abgeschlossen ist, wenn
R(
√
−1) algebraisch abgeschlossen ist. Benutzen Sie nicht, dass Σrcf Quantorenelimination erlaubt und

entsprechend auch nicht Tarskis Transfer.


