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Aufgabe 6.1 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Menge R in der Struktur (C,+,-,0,1) nicht definierbar ist.
(Definition von Definierbarkeit siche Aufgabe 5.2)

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)
Folgern Sie aus Hilberts Basissatz und der Modellvollstindigkeit von X,.s Hilberts Nullstellensatz: Sei
K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Ist I ein Ideal in K[X7,...,X,] mit 1 ¢ I, dann existiert ein
Element (a1,...,a,) € K™, so dass f(a1,...,a,) =0 fir alle f € I.

Hinweis: Finden Sie zunédchst ein maximales Ideal J von K[Xj,...,X,] welches alle Erzeuger von I
enthilt. Betrachten Sie dann den algebraischen Abschluss von K[X;,...,X,]/J.

Erinnerung(B5): Hilberts Basissatz. Sei K ein Korper. Dann wird jedes Ideal von K[X;, ..., X,] von
endlich vielen Elementen erzeugt.

Aufgabe 6.3 (5 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe des Endlichkeitssatzes:
(1) Sei T die Theorie von (N, +,-,0,1, <). Dann existiert ein Modell M von T und ein Element
c € M, welches grofer ist als jede natiirliche Zahl.
Kann fiir ein solches Modell M das Element ¢ minimal gewihlt werden?
(2) Sei T die Theorie von (R, +,+,0,1,<). Dann existiert ein Modell M von T und ein Element
e € M, welches infinitesimal ist, d.h. 0 < & < 1/n fiir alle n € N erfiillt.

Fiir den Beweis des Endlichkeitssatzes werden (Ultra-)Filter eine wichtige Rolle spielen.
Definition: Sei ) # S eine Menge. Dann heiflt § C P(S) Filter auf S, falls

(1) 0¢3,

2 U,Veg=UNVEeGg,

B UeF, UCBCS=DBeF.

Gilt zusétzlich B C S = B € § oder S\B € §, so heifit § Ultrafilter.
Ein Filter § auf S heifst Hauptfilter, falls ein s € S existiert mit §={U C S:s € U}.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)

(1) Sei S eine nichtleere Menge und § ein Filter auf S. Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen
dquivalent sind:
(i) § ist ein Ultrafilter.
(ii) Fir alle U,V C S folgt aus UUV € § bereits U € § oder V € §.
(2) Sei nun S eine unendliche Menge und o := {U C S : S\U ist endlich}. Zeigen Sie:
(i) §o ist ein Filter auf S, aber kein Ultrafilter.
(ii) Ein Ultrafilter auf S ist genau dann ein Hauptfilter, wenn er nicht Fo enthélt.
(iii) Es gibt einen Ultrafilter auf S, welcher kein Hauptfilter ist.



