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Aufgabe 6.1 (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Menge R in der Struktur 〈C,+, ·, 0, 1〉 nicht de�nierbar ist.
(De�nition von De�nierbarkeit siehe Aufgabe 5.2)

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)

Folgern Sie aus Hilberts Basissatz und der Modellvollständigkeit von Σacf Hilberts Nullstellensatz: Sei
K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Ist I ein Ideal in K[X1, . . . , Xn] mit 1 /∈ I, dann existiert ein
Element (a1, . . . , an) ∈ Kn, so dass f(a1, . . . , an) = 0 für alle f ∈ I.

Hinweis: Finden Sie zunächst ein maximales Ideal J von K[X1, . . . , Xn] welches alle Erzeuger von I
enthält. Betrachten Sie dann den algebraischen Abschluss von K[X1, . . . , Xn]/J.

Erinnerung(B5): Hilberts Basissatz. Sei K ein Körper. Dann wird jedes Ideal von K[X1, . . . , Xn] von
endlich vielen Elementen erzeugt.

Aufgabe 6.3 (5 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe des Endlichkeitssatzes:

(1) Sei T die Theorie von 〈N,+, ·, 0, 1, <〉. Dann existiert ein Modell M von T und ein Element
c ∈M, welches gröÿer ist als jede natürliche Zahl.
Kann für ein solches ModellM das Element c minimal gewählt werden?

(2) Sei T die Theorie von 〈R,+, ·, 0, 1, <〉. Dann existiert ein Modell M von T und ein Element
ε ∈M, welches in�nitesimal ist, d.h. 0 < ε < 1/n für alle n ∈ N erfüllt.

Für den Beweis des Endlichkeitssatzes werden (Ultra-)Filter eine wichtige Rolle spielen.

De�nition: Sei ∅ 6= S eine Menge. Dann heiÿt F ⊆ P(S) Filter auf S, falls

(1) ∅ /∈ F,
(2) U, V ∈ F⇒ U ∩ V ∈ F,
(3) U ∈ F, U ⊆ B ⊆ S ⇒ B ∈ F.

Gilt zusätzlich B ⊆ S ⇒ B ∈ F oder S\B ∈ F, so heiÿt F Ultra�lter.

Ein Filter F auf S heiÿt Haupt�lter, falls ein s ∈ S existiert mit F = {U ⊆ S : s ∈ U}.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)

(1) Sei S eine nichtleere Menge und F ein Filter auf S. Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen
äquivalent sind:
(i) F ist ein Ultra�lter.
(ii) Für alle U, V ⊆ S folgt aus U ∪ V ∈ F bereits U ∈ F oder V ∈ F.

(2) Sei nun S eine unendliche Menge und F0 := {U ⊆ S : S\U ist endlich}. Zeigen Sie:
(i) F0 ist ein Filter auf S, aber kein Ultra�lter.
(ii) Ein Ultra�lter auf S ist genau dann ein Haupt�lter, wenn er nicht F0 enthält.
(iii) Es gibt einen Ultra�lter auf S, welcher kein Haupt�lter ist.


