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Aufgabe 13.1 (4 Punkte)
Sei K ein Korper.

(a) Seien f, f1,...,fs € K[Xo,...,X,] homogene Polynome. Nach Anwendung des Divisionsalgorithmus
sei f = ai1f1 + ...+ asfs + r. Zeigen Sie, dass aq,...,as,7 € K[Xy,...,X,] ebenfalls homogene
Polynome sind.

(b) Zeigen Sie, dass fiir homogene Polynome f, g € K[Xy,...,X,] auch das S-Polynom S(f, g) homogen
ist.

(c) Beweisen Sie, dass ein homogenes Ideal eine homogene Grébnerbasis besitzt.

Hinweis: Betrachten Sie den Buchberger-Algorithmus.

(d) Sei I «K[Xy,...,Xp,] ein Ideal. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) I ={f1,...,fs) fir gewisse homogene Polynome fi,..., fs € K[Xop,...,X,].
(ii) Eine reduzierte Grébnerbasis von I (beziiglich einer beliebigen Monomordnung) besteht aus
homogenen Polynomen.

Aufgabe 13.2 (4 Punkte)

Sei K ein Korper und I4,...,I; < K[Xy,...,X,] homogene Ideale. Ferner bezeichne V(J) fiir ein homo-
genes Ideal J < K[Xy,...,X,] die zugehorige projektive Varietét.

(a) Zeigen Sie,dass I1 +...+ [y und I; N...NI; und I - - - I; wieder homogene Ideale sind.
(b) Zeigen Sie, dass V(I + ...+ ;) =N._, Vi.
(c) Zeigen Sie, dass V(I1N...NL)=V(I;---1)) = Ui’:1 Vi.

Aufgabe 13.3 (4 Punkte)
Sei K ein Korper.

(a) Zeigen Sie, dass ein homogenes Ideal I<K[Xy, ..., X,] genau dann prim ist, wenn fiir alle homogenen
Polynome f,g € I gilt: fge€ I = f €l oder g€ I.

(b) Sei K nun algebraisch abgeschlossen und I < K[Xj,...,X,] ein homogenes Ideal. Zeigen Sie, dass
die projektive Varietdt V(I) irreduzibel ist, falls I prim ist. Zeigen Sie ferner, dass die Umkehrung
ebenfalls gilt, falls I ein Radikalideal ist.

(¢) Sei K erneut algebraisch abgeschlossen. Zeigen Sie, dass die Abbildungen V und Z zueinander inverse
Bijektionen zwischen den homogenen, in (Xjy,...,X,) enthaltenen Primidealen von K[Xo,..., X,]
und den nichtleeren, irreduziblen, projektiven Varietdten in P*(K) sind.

Aufgabe 13.4 (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und I < K[X),...,X,] ein homogenes Ideal. Zeigen Sie,
dass V(I) = () in P"(K) genau dann gilt, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) Es existiert ein r > 1, so dass jedes homogenes Polynom von Totalgrad > r in I enthalten ist.
(ii) Das Radikal von I ist enweder (Xo, ..., X,) oder K[Xo,...,X,].

Bitte wenden



Zusatzaufgabe (5 Punkte)

Sei K ein Korper und V' C P"(K) eine irreduzible Varietdt. In dieser Aufgabe werden wir rationale
Funktionen auf V einfiihren.

(a)
(b)
(¢)

Sei f € K[Xo,...,X,] ein homogenes Polynom. Erldutern Sie, warum f im Allgemeinen keine wohl-
definierte Abbildung auf V' liefert.

Seien f,g € K[Xo,...,X,] homogene Polynome von Totalgrad d € N und sei g ¢ Z(V') Zeigen Sie,
dass ¢ = f/g eine wohldefinierte Funktion auf der nichtleeren Menge V\(V NV(g)) C V ist.

Ist ¢ = f/g und ¢ = h/l, wobei alle diese Polynome homogen seien und f und g, sowie i und [ den
gleichen Totalgrad haben, so heifien ¢ und v dquivalent auf V, geschrieben ¢ ~ v, genau dann wenn
es eine echte Untervarietdt W C V gibt, so dass ¢ und ¥ auf W definiert sind und iibereinstimmen.
Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Hinweis: Fiir den Beweis benétigen Sie die Irreduzibilitdt von V.

Eine Aquivalenzklasse beziiglich ~ heifit eine rationale Funktion auf V und K (V) sei die Menge
all dieser Aquivalenzklassen.

Zeigen Sie, dass Addition und Multiplikation beziiglich dieser Aquivalenzklassen wohldefiniert sind
und K (V) zu einem Korper machen, dem sogenanten Kérper der rationalen Funktionen der
projektiven Varietét V.

Sei U; der affine Part von P"(K) (Vergleiche Kapitel 8.2) und sei V NU; # 0. Zeigen Sie, dass K (V)
isomorph zu dem Korper K(V NU;) der rationalen Funktionen auf der affinen Varitdt V N U; ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass V N U; eine irreduzible affine Varietét in U; =2 K™ ist.



