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Aufgabe 6.1 (4 Punkte)

(a) Zeigen oder widerlegen Sie, dass die Polynome X° —3X* — 2X3 +3X2 +7X + 6 und X* + X2 + 1
einen gemeinsamen Faktor in Q[X] haben.

Sei f ein Polynom von Grad [ und g ein Polynom von Grad m, wobei [ # 0 oder m # 0 gelte.

(b) Zeigen Sie, dass Res(f, g,r) = (—1)"™Res(g, f,z).

(c) Seien nun 0 # A, u € K. Zeigen Sie, dass Res(\f, ug, z) = X" u'Res(f, g, z).

(d) Welche der Formeln aus (b) und (c¢) gilt auch fiir den Fall [ = m = 0? Beweisen Sie ihre Antwort.

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)
(a) Sei I «C[X,Y] ein Ideal, so dass I; # {0}. Zeigen Sie, dass V(I1) = m1(V), wobei V = V(I) sei und
w1 die Projektion auf die Y-Achse bezeichne.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis Theorem 3 auf Seite 131 verwenden.

(b) Sei I = (f,g) <C[X,Y] ein Ideal, so dass Res(f,g,z) # 0. Zeigen Sie, dass V(I;) = m1(V'), wobei V
und 7 wie in Teil (a) definiert seien.

Aufgabe 6.3 (4 Punkte)
Seien f =co X' +...+¢qund g =doX™ + ...+ d,, € K[X] mit ¢, dp # 0 und [ > m.
(a) Sei f=f— ;—gXl*mg, so dass deg(f) <1 — 1. Zeigen Sie, dass im Fall deg(f) =1 — 1

Res(f,g,x) = (—1)meRes(f, g, ).

(b) Sei f wie im vorherigen Aufgabenteil, so dass f # 0. Zeigen Sie, dass

Res(f,g,2) = (1) (48D g OReg(f, g, ).
Mittels Polynomdivision schreiben wir nun f in der Form f = gg+ r, wobei deg(r) < deg(g) oder r = 0.
(¢c) Zeigen Sie mit Hilfe von (b), dass im Fall r # 0

Res(f,g,x) = (—1)m(l_deg(r))déﬁdeg(r)Res(r,g,x).

(d) Wir ergéinzen die Definition der Resultanten nun, in dem wir Res(0, g, z) := 0 =: Res(f, 0, x) setzen.
Erkldren Sie, warum im Fall » = 0 die Formel aus (¢) die Resultante Res(f, g, ) korrekt berechnet.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)

Seien f,g € C[X]\C und ~ € C.

(a) Zeigen Sie, dass v genau dann in der Form v = o+ geschrieben werden kann, wobei f(a) = g(5) = 0,
wenn die Gleichung f(z) = g(y — z) = 0 eine Losung besitzt mit y = .

(b) Zeigen Sie, dass v genau dann eine Nullstelle von Res(f(z), g(y — ), x) ist, wenn v = « + 3, wobei
F(0) = g(8) = 0.

(c) Konstruieren Sie ein Polynom h € Q[X], welches v/2 + v/3 als Nullstelle besitzt. Welche Polynome
entsprechen hierbei f und g7

(d) Konstruieren Sie entsprechend ein Polynom, dessen Nullstellen alle die Form « — 8 haben, wobei

fla) =g(B) =0.



