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Aufgabe 7.1 (5 Punkte)

Sei f € K[X1,...,X,] von Totalgrad N € N. Im Beweis des schwachen Hilbertschen Nullstellensatzes
wurde f mit Hilfe eines Koordinatenwechsels in die Form

f = c(aq,..., an)X'lN + Terme in welchen X; von Grad < N ist

iiberfiihrt. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass c(as, ..., a,) ein von Null verschiedenes Polynom

in den Variablen as, ..., a, ist.

(a) Wir schreiben f = Ziv h;, wobei h; homogen von Grad ¢ (d.h. alle Monome von h; haben Totalgrad
i) seien. Zeigen Sie, dass nach dem besagten Koeffizientenwechsel hy(1,as,...,a,) der Koeffizient
c(ag,...,ay,) von XlN in f ist.

(b) Sei h(Xy,...,X,) € K[Xy,...,X,] ein homogenes Polynom. Zeigen Sie, dass h genau dann das
Nullpolynom in K[Xy,...,X,] ist, wenn h(1, Xa,...,X,) das Nullpolynom in K[Xo, ..., X,] ist.

(¢) Folgern Sie, dass c(as, ..., a,) ein Polynom in den Variablen ag, ..., a, ist mit c¢(ag, ..., a,) # 0.

Definition Fiir f € K[Xi,..., X,] bezeichne f" := Y&l f(X,/Y,... X, /Y) € K[Y,X1,...,X,] die
Homogenisierung von f. Bemerken Sie, dass alle Monome von f" den gleichen Absolutgrad besitzen.

Aufgabe 7.2 (&5 Punkte)

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass Varietéten iiber nicht algebraisch abgeschlossenen Kérpern
stets durch ein einziges Polynom definiert werden kénnen.

(a) Sei K ein Korper und g € K[X]. Zeigen Sie, dass g genau dann eine Nullstelle in K besitzt, wenn
ein Tupel (a,b) € K2\{0} existiert mit g"(a,b) = 0.

Sei von nun an K nicht algebraisch abgeschlossen.

(b) Zeigen Sie induktiv, dass fiir jedes [ € N ein Polynom f € K[X}, ..., X)] existiert mit V(f) = {0}.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede Varietdt V C K™ ein f € K[X1,...,X,] existiert mit V = V(f).

Aufgabe 7.3 (2 Punkte)
Sei K ein beliebiger Korper, S := {f € K[X1,...,X,] |V € K" : f(z) # 0}, und I <« K[X;,...,X,] so,
dass I NS = (). Zeigen Sie, dass V(I) # 0.

Aufgabe 7.4 (4 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und I, J < A. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Falls I' C J fiir ein | € N, dann VICVT

(b) VI+J=VVI+VJ
(¢) VIT=VINJ
(d) I=VIeVac Ala*>€el=acl)



