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Aufgabe 9.1 (4 Punkte)

(a) Sei I /C[X1, . . . , Xn] ein echtes Ideal. Zeigen Sie, dass
√
I gleich dem Schnitt aller maximalen Ideale

ist, die I enthalten.
(b) Sei A ein Integritätsbereich. Zeigen Sie, dass A genau dann ein Körper ist, wenn jedes Ideal I / A

ein Radikalideal ist.

Aufgabe 9.2 (4 Punkte)

Berechnen Sie den Zariski-Abschluss der folgenden Mengen bezüglich den angegebenen Obermengen:

(a) A = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 4} ⊆ R2

(b) B = {(x, y) ∈ R2|y = x2, x > 0} ⊆ R2

(c) C = {(n,m) ∈ N2|m = n2} ⊆ C2

(d) D =
{
(x, y) ∈ C2|∃n ∈ N : (x, y) =

(
n,
(√

2 + i√
2

)n)
, ‖(x, y)‖ < 50

}
⊆ C2

Aufgabe 9.3 (4 Punkte)

Sei f ∈ C[X1, . . . , Xn] und f =
∏
i f

αi
i die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren. Zeigen Sie, dass

V(f) = ∪iV(fi) die Zerlegung von V(f) in irreduzible Komponenten ist und I(V(f)) = 〈
∏
i fi〉 gilt.

Aufgabe 9.4 (4 Punkte)

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass keine nichtkonstante polynomiale Abbildung von V := R
nach W := V(Y 2 −X3 +X) ⊆ R2 existiert. Sei also ϕ(t) = (a(t), b(t)) eine polynomiale Abbildung von
V nach W, wobei a(t), b(t) ∈ R[t].
(a) Zeigen Sie, dass b(t)2 = a(t)(a(t)2 − 1) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass b2 = ac2 für ein zu a teilerfremdes Polynom c ∈ R[t].
(c) Folgern Sie, dass a und b konstante Polynome sind.

Zusatzaufgabe (3 Punkte)

Sei C ein algebraisch abgeschlossener Körper und V eine irreduzible affine Varietät in der Ebene C2.
Zeigen Sie, dass genau einer der folgenden drei Fälle eintritt:

(1) V ist endlich.
(2) V = C2.
(3) V ist eine Kurve in C2, d.h. V = V(f) für ein f ∈ C[X1, X2]\C.

Zusatzaufgabe (2 Punkte)

Sei K ein Körper, I / K[X1, . . . , Xn] ein Ideal und G eine Gröbnerbasis von I. Zeigen Sie, dass Aussage
(1) aus (2) folgt, und dass die beiden Aussagen äquivalent sind, falls K algebraisch abgeschlossen ist:

(1) V(I) ist endlich.
(2) Für jedes i ∈ {1, . . . , n} existiert ein g ∈ G\{0}, so dass das Leitmonom von g ein Monom in der

Variable Xi ist.



Zusatzaufgabe (3 Punkte)

(a) Sei A ein faktorieller Ring, s ∈ N0, p1, . . . , ps paarweise nicht-assoziierte irreduzible Elemente in A
und α1, . . . , αs ∈ N. Zeigen Sie, dass das Hauptideal 〈pα1

1 · . . . · pαs
s 〉 genau dann ein Radikalideal ist,

wenn αi = 1 für alle 1 ≤ i ≤ s.
(b) Sei K ein Körper, f ∈ K[X] und I := (f) / K[X]. Zeigen Sie:

(i) Ist f separabel, so ist I ein Radikalideal.
(ii) Ist K vollkommen und I ein Radikalideal, so ist f separabel.

(c) Finden Sie zu (ii) ein Gegenbeispiel, wenn der Körper K nicht vollkommen ist.
Hinweis: Betrachten Sie hierzu K = Fp(T ). Sie dürfen ohne Beweis annehmen, dass K nicht

vollkommen ist.


