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3. Ubungsblatt

Definition 3.1 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir Mengen A, B C X sei
d(A,B) :=inf{d(z,y) :x € A, y € B} und D(A):=diam(A) :=sup{d(z,y): z,y € A}.
Aufgabe 3.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A, B C X.
(i) Zeigen Sie: Ist A kompakt, B abgeschlossen und ist AN B = (), dann gilt d(A, B) > 0.
(i) Es sei X :=R. Finden Sie A, B C X abgeschlossen mit AN B = () und d(A, B) = 0.

Aufgabe 3.2 Sei (X, d) metrischer Raum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(7) Ist (X,d) vollstindig und A C X, dann ist der Unterraum (A, d) genau dann vollstindig,
wenn A in X abgeschlossen ist.

(17) (X,d) ist genau dann vollstéindig, wenn es fiir alle absteigenden Folgen abgeschlossener,
nicht-leerer Teilmengen (An)neny C P(X) mit lim,_oo D(A,) = 0 genau ein x € X gibt
mit (2, An, = {z}.

(iii) Konstruieren Sie in (X,d) = (Q,d),|) eine absteigende Folge abgeschlossener, nicht-leerer
Teilmengen (A,)neny € P(Q) mit lim, o D(A4,) = 0 so, dass kein z € Q existiert mit

Mozt An = {2}

Aufgabe 3.3 Sei B(R) :={f € B(R); Ve > 03 K C R kompakt V2 € R\ K : [f(z)| < e}
der Unterraum der beschriankten Funktionen, die im Unendlichen verschwinden und By(R) der
Unterraum der beschrinkten Funktionen mit kompaktem Trager.

(i) Zeigen Sie, dass (Bx(R), | - |loo) ein Banachraum ist.
(17) Zeigen Sie, dass (Bo(R), || - ||co) normierter Raum, aber kein Banachraum ist.

(1i1) Zeigen Sie, dass By(R) = Boo(R) beziiglich der Supremumsnorm || - s gilt.
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