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Funktionalanalysis
9. Übungsblatt

Aufgabe 9.1 Für t ∈ R sei

φ(t) :=

{
exp

(
− 1

1−t2

)
|t| < 1

0 |t| ≥ 1.

Zeigen Sie zunächst φ ∈ C∞0 (R) und konstruieren Sie damit anschließend eine Funktion
ψ ∈ C∞0 (Rn) mit suppψ = {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1}.

Aufgabe 9.2 Für m ∈ N sei P ( d
dx) :=

∑m
k=0 ak( d

dx)k mit ak ∈ C für k = 1, . . . ,m und am = 1.
Außerdem sei w ∈ C∞(R) die Lösung des Anfangswertproblems

P

(
d

dx

)
w(x) = 0, für alle x ∈ R,

w(k)(0) = 0 für k = 0, . . . ,m− 2
w(m−1)(0) = 1.

Zeigen Sie: Mit der Heaviside-Funktion H := h0 aus Beispiel 5.8 gilt P
(

d
dx

)
[wH] = δ0.

Aufgabe 9.3 Es sei G := B1(0) ⊂ R2 die offenen Kugel bzgl. ‖ · ‖2 um den Ursprung mit
Radius 1 und uρ(x) := ‖x‖ρ

2 für x ∈ G. Zeigen Sie:

(i) Für ρ > −2 gilt uρ ∈ L1(G).

(ii) Für ρ > −1 gilt uρ ∈W 1,1(G).

Hinweis: Transformieren Sie in (i) auf Polarkoordinaten und behandeln Sie den Pol von uρ in (ii) mit dem Satz

von Gauß in Verbindung mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz.
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