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Funktionalanalysis
12. Ubungsblatt

Definition 12.1 Wir definieren die Schwierigkeitsklassen fiir Ubungsaufgaben nach Dobrowolski
gemdfs : (1) trivial, (2) heminormal, (3) normal, (4) doktoral, (5) suizidal.

Aufgabe 12.1 (12 Punkte) Bearbeiten Sie erneut Teilaufgabe 4.3.(iv), die seinerzeit der
Schwierigkeitsklasse (4)-(5) entsprach. Zeigen Sie genauer gesagt fiir
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mit L2([0, 3]) = L*([0,3]; C), dass | Tl 1(r2(o,3))) = 2 gilt.

Betrachten Sie V: L2([0,1]) — L*([0,1]), f — [2 — [; f(£)d¢] und gehen vor wie folgt:
(i) (2P) Begriinden Sie die Existenz von V* € L(L?([0,1])) und zeigen Sie

v 20,1~ 0.5 e o [ Sac)
(ii) (2P) Begriinden Sie, dass V*V selbstadjungiert ist und zeigen Sie
(VV ) (z / f(¢ d{—m/ f(&)d¢ — /ff )d¢  (fiir fast alle z € [0, 1]).

(iii) (1P) Zeigen Sie, dass fiir k € Ng die Zahlen Ay := (k + 1) 7272 Eigenwerte von V*V mit

o o1
zugehorigen Eigenfunktionen c(z) = % (em(k+§)$ + e_m(k+§)x) sind.

(iv) (2P) Zeigen Sie, dass U : L%([0,1]) — L?([0,1]), f ~ %(f(w)emg + f(1— :E)e_m%) einen
unitdren Operator definiert.

(v) (2P) Folgern Sie, dass die ¢, fiir k € Ny eine Basis des L?([0, 1]) definieren.
HiNwEIS: Verwenden Sie (iv) und dass f,.(z) := €™ fiir n € Z eine Basis definieren (vgl. Bsp. 2.44 a)).

(vi) (1P) Verwenden Sie (0.B.) o(V*V) = 0,(V*V) U {0} um ||[V*V|| = A\g zu folgern.
(vii) (1P) Folgern Sie, dass ||V'||(z2(j0,1))) = 2 gilt.
(viii) (1P) Folgern Sie, dass || T||5(z2([0,3))) = 8 gilt.

ANMERKUNG: Alle Teilaufgaben kénnen mit den gegebenen Informationen unabhingig bearbeitet werden.

Abgabetermin: Freitag 08. Juli 2011, vor 10:00 Uhr in die Briefkédsten bei F411.



