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Theorie partieller Differentialgleichungen
4. Ubungsblatt

Aufgabe 4.1 (4 Punkte) Seien G C R" ein beschriinktes C''-Gebiet und u,v € C?(G)NC(G).
Es gelte

Im Folgenden ist > und < stets punktweise zu verstehen. Zeigen Sie:
(i) Gilt f > gin G und ¥ < ¢ auf 4G, so gilt u < v in G.

(ii) Gilt f = g, so folgt max |u(z) — v(z)| < max |[(x) — ¢(z)].
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Aufgabe 4.2 (4 Punkte) Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet, fiir das der Gaufische Inte-
gralsatz gilt. Sei u € C?(G) so, dass

/ |Vu(z)|*dz = min {/ |Vo(z)||*dz; v € CHG) mit v|gpg = u\ag}
G G

gilt. Zeigen Sie, dass dann schon Au = 0 im Sinne von Distributionen gilt.
HINwEIS: Betrachten Sie mit beliebigem ¢ € C§°(G) die Funktion g(t) := [, ||V (u + to)|*de.

Aufgabe 4.3 (4 Punkte) Es sei 0 < T < oo und f € 2(R?). Leiten Sie zur inhomogenen
Waérmeleitungsgleichung

ug — Uz = floryxr 0 (0,T) X R, ult=o =0

mittels Fourier-Transformation bzgl. x den Losungskandidaten

t
ult, z) = — T / / f(T,y)%e_i‘l(tl”)(r_yydydr
(4m)2 Jo Jr (t—7)2

her. Sie diirfen dabei Fk(§) = et fiir k() = (2t)_%e_ﬁx2 mit ¢ > 0 verwenden.

Welche (regulére) Distribution kommt damit als Grundlosung fiir den vorliegenden Differential-
operator L(0y,0,) := Op — O, in Frage? Begriinden Sie.

HINWEIS: Variation-der-Konstanten-Formel im Fourier-Bild und Lemma 4.7.



Aufgabe 4.4 (4 Punkte) Betrachten Sie die Wirmeleitungsgleichung

(1) {@U—Au =0 in (0,00) x R™,

ul,_y = Uo in R™,
wobei im Gegensatz zu ug € Cyp(R™) wie in Satz 4.11 nun uy € L?(R") gegeben sei.

(a) Zeigen Sie, dass fiir eine Fourier-transformierbare Losung u von (1)

u(t,-) € L*(R") und  Au(t,-) € L*(R™) (t > 0).
gilt. Ist diese Losung eindeutig? Begriinden Sie.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung
U:[0,00) — L*(R"), t ult,-)

stetig ist.

HINWEIS: Arbeiten Sie mit dem Fourier-Bild der Funktionen und verwenden Sie den Satz von Plancherel.

Abgabetermin: Freitag 18. November 2011, vor 10:00 Uhr im Briefkasten bei F411.



