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Theorie partieller Differentialgleichungen
4. Übungsblatt

Aufgabe 4.1 (4 Punkte) Seien G ⊂ Rn ein beschränktes C1-Gebiet und u, v ∈ C2(G)∩C(G).
Es gelte

∆u = f, u|∂G = ψ und ∆v = g, v|∂G = ϕ.

Im Folgenden ist ≥ und ≤ stets punktweise zu verstehen. Zeigen Sie:

(i) Gilt f ≥ g in G und ψ ≤ ϕ auf ∂G, so gilt u ≤ v in G.

(ii) Gilt f = g, so folgt max
x∈G

|u(x)− v(x)| ≤ max
x∈∂G

|ψ(x)− ϕ(x)|.

Aufgabe 4.2 (4 Punkte) Sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, für das der Gaußsche Inte-
gralsatz gilt. Sei u ∈ C2(G) so, dass∫

G
‖∇u(x)‖2dx = min

{∫
G
‖∇v(x)‖2dx; v ∈ C1(G) mit v|∂G = u|∂G

}
gilt. Zeigen Sie, dass dann schon ∆u = 0 im Sinne von Distributionen gilt.
Hinweis: Betrachten Sie mit beliebigem ϕ ∈ C∞0 (G) die Funktion g(t) :=

∫
G
‖∇(u + tϕ)‖2dx.

Aufgabe 4.3 (4 Punkte) Es sei 0 < T < ∞ und f ∈ D(R2). Leiten Sie zur inhomogenen
Wärmeleitungsgleichung

ut − uxx = f |(0,T )×R in (0, T )× R, u|t=0 = 0

mittels Fourier-Transformation bzgl. x den Lösungskandidaten

u(t, x) =
1

(4π)
1
2

∫ t

0

∫
R
f(τ, y)

1

(t− τ)
1
2

e
− 1

4(t−τ)
(x−y)2

dydτ

her. Sie dürfen dabei Fk(t)(ξ) = e−ξ2t für k(t)(x) := (2t)−
1
2 e−

1
4t

x2
mit t > 0 verwenden.

Welche (reguläre) Distribution kommt damit als Grundlösung für den vorliegenden Differential-
operator L(∂t, ∂x) := ∂t − ∂xx in Frage? Begründen Sie.
Hinweis: Variation-der-Konstanten-Formel im Fourier-Bild und Lemma 4.7.



Aufgabe 4.4 (4 Punkte) Betrachten Sie die Wärmeleitungsgleichung

(1)
{
∂tu−∆u = 0 in (0,∞)× Rn,

u|t=0 = u0 in Rn,

wobei im Gegensatz zu u0 ∈ Cb(Rn) wie in Satz 4.11 nun u0 ∈ L2(Rn) gegeben sei.

(a) Zeigen Sie, dass für eine Fourier-transformierbare Lösung u von (1)

u(t, ·) ∈ L2(Rn) und ∆u(t, ·) ∈ L2(Rn) (t > 0).

gilt. Ist diese Lösung eindeutig? Begründen Sie.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

U : [0,∞) → L2(Rn), t 7→ u(t, ·)

stetig ist.

Hinweis: Arbeiten Sie mit dem Fourier-Bild der Funktionen und verwenden Sie den Satz von Plancherel.

Abgabetermin: Freitag 18. November 2011, vor 10:00 Uhr im Briefkasten bei F411.
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