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6. Ubungsblatt
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in den entsprechenden Briefkasten

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es bezeichne R* die Einheitengruppe von R. Sei
a ein Ideal von R. Zeigen Sie: Genau dann gilt a = R, wenn a N R* # () ist.

Sei R ein euklidischer Ring, und seien a,b € R. Zeigen Sie, dass es Elemente r, s € R gibt mit
ra+ sb = ggT(a,b).

(Hinweis: Betrachten Sie die Teilmenge M = {ua + vb; u,v € R} C R.)

Sei i die imaginére Einheit und Z[i] = {a+bi; a,b € Z} der Ring der gauflschen ganzen Zahlen.
Zeigen Sie, dass die Abbildung §: Z[i| — Z, a + bi — a* + b* eine euklidische Wertefunktion
und somit Z[i] ein euklidischer Ring ist.
(Hinweis: Fiir die Division mit Rest zeigen Sie zunéchst, dass zu jedem z € C ein 2’ € Z][i]
existiert derart, dass |z — 2/|* < 1 gilt.)

(a) Seir > 1und seienmy, ..., m, € Z paarweise teilerfremde ganze Zahlen. Seien aq, . .., a, €
Z beliebig. Zeigen Sie, dass es x € Z gibt derart, dass die Kongruenzen

r=a; (modmy)

r=a, (modm,)

erfiillt sind.
(Hinweis: Setze M :=my ---m, und M, := % fir i € {1,...,7}. Losen Sie zundchst die
Kongruenzen M;z; = a; (mod m;).)

(b) Bestimmen Sie eine gemeinsame Losung z fiir die Kongruenzen

r=2 (mod5)

r=1 (mod6)
r=3 (modT).



