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ALGEBRA

3. Ubungsblatt
Abgabe bis spitestens Freitag, den 14. November 2008, 10:00 Uhr
in den entsprechenden Briefkasten

Sei M eine Menge und sei ~ eine reflexive, transitive Relation auf M. Zeigen Sie:

(a) Durch a ~ b :& (a ~ b) A (b~ a) wird eine Aquivalenzrelation auf M definiert.
(b) Sei A := M/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen und schreibe [a] fiir die Aquivalenzklasse von
a € M. Zeigen Sie, dass
[a] X [b] <= a~b

eine wohldefinierte Ordnungsrelation < auf A ist.

Sei (M, *) eine Menge mit einer Verkniipfung. Es gebe ein zweiseitiges neutrales Element, also ein
e € M derart, dass exx = x x e = x fiir alle x € M gilt.

(a) Zeigen Sie, dass das neutrale Element eindeutig bestimmt ist.
(b) Die Verkniipfung = sei assoziativ. Sei x € M. Zeigen Sie, dass fiir alle y,y" € M gilt:

x*y:x*y/:y*x:g/*x:e _ y:y/
(c) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Menge M mit einer (notwendig nicht assoziativen) Verkniipfung
* mit neutralem Element e derart, dass die Implikation in (b) nicht gilt.

Sei (M, *) ein kommutatives Kiirzungsmonoid mit neutralem Element e. ( Kirzungsmonoid bedeutet,
dass fiir alle a,b,c € M gilt: axb=a*xc = b=c). Sei L:= M x M.

(a) Zeigen Sie, dass durch
(a,b) ~ (¢,d) <= axd=bxc

eine Aquivalenzrelation auf L definiert ist, die mit der Monoidstruktur vertriiglich (also eine
Kongruenzrelation) ist. (Notation: Schreibe [a, b] fiir die Kongruenzklasse von (a,b) € L).

(b) Beweisen Sie, dass die Menge A := L/ ~ der Kongruenzklassen mit der induzierten Monoid-
struktur [a, b] * [c,d] := [a * ¢,b x d] eine abelsche Gruppe ist.

(c) Zeigen Sie, dass durch a +— [a, €] ein injektiver Monoidhomomorphismus M — A gegeben ist.

Bestimmen Sie die Gruppe A aus der vorangehenden Aufgabe in den Fillen (M, *) := (N, +) und
(M, x) := (Z\ {0},-) (vgl. Aufgabe 2).



