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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Welche der folgenden Relationen ~ sind Aquivalenzrelationen auf Z?
Welche sind Kongruenzrelationen auf dem Monoid (Z, -)?

(a) a~b <= a—Dbist gerade (a,beZ) (2 Punkte)
(b) a~b <= Ja—b<2 (a,b € Z) (2 Punkte)
(c)a~b <= dmneNyy:am=0b" (a,b€Z) (3 Punkte)

Begriinden Sie Thre Antworten.

Lésung. (a) Die angegebene Relation ist natiirlich gerade die vom Ideal (2) induzierte Kongruenz-
relation. Das geniigt als Antwort. Man darf es aber auch nachrechnen: Symmetrie und Reflexivi-
tdt sind offensichtlich. Fiir die Transitivitat, seien a,b,c,k,¢ € Z mit a — b = 2k, b — ¢ = 2/.
Dann ist a — ¢ = a — b + 20 = 2k + 20 gerade. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Sie ist
auch eine Kongruenzrelation. Denn sind a,b,c,d,k, ¢ € Z mit a — b = 2k, ¢ — d = 2{, so ist
ac —bd = a(d + 20) — d(a — 2k) = 2k + 2¢ gerade. Also folgt aus a ~ b und ¢ ~ d auch ac ~ bd.

(b) Die Relation ~ ist nicht transitiv. Denn es gilt etwa 0 ~ 2 und 2 ~ 4, aber 0 » 4. Sie ist damit
keine Aquivalenzrelation (und schon erst recht keine Kongruenzrelation).

(c) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Dabei sind Symmetrie und Reflexivitit wieder ganz
offensichtlich. Fiir die Transitivitit, seien a,b,c € Z, k,¢,m,n € Nsy mit a* = b* und b™ = ™.

Dann ist @™ = pt™m =

, also a ~ c.
Aber ~ ist keine Kongruenzrelation. Z.B. gilt 2 ~ 4 und 3 ~ 3, aber 6 ~ 12. Denn wéren k, ¢ € Ny,
mit 6F = 12¢, so wire 283F = 6% = 12° = 223", Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

wiirde also k£ = 2¢ und k = ¢ folgen, was wegen k, ¢ > 0 unmoglich ist. [



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Sei GG eine Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G. Setze

N={hecH;VgecG: ghg ' € H}.

Zeigen Sie:
(a) N ist eine Untergruppe von H. (2 Punkte)
(b) N ist normal in G. (2 Punkte)
(¢) N ist maximal mit diesen Eigenschaften, d.h. wenn L eine normale Untergruppe

von G mit L C H ist, dann folgt L C N. (2 Punkte)

Lisung. (a) Sei h € N. Fiir alle g € G gilt dann gh~'¢g™ = (ghg™')™'. Da ghg™' € H und H eine
Untergruppe ist, folgt gh~'¢g~' € H und damit h~! € N. Sind h,h’ € N und ist g € G, dann gilt
ghh'g~t = ghg~'gh/g~' € H, also hh/ € N.

(b) Sei h in N, g € G. Dann gilt ghg™! € H. Ist nun ¢’ € G, dann folgt auch ¢'(ghg~')g ! =
(¢'9)h(¢g'g)~" € H und damit ghg~* € N. Also ist N ein Normalteiler.

(c) Sei L ein Normalteiler von G mit L C H, und sei h € L. Dann gilt fiiralleg € G: ghg™' € L C H,
also h € N. O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 3 (7 Punkte)
Sei GG eine Gruppe, und seien H und K Untergruppen von G.
(a) Zeigen Sie: G = H U K genau dann, wenn G = H oder G = K gilt. (3 Punkte)
(b) Die Untergruppen H und K seien konjugiert, d.h. es gebe g € G mit H = gKg~'.

Zeigen Sie: G = HK genau dann, wenn G = H gilt. (4 Punkte)

Lésung. (a) Aus G = H oder G = K folgt natiirlich G = H U K. Fiir die andere Richtung: Es
gelte G # H und G # K, aber G = HU K. Wahle g € G\ H und ¢’ € G\ K. Dann muss g € K,
¢’ € H gelten. Ferner g¢’ € H oder g¢’ € K. Aber aus g¢' = h mit h € H folgt g = hg'~' € H, ein
Widerspruch. Analog folgt aus gg’ € K, dass ¢’ € K, Widerspruch.

(b) Ist G = H, so G = HK wegen 1 € K. Fiir die umgekehrte Richtung, sei G = HK mit
H # G. Dann muss H # K sein, also g ¢ K. Wiahle h € H und k € K mit g = hk. Dann folgt
H=gKg' =hkK(hk)™ = hkKk™'h~!' = hKh™! und damit K = h='Hh und somit H = K, ein
Widerspruch. O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 4 (8 Punkte)
Sei Z[i] = {a + bi; a,b € Z}, i* = —1, der Ring der gaufschen ganzen Zahlen.
(a) Zeigen Sie, dass 1, —1,4, —i die einzigen Einheiten in Z[i] sind. (3 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass zwei Elemente x,y € Z[i] genau dann assoziiert sind,

wenn zt = y* gilt. (2 Punkte)
(c) Sei (14 1) das von 1 + ¢ erzeugte Ideal. Bestimmen Sie das Ideal (1 + i) N Z. (3 Punkte)

Lésung. (a) Wegen 1, —1,14, —i € Z[i] und i(—i) = 1, sind 1, —1,4, —i Einheiten in Z[i|. Es gibt zwei
Methoden zu zeigen, dass dies die einzigen Einheiten sind.

(1) Mit der Norm: Fiir x = a+ bi € Z[i] ist N(z) = (a+ bi)(a — bi) = a®> + b?. Ist z eine Einheit, so
gilt zz7! = 1 und damit 1 = N(zaz™!) = N(z)N(z™!) = N(x)N(x)™!, da die Norm multiplikativ
ist. Daraus folgt N(x) = 1. Aus a®> +b* = 1 folgt dann a = 0,0 = +1 oder a = +1,b = 0, was genau
x € {1,—1,4, —i} bedeutet.

(2) Durch direktes Rechnen: Sei z = a + bi € Z[i] eine Einheit, etwa x=! = ¢ + di. Dann gilt
1 =z ! = (a+bi)(c+di) = ac —bd + (be + ad)i, damit bc + ad = 0 und ac — bd = 1. Ist
b =0, so folgt ac = 1, also a = +1 und damit x = +1. Ist b # 0, so schreibe ¢ = —“Td. Dann folgt
1=ac—bd =—a% —bd, also b = —(a®+b*)d. Daraus folgt (a®+b?)|b, andererseits ist a*+b* > |b].
Es folgt a? + b? = |b|, also a = 0 und b = +1, und somit z = +i.

(b) Wenn z,y € Z]i] assoziiert sind, dann bedeutet dass x = uy, v € {1, 1,4, —i}. Wegen u? = 1
gilt dann 2* = y*. Umgekehrt folgt aus z* = y*, dass (5)4 = 1. Damit ist 7 eine vierte Einheits-
wurzel. Diese sind aber gerade 1, —1,14, —i, also folgt S € {1,-1,i,—i} = Z[i]*.

(c) Wieder geht es mit oder ohne Norm:

(1) Wegen N(z) = a7z, gilt N(z) € (1 +i)NZ fur alle z € (1 +14). Es gilt N(1 4+ i) = 2, also
2 € (1 +1i)NZ. Andererseits gilt 1 ¢ (14 1), da 1 + ¢ keine Einheit ist. Also ist (14 ¢) NZ = (2),
da (2) ein maximales Ideal ist.

(2) Durch direktes Rechnen: Es gilt (14-7) = {(a+0bi)(1+i); a,b € Z}. Wir berechnen (a+bi)(1+1i) =
a—0b+ (a+0b)i. Es folgt aus (a4 bi)(1 +1i) € Z also a = —b und damit (a + bi)(1 + i) = 2a. Also
gilt (1+4)NZ = (2). O



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5 (6 Punkte)

Sei R ein kommutativer Integritétsbereich. Fiir jedes z € R sei ord(z) die Ordnung von z in der
additiven Gruppe (R, +). (Erinnerung: Dies bedeutet ord(x) = min{n € Ny ; nz = 0}, falls ein
n € Ny mit nz = 0 existiert, sonst ord(z) = 00.)

Zeigen Sie: Fiir alle z,y € R\ {0} gilt:
(a) ord(x) = ord(y); (3 Punkte)
(b) Falls ord(x) < oo, so ist ord(z) eine Primzahl. (3 Punkte)

Lésung. (a) Sei n € N5y mit nz = 0. Dann gilt 0 = (nz)y = x(ny) und damit x = 0 oder ny = 0,
da R nullteilerfrei ist. Also ny = 0, wegen z # 0. Damit ord(y) < ord(z). Die Umkehrung gilt
genauso. (Falls ord(y) = oo, dann zeigt die gleiche Betrachtung dass nicht ord(z) < oo gelten kann,
und umgekehrt.)

(b) Es sei n € Nyg mit nz = 0 und maz # 0 fir alle m < n. Angenommen n = k¢ mit k,¢ € Ny,
dann kx # 0 # lx, insbesondere k, ¢ # 0 in R. Andererseits ist k(¢z) = 0, also k = 0 oder fx = 0,
da R nullteilerfrei ist, ein Widerspruch. n



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 6 (8 Punkte)

Seil n > 2 eine natiirliche Zahl.
(a) Zeigen Sie, dass der n-Zyklus (12---n) als Produkt von n — 1 Transpositionen

geschrieben werden kann. (3 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass (12---n) nicht als Produkt von k Transpositionen geschrieben
werden kann, falls & <n — 2. (5 Punkte)

(Hinweis: Sei k € Nund seien ay, ..., ag, by, ..., b € {1,...,n} mit (12---n) = (arby) - - - (agby).
Zeigen Sie, dass die Menge {ay,...,ax,b1,...,b;} hochstens k+1 (verschiedene) Elemente ent-
halt.)

Sie erhalten in (b) immer noch 3 Punkte, wenn sie die Behauptung fiir den Spezialfall &k = n — 2
zeigen konnen.

Lésung. (a) Es gilt (12---n) = (In)(1(n — 1)) --- (12). Das geniigt als Beweis. Man darf die Be-
hauptung auch schon sduberlich mit Induktion zeigen: Fiir n = 2 ist nichts zu zeigen. Sei n > 3.
Dann gilt (12---n) = (In)(12---n — 1). Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf (12---n — 1)
zeigt die Behauptung.

(b) Sei (12---n) = (a1by) - - - (agbx) wie im Hinweis. Behaupte, dass Ay := {a1,...,ax,b1,..., b}
hochstens k + 1 Elemente enthélt. Denn wére |Agx| > k+ 2, dann gébe es einen Index ¢ € {1,...,k}
derart, dass a;,b; ¢ |J ; #{aj, b;}, in Worten: Es gébe einen Index ¢ derart, dass die Elemente a;, b,
von den iibrigen k — 1 Transpositionen nicht bewegt werden. (Beweis (muss nicht unbedingt ausge-
fiihrt werden): Wenn a; € J,,{a;,b;} oder b; € [J,,{a;,b;} fiir alle i gilt, dann hat A, hochstens
k + 1 Elemente. Fiir £ = 1 ist die Behauptung ohnehin klar. Sei £ > 2. Nach Induktionsannahme
hat Ay_1 ={a1,...,a,_1,b1,...,bk_1} hochstens k Elemente. Wegen a;, € Ay oder b, € A1 hat
dann Ay héchstens k + 1 Elemente.)

Das ist aber unméglich. Schreibe der Ubersicht halber 7 = (12---n). Es wiirde 7%(a;) € {a;, b;} fiir
alle ¢ > 0 folgen. Tatséchlich ist aber {7%(a;); £ > 0} = {1,...,n}, ein Widerspruch. (Alternati-
ves Argument: Die Transposition (a;b;) ist disjunkt zu den tbrigen. Wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung in disjunkte Zykel miisste sie also in der Zykelzerlegung von (12 - - n) vorkommen. Aber
(12---n) ist selbst ein Zykel, Widerspruch.)

Also gezeigt: |Ax| < k 4+ 1. Andererseits folgt aus der Gleichheit (12---n) = (a1by) - - - (axby) sofort
A, =A{1,...,n},denn (12---n) hat keine Fixpunkte; es miissen daher alle Elemente von {1,...,n}
auf der rechten Seite vorkommen. Also gilt £ + 1 > n, wie behauptet. O]



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 7 (8 Punkte)
Sei p eine Primzahl, und sei G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p3. Zeigen Sie:
(a) Das Zentrum Z von G ist zyklisch von Ordnung p. (3 Punkte)
(b) Fiir die Kommutatorgruppe G’ von G gilt G' = Z. (3 Punkte)
(c) Nennen Sie ein Beispiel einer nicht-abelschen Gruppe der Ordnung 8

und geben Sie ihr Zentrum an (ohne Beweis). (2 Punkt)

Die folgenden Resultate aus den Ubungsaufgaben diirfen Sie ohne Beweis verwenden:
Ist G/Z zyklisch, so ist G abelsch; Z # {1}; Gruppen der Ordnung p? sind abelsch; G /G’ ist abelsch
und G’ ist minimal beziiglich dieser Eigenschatft.

Losung. (a) Nach dem Satz von Lagrange muss die Ordnung des Zentrums ein Teiler von p? sein.
Es kommen also nur die Ordnungen 1, p, p?, p* in Frage. Dabei scheidet 1 aus wegen Z # {1}, p?
scheidet aus, da G sonst abelsch wiire. Die Moglichkeit |Z| = p? besteht ebenfalls nicht, da sonst
G/Z (das Zentrum ist ein Normalteiler!) die Ordnung p hétte (wiederum nach Lagrange) und somit
zyklisch wére. Dann wire aber G abelsch, ein Widerspruch. Also gilt |Z| = p.

(b) Nach (a) hat G/Z die Ordnung p? und ist damit abelsch. Aufgrund der Minimalitit von G’
folgt daraus G’ C Z. Aber Z ist zyklisch von Primzahlordnung. Also hat Z keine Untergruppen
aufser Z und {1}. Nun ist G’ = {1} aber unmoglich, da G nicht abelsch ist. Also gilt G’ = Z.

(c) Aus Vorlesung und Ubungen bekannte Beispiele sind: Die Diedergruppe D, und die Quater-

nionengruppe. Man kann beweisen, dass dies die einzigen nicht-abelschen Gruppen der Ordnung 8

sind. (Die Heisenberggruppe mit Eintrdgen in Fy (Aufgabe 24) ist zu D, isomorph.)

Sei a die Viertel-Drehung in D, (das Element der Ordnung 4). Dann ist Z = {1,a*}, d.h. das

Zentrum besteht gerade aus der 180-Grad-Drehung. In der Quaternionengruppe ist Z = {1, —1}.
O



