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VORWORT

Die Vorlesung, der dieses Skript entstammt, wurde im Wintersemester 2011/2012 an der
Universitdt Konstanz gehalten. Ziel war eine Einfithrung in die Theorie konvexer Mengen,
basierend auf dem Buch von Barvinok [1], gefolgt von einem vertiefenden Teil, in dem die
Beziige zur reellen algebraischen Geometrie und zur polynomialen Optimierung betont
wurden. Die Vorlesung war zweistiindig, begleitet von einer zweistiindigen Ubung. Die
Teilnehmer waren etwa zwolf Stundentinnen und Studenten in unterschiedlichen Phasen
(Bachelor bis Promotion). Das Skript zur Vorlesung wurde in jeder Sitzung zu Beginn zum
Mitlesen zur Verfiigung gestellt. Im wesentlichen entspricht jeder Abschnitt genau einer
Doppelstunde (9o Minuten), wobei manchmal ein kleinerer Teil in die Ubung verlagert
wurde. In der Ubung wurden jede Woche nur zwei vorbereitete Aufgaben besprochen, die
tibrige Zeit wurde mit dem gemeinsamen Losen von Préasenziibungsaufgaben in der Grup-
pe und manchmal mit Erginzungen zur Vorlesung verbracht. Die Ubungsaufgaben sind
in den Text eingebunden.

Dies ist ein Vorlesungsskript, kein Lehrbuch. Das bedeutet insbesondere:

o Erginzende Erlduterungen und veranschaulichende Zeichnungen fehlen manch-
mal, da sie zum Teil nur wihrend der Vorlesung an der Tafel gegeben wurden.

o Es wird kein Anspruch auf Originalitit erhoben. Die ersten zwei Drittel der Vor-
lesung orientieren sich stark am Buch von Barvinok. Vor allem die Beweise und
ein grofler Teil der Ubungsaufgaben sind oft sinngemif iibernommen, ohne dass
dies im Einzelnen kenntlich gemacht ist. Abschnitt 12 ist stark an die Darstellung
im Buch von Forst und Hoffmann [3] angelehnt. Die spateren Abschnitte basieren
zum Teil auf wissenschaftlichen Arbeiten, die dann auch im Anhang zitiert sind.

o Die Liste der zitierten Literatur stellt keine umfassende Ubersicht dar, sondern
enthilt nur die Referenzen, auf die im Text direkt Bezug genommen wird.

Sollte ich die Vorlesung noch einmal halten, wiirde ich natiirlich das eine oder andere
andern: Die Sitz von Radon und Helly stehen etwas isoliert und kommen spéter nicht
wieder vor. Der Isolationssatz fiir algebraisch-offene Mengen in Abschnitt 2 wird in dieser
Form nicht weiter verwendet, weil die unendlich-dimensionale Theorie schliefllich ganz
auflen vor bleibt. Die erste Definition von Spektraeder in Abschnitt 7 ist etwas ungeniigend
und wird spater in Abschnitt 13 leicht verallgemeinert. Die Liste liefle sich fortsetzen, und
auch an der Notation gébe es einiges zu vereinheitlichen. Da ich dieses Skript weiter pflegen
mochte, bin ich fiir Anregungen und Korrekturhinweise dankbar.

Konstanz, 8. Februar 2012
Daniel Plaumann
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1. EINFUHRUNG

1.1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Es sei V ein R-Vektorraum. Haufig nennen wir die Elemente eines Vektorraums Punk-
te. Seien v, w € V zwei Punkte, dann ist

[v,w]:{(xv+(1—¢x)w|(xeRmitO<¢x<1}

das Geradensegment zwischen v und w. Eine Teilmenge C von V heif3t konvex, wenn [v, w] c
C fur alle v, w € C gilt. Fiir jede Teilmenge S von V heif3t

k k
conv(S) = {Zcx,-v,- | Vs vk €S, ag, ..., o € Ry mit Zoc,- =1, k GN}
i=1 i=1
die konvexe Hiille von S. Die Elemente von conv(S) heiflen Konvexkombinationen der Ele-
mente von S. Offenbar gilt [v, w] = conv({v, w}).

Ubung 1.1. Zeige, dass conv(S) konvex ist.

Ubung 1.2. Es sei § ¢ R? mit conv(S) # R? und seien u,v € R? \ conv(S). Zeige: Falls u €
conv(Su{v})undv e conv(Su{u}), dannist u = v.

Beispiele 1.1.

(1) Ein paar kleine Bilder an der Tafel.
(2) Ein Polytop ist die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten. Ein wichtiges Bei-
spiel fiir ein Polytop ist der d-dimensionale Standard-Simplex in R%*1:

d+1
Ad:{(ocl,...,ocdH)TeRd“| Zoci:lundoc,-ZOﬁirizl,...,d+1}

i=1

Das ist also gerade die konvexe Hiille der d + 1 Standardbasisvektoren in R9+1.

(3) Ein (konvexes) Polyeder ist der Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen, also
eine Menge, die durch endlich viele lineare Ungleichungen beschrieben ist. In For-
meln ausgedriickt ist ein Polyeder P also gegeben durch Linearformen ¢y, . .., & : R4 —
R und reelle Zahlen f3, ..., B € R als die Menge

P-= {x eRY|L(x) < Prs.. s br(x) < /)’k}

Spadter beweisen wir den Satz von Weyl-Minkowski: Jedes Polytop ist ein kompaktes
Polyeder und umgekehrt. Man mache sich diese Aussage an ein paar Beispielen in
der Ebene klar. Wie konnte ein Beweis aussehen?

7



8 1. EINFUHRUNG

(4) Eine konvexe Menge C c R¥ mit der Eigenschaft Ax € C fiirallex ¢ Cund A € R,
heif3t ein konvexer Kegel. Der positive Orthant

Rgoz{(xl,...,xd)Te]Rd|x,->Ofiiri=1,...,d}

ist ein Beispiel fiir einen konvexen Kegel, der auch ein Polyeder ist.

(5) Ein fiir uns sehr wichtiges Beispiel ist der psd-Kegel. Zur Erinnerung: Eine symme-
trische d x d-Matrix A mit Eintragen in R wird positiv semidefinit (psd) genannt,
falls vT Av > 0 fiir alle (Spaltenvektoren) v € R4 gilt. Sind A, B psd, so ist offensicht-
lich auch aA + (1 - ) B psd, fiir alle 0 < a < 1. Die Menge der psd 2 x 2-Matrizen
kann man als Teilmenge von R? zeichnen und sieht einfach eine Eistiite (warum?).
Aber fiir d > 3 ist es mit dieser Einfachheit schnell vorbei.

Proposition 1.2. Sei V ein R-Vektorraum und sei S ¢ V. Dann ist conv(S) eine konvexe
Teilmenge von V. AufSerdem ist conv(S) die kleinste konvexe Teilmenge von V, die S enthiilt,
d.h. ist C c 'V konvex und gilt S c C, so folgt conv(S) c C.

Beweis. Der erste Teil war schon als Ubung dran. Fiir den zweiten Teil, sei C eine konvexe
Teilmenge von V mit S c C. Sei v € conv(S), d.h. v ist eine Konvexkombination

V=0V + -+ Vi

von Punkten vy, ..., v, in S. Wir miissen v € C zeigen. Wenn eins der «; = 0 ist, dann lassen
wir das entsprechende v; einfach weg. Wir diirfen also ohne Einschrankung annehmen,
dassa; > O firallei =1,..., k gilt. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k:
Der Fall k = 1ist klar, wegen S c C. Sei k > 1. Dann ist also aj <1, und es gilt

. oy o —1
v=(1-ap)w+ agvg wobei w= i+t Vi1
1- (293 1- (497
Nun ist w eine Konvexkombination von vy, ..., vk, denn es gilt
= al = = 1.
izll—(xk l—ock i-1 I—OCk

Nach Induktionsannahme ist w € C, und da C konvex ist, folgt auch v € [w,v ] c C. O

Ubung 1.3. Essei V ein reeller Vektorraum und seien A, B zwei konvexe Teilmengen von V.

(1) Welche der Mengen Au B, An B, A\ B, Ax B (in V x V) sind notwendig konvex?
(2) Sei W ein weiterer reeller Vektorraum und T: V' — W linear. Zeige, dass T (A) konvex ist.

Ubung 1.4. Die punktweise Summe
A+B={x+y|xeAyeB}

heif$t die Minkowski-Summe von A und B.

(1) Zeige, dass A + B konvex ist.

(2) Zeichne A + B exemplarisch fiir einige einfache Figuren in der Ebene (Punkte, Geraden-
segmente, Dreiecke, Kreise...).

(3) Zeige, dass (a+f)A = aA+ BAfuralle o, > 0 gilt. Gib ein Beispiel dafiir, dass dies nicht
der Fall sein muss, wenn & oder f3 negativ sind.

Ubung 1.5. Beweise den Satz von Gauf3-Lucas: Es sei f € C[z] ein komplexes Polynom in einer
Verinderlichen. Die konvexe Hiille der Nullstellen von f in der komplexen Ebene (aufgefasst als
R?) enthilt alle Nullstellen der Ableitung von f nach z.

Hinweis. Sei f = (z — a1)«(z — a,,) und sei B € C mit f'(B) = 0. Multipliziere die Gleichung

JTﬁ) = 0mit [T, (B - ai).
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1.2. DER SATZ VON CARATHEODORY

Satz 1.3 (Carathéodory). Essei S c R eine Teilmenge. Jeder Punkt der konvexen Hiille von
S ist eine Konvexkombination von hochstens d + 1 Punkten aus S.

Beweis. Sei x = ayy; + -+ + &y ¥m eine Konvexkombination von Punkten yy,...,y,, € S
und angenommen m > d + 1. Wir miissen zeigen, dass wir x auch durch eine kiirzere
Konvexkombination erhalten kénnen.

Betrachte das homogene lineare Gleichungssystem

Myr+-+Ay, =0 und M+-+1,=0

in m reellen Unbestimmten Ay, ..., A,,. Da die y; aus R sind, hat dieses System d + 1 Glei-
chungen und somit nach Voraussetzung weniger als die Anzahl der Unbestimmten. Es gibt
also eine nicht-triviale Losung A,, ..., A,,. Da sich die A; zu 0 summieren aber nicht alle 0

sind, gibt es mindestens ein i mit A; > 0. Sei

‘x.
= i = /\,‘ 0
T mm{/\i [ A > }

Bi=a;—1A; fuiri=1,...,m.
Es gelten nun f; > a; — 34, =0, X1, fi = X% o — 7 X% A = 1und

und setze

Biyi+ -t BmYm =+ + Y — (A1 + -+ A Ym) = X
Wir haben die Darstellung dabei tatsdchlich verkiirzt: Denn sei j ein Index mit 7 = %,
dann ist nach Konstruktion f3; = 0, so dass wir y; weglassen konnen. O

Die d + 1 Punkte im Satz von Carathéodory hingen natiirlich von x ab. Sonst wiirde
der Satz ja zeigen, dass jede konvexe Menge ein Polytop ist. Aber auch fiir Polytope konnen
die Punkte im allgemeinen nicht unabhéngig von x gewéhlt werden. Das zeigt schon das
Beispiel eines Rechtecks in der Ebene als konvexe Hiille seiner vier Eckpunkte.

Ubung 1.6. Die Schranke im Satz von Carathéodory ist die bestmdgliche: Fiir jedes d > 0 gibt es
eine Teilmenge S von R? und einen Punkt x € conv(S), der nicht als Konvexkombination von d
Punkten aus S geschrieben werden kann.

Ubung 1.7. Eine Teilmenge S ¢ R heiflt wegzusammenhingend wenn es zu je zwei Punkten x, y €
S eine stetige Abbildung ¢:[0,1] - R¥ gibt derart, dass ¢(0) = x, ¢(1) = y und ¢(t) € S fiir alle
t € [0,1]. Zeige: Ist S die Vereiningung von hochstens d wegzusammenhingenden Teilmengen von
R¥, dann ist jeder Punkt in conv(S) eine Konvexkombination von hochstens d Punkten aus S.

Korollar 1.4. Die konvexe Hiille einer kompakten Teilmenge von R ist kompakt.

Beweis. Sei S ¢ R? eine kompakte Teilmenge und sei A; ¢ R4 der d-dimensionale
Standard-Simplex, wie oben definiert. Dieser ist kompakt und damit auch das kartesische
Produkt S9! x A;. Definiere nun die Abbildung ®: S9! x A; — R¥ durch

O(U, .. Ugs A1y o5 Bgy1) = MUy + o + Kgqlhga.

Das Bild von @ ist offensichtlich in conv(S) enthalten und der Satz von Carathéodory sagt
gerade, dass @ surjektiv auf conv(S) abbildet. Da @ stetig ist und stetige Bilder kompakter
Mengen kompakt sind, folgt die Behauptung. O

Ubung 1.8. Gib ein Beispiel einer abgeschlossenen Teilmenge von R?, deren konvexe Hiille nicht
abgeschlossen ist.
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1.3. DIE SATZE VON RADON UND HELLY

Mit einer dhnlichen Idee wie im Beweis des Satzes von Carathéodory kann man noch
einen anderen schonen Satz zeigen:

Satz 1.5 (Radon). Essei S c R? eine Menge von mindestens d + 2 Punkten. Dann gibt es zwei
Teilmengen R c S (,rote Punkte“) und B c S (,blaue Punkte“) derart, dass

RnNnB=g und conv(R) nconv(B) + @.
Beweis. Seien y, ..., ym € S verschiedene Punkte, m > d + 2. Betrachte wieder das homo-
gene lineare Gleichungssystem
Myr++ Ay, =0 und AM++1,=0,
das wegen m > d + 2 eine nicht-triviale Losung 1, ..., A, besitzt. Setze
Ig={i|A;>0} und  Iz={i|A; <0}
und
R={yilielz} und  B={y|Iels}.

Natiirlich gilt Rn B = @. Sei B = ¥, Ai» dann folgt 3°,.; = -, da sich die A; zu 0
summieren. Da aufSerdem Ay y; + -+ + A,y = 0 gilt, folgt

Ai Ai

Z Aiyi = Z(—/\,-)yi und damit Z —yi= Z _—y,-.
ielg ielp ielp ﬁ ielp ﬁ
Also ist conv(R) nconv(B) + @. O

Beispiel 1.6. Fiir vier Punkte in der Ebene gibt der Satz von Radon die folgende Dicho-
tomie: Entweder einer von ihnen liegt in der konvexen Hiille der anderen drei, oder sie
lassen sich in zwei Paare aufteilen, deren Verbindungsstrecken sich schneiden.

Satz 1.7 (Helly). Es seien C,, ..., C,, konvexe Teilmengen von R?, m > d + 1. Angenommen

jede Wahl von d + 1 dieser Mengen hat einen nicht-leeren Schnitt, d.h. es gelte
Cyn---nC;,, +#@  fiiralleverschiedenen iy, ...,iq € {1,...,m}.

Dann gilt auch

Cin---nC,, %@

Beweis. Der Beweis benutzt den Satz von Radon und Induktion nach m, beginnend mit
m =d +1. Fiir m = d + 1 ist die Folgerung gleich der Voraussetzung und die Aussage damit
wahr. Sei m > d + 1. Fiir jedes i = 1,..., m kdnnen wir einen Punkt p; aus ;.; C; wihlen,
denn dieser Durchschnitt ist nach Induktionsvoraussetzung nicht leer. Falls es j # i mit
pi = p; gibt, so gilt p; € N2, C; und wir sind fertig. Andernfalls gibt es nach dem Satz von
Radon eine disjunkte Unterteilung {py,..., p,n} = RU B und einen Punkt

p € conv(R) n conv(B).
Wir zeigen, dass dieser magische Punkt p in allen C; enthalten ist: Es gilt R c C; fiir alle i
mit p; ¢ R und analog B c C; fiir alle i mit p, ¢ B. Da die Mengen C; konvex sind, folgt

peconv(R)c () C und  peconv(B)c () C.
i:pi$R flpi$B
Wegen R n B = & folgt daraus die Behauptung. O

I"Jbung 1.9. Finde ein Beispiel einer unendlichen Familie C;, C,, ... von konvexen Mengen derart,
dass je d + 1 von ihnen einen nicht-leeren Schnitt haben, aber trotzdem N7, C; = & gilt.
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2. TRENNENDE HYPEREBENEN

2.1. HYPEREBENEN

Definition 2.1. Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — R heif3t
lineares Funktional auf V. Der Vektorraum Hom(V,R) aller linearen Funktionale auf V
heiflt der Dualraum von V und wird mit Vv bezeichnet. Eine Teilmenge H von V heifst
Hyperebene in V, falls es ein lineares Funktional € # 0 auf V gibt und ein a € R mit

H:{veV|€(v):oc}.

Der Vorteil dieser abstrakten Definition von Hyperebene ist, dass sie auch fiir unendlich-
dimensionale Vektorraume sinnvoll ist. Im endlich-dimensionalen Fall gibt es bekanntlich
eine ganze Reihe dquivalenter Beschreibungen:

(1) Eine Hyperebene H in R? ist ein affin-linearer Unterraum der Dimension d — 1.
D.h,, es gibt einen linearen Unterraum U der Dimension d —1 und ein b € R¢ mit

H:U+b:{u+b|ueU}.
Es gilt dann H = U + b’ fiir jedes b’ € H, die Wahl des Basispunkts b spielt also
keine Rolle. Ist H = {v € V| €(v) = a} wie oben, so gilt U = ker(¢) und a = €(b).
(2) Die Hyperebene H ist auch die Losungsmenge einer einzelnen linearen Gleichung
cxp + -+ + cgxg = a mit Koefhizientenvektor ¢ € R4 \ {0} und Variablenvektor x.
Dann ist U der Losungsraum des homogenen Systems (also mit 0 auf der rechten
Seite) und b eine spezielle Lésung.

(3) Wir kénnen auch ¢;x; + -+ + ¢4x4 = (¢, x) als Skalarprodukt schreiben. Weil U die
Dimension d -1 hat, ist das orthogonale Komplement eindimensional, d.h. es gilt

U ={xeR?|(x,u)=0firalleu € U} = span(c)
und damit U = span(c¢)* und
H={xeR?|{c,x)=(c,b)}.
Das Funktional ¢ wie in der Definition bekommen wir dann als £(x) = (x,c¢)
zuriick, und es gilt o = (c, b).

Essei H={v e V|€(v) = a} mit £ # 0 eine Hyperebene in einem reellen Vektorraum
V. Dann definieren wir

H,={veV|t(v)>a} und H ={veV|t(v)<a}

und nennen H, und H_ die durch H bestimmten offenen Halbrdume. Die Notation ist
etwas missbrauchlich, denn wenn man ¢ durch —¢ und « durch -« ersetzt, dann dndert
sich H nicht, aber H, und H_ werden vertauscht. Die Notation ist also nur gerechtfertigt,

11



12 2. TRENNENDE HYPEREBENEN
nachdem ¢ festgelegt wurde. Wir verwenden sie aber auch, wenn das Vorzeichen einfach
keine Rolle spielt. Weiter definieren wir auch noch
H,={veV|e(v)>a} und  H_={veV]|e()<a},
die abgeschlossenen Halbrdume. Und noch ein paar nachldssige Kurzschreibweisen:
H={¢=a} H, ={¢>a} usw.
Regeln 2.2. Es gelten
V=HwH,wH_ und H=H,nH..
Fir V = RY ist auflerdem H, der (topologische) Abschluss von H,, wie durch die Bal-

kennotation suggeriert wird, und H der Rand von H,; entsprechend fiir H_. (An diese
topologischen Begriffe wird im nachsten Abschnitt erinnert).

2.2. DIMENSION UND TOPOLOGIE IM EUKLIDISCHEN RAUM

Es sei § ¢ R eine Teilmenge. Erinnerung: Das Innere von S besteht aus allen Punkten
x € S fiir die es € > 0 mit B.(x) c S gibt und wird mit int(S) bezeichnet. Dabei ist B.(x) =
{y e R4 |||y — x|| < €} die offene Kugel mit Radius ¢ um x. Der Abschluss clos(S) von § ist
das Komplement von int(R? \ S) und der Rand von S ist dS = clos(S) \ int(S).

Ubung 2.1. Sei C c R? eine konvexe Teilmenge. Zeige:
(1) Seiug € int(C). Fiir jedes u; € C und jedes 0 < o < 1 gilt uy := (1 - a)ug + au € int(C).
Hinweis. Betrachte das folgende Bild:

Uo Ug u

(2) Die Menge int(C) ist konvex.
(3) Istint(C) # &, so gilt C c clos(int(C)).

Die Dimension dim(C) einer konvexen Teilmenge C = conv(S) von R ist die Dimen-
sion des kleinsten affinen Unterraums von R, der C enthilt. Dieser ist genau
k k
aff(S) = {Zaivi | Vi sk €S, apy ..o € Rmit ) o =1, keN},
i=1 i=1
die affine Hiille von S. Ihre Elemente heifSen die Affinkombinationen von Punkten von S.
Der Unterschied zu den Konvexkombinationen besteht darin, dass die «; hier auch negativ
sein diirfen. Die affine Hiille ist ein affiner Unterraum, also ein verschobener linearer Un-

terraum, wie oben. Ihre Dimension ist per Definition genau jene des Unterraums. Details,
die man sich hierzu tiberlegen muss, stecken in der folgenden Ubung:

Ubung 2.2. Essei$ c RY eine Teilmenge. Fiir jedes u € aff (S) ist dann L := aff (§) —u := {v—u | v €
aff (S)} ein linearer Unterraum, der nicht von der Wahl von u abhingt. Die Dimension von aff (S)
ist per Definition die Dimension von L. Es gilt dann also dim(conv(S)) = dim(aff(S)) = dim(L).

Wir brauchen den folgenden, sehr anschaulichen, Zusammenhang zwischen Dimen-
sion und Topologie:
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Proposition 2.3. Eine konvexe Teilmenge von R? hat genau dann die Dimension d, wenn
ihr Inneres nicht leer ist.

Beweis. Sei C c R? konvex. Falls int(C) # &, dann kénnen wir ohne Einschrinkung 0 €
int(C) annehmen. Es gibt dann ¢ > 0 mit B.(0) c C, also ist span(C) > span(B.(0)) = R¢,
so dass C die Dimension d hat. Fiir die umgekehrte Richtung gelte dim(C) = d. Wieder
konnen wir 0 € C annehmen, also aff (C) = span(C) und dim(span(C)) = d. Dann gibt
es d linear unabhéngige Punkte x;,...,x; € C, und es geniigt zu zeigen, dass das Poly-
top P = conv(0,x;,...,x;) nicht-leeres Inneres besitzt. Es gilt P = {¥ a;x; | Zf:l a; <
lund a; > Ofiirallei =1,...,d}. Dadiex;, ..., x, eine Basis von R? sind, hat jedes v € R¢
eine eindeutige Darstellung v = Y%, a;x; und die o; héingen stetig von v ab. Daraus folgt
int(P) = {X a;x; | X%, a; <1lund o; > Ofirralle i =1,...,d} # @. O

Definition 2.4. Es sei C ¢ R eine konvexe Menge und L = aff(C). Das relative Innere
relint(C) von C ist das Innere von C als Teilmenge von L = R4m(L), Explizit heifit das

relint(C) = {x e C|3e > 0:B,(x)n L c C}.
Damit ist das Folgende eine direkte Konsequenz von Prop. 2.3 und Ubung 2.1:

Korollar 2.5. Das relative Innere einer konvexen nicht-leeren Teilmenge von R ist ebenfalls
konvex und nicht leer. O

Definition 2.6. Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge A von V heif3t algebraisch
offen, wenn AnL fiir jede Gerade L in V eine offene Teilmenge von L ist. Ist C c V konvex,
so heifit dies explizit das Folgende: Fiir jede parametrisierte Gerade

L={v+tu|7eR}, u,veR%, uz0
in V gebeesa, € Ru {00, -0} mit a < 3 derart, dass
CnL={v+tula<t<p}.
(Dabei ist « > 3 auch erlaubt und entspricht dem Fall Cn L = @).

Ubung 2.3.

(1) Zeige, dass eine konvexe Teilmenge von R genau dann offen ist, wenn sie algebraisch
offen ist.

(2) Gib ein Beispiel einer nicht-konvexen Teilmenge von R? die algebraisch offen ist, aber
nicht offen.

2.3. DER ISOLATIONSSATZ

Definition 2.7. Es seien A, B c V zwei Teilmengen und H = {¢ = a} eine Hyperebene.
Wir sagen,

o H trennt A und B, falls

(AcH, und BcH.) oder (AcH. und BcH,).
o H trennt A und B strikt, falls

(AcH, und BcH.) oder (AcH. und BcH,).

o H isoliert A, falls A und @ von H getrennt werden, also A ¢ H, oder Ac H_.
o H isoliert A strikt, falls Ac H, oder Ac H_.
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Satz 2.8 (Isolationssatz). Sei V ein reeller Vektorraum und C c V eine algebraisch offene
konvexe Teilmenge. Zu jedem Punkt u € V ~ C existiert eine Hyperebene durch u, die C
strikt isoliert.

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir # = 0 annehmen. Wir nehmen weiter dim(V') >
2und C # @ an, denn in den iibrigen Fillen ist die Aussage trivial.

Wir behandeln zunichst ziemlich explizit den Fall V = R2. Sei S = {x € R? | ||x|| = 1}
der Einheitskreis und sei ¢: R\ {(0,0) } — S die radiale Projektion x + x/||x||. Da C offen
und zusammenhingend ist, ist ¢(C) ein offener Kreisbogen

¢(C) = {(cosS,sinS) |a <9< B}

fir o, € [0,27). (Bild!) Da C konvex ist und 0 ¢ C, muss die Bogenlinge von ¢(C)
kleiner als 7 sein, zu jedem v € ¢(C) liegt also der Antipodenpunkt —v nicht in ¢(C). Ist
nun v € d¢p(C) und H die Gerade durch u = 0 und v, so wird C durch H strikt isoliert.

Seinun dim(V') > 2 und P eine 2-dimensionale Ebene durch 0 in V. Der Durchschnitt
P n C ist eine konvexe, algebraisch offene Teilmenge von P = R?, die 0 nicht enthlt. Wie
bereits gezeigt gibt es also eine Gerade L ¢ P mit 0 € L und L n C = @. Wihle nun einen
linearen Unterraum H von V, der maximal ist bzgl. der Eigenschaft Hn C = @. D.h. wenn
H'’ ein linearer Unterraum von V ist mit H ¢ H' und H' n C = @, dann gilt H' = H. Die
Menge aller solcher Unterrdume ist nicht-leer, denn sie enthilt die Gerade L. Die Existenz
eines maximalen solchen Unterraums folgt damit aus dem Zornschen Lemma.

Wir miissen zeigen, dass H eine Hyperebene ist. Wegen C + @ ist H # V. Sei p: V —
V/H die Abbildung auf den Quotientenvektorraum. Angenommen H ist keine Hyperebe-
ne, dann gilt dim(V/H) > 2, und man tiberzeugt sich, dass p(C) eine konvexe, algebraisch
offene Teilmenge von V' /H ist. Wir konnen also wieder unsere Konstruktion oben anwen-
den, d.h. es gibt eine Gerade L ¢ V/H mit 0 € L und L n p(C) = @. Dann ist das Urbild
G = p7}(L) ein linearer Unterraum von V mit GNC = gund H ¢ G, ein Widerspruch. [

Ubung 2.4. Zeige: Jede Hyperebene, die eine algebraisch offene Menge isoliert, isoliert diese strikt.

Der Isolationssatz ist der Ausgangspunkt fiir viele Trennungssitze, die es in zahlreichen
Varianten gibt. Die Frage, unter welchen Voraussetzungen zwei konvexe Mengen getrennt
oder strikt getrennt werden konnen, kann subtiler sein, als man zunéchst glauben mochte,
vor allem in unendlicher Dimension. Siehe dazu etwa folgendes Beispiel:

Ubung 2.5. Sei V = R[¢] der Vektorraum der Polynome in einer Variablen ¢ und sei C die Teil-
menge aller Polynome mit strikt positivem Leitkoeffizient. Zeige:

(1) Die Teilmenge C ist konvex und nicht algebraisch offen.

(2) Es gibt keine Hyperebene H durch 0, die C isoliert.

Definition 2.9. Es sei C c R? eine konvexe Teilmenge und sei u € dC. Eine Hyperebene
durch u, die C isoliert, wird Stiitzhyperebene in u an C genannt.

Korollar 2.10. Es sei C c R? eine konvexe Teilmenge. Zu jedem u € 0C existiert eine Stiitz-
hyperebene in u an C.

Beweis. Wir konnen int(C) # @ annehmen. Andernfalls ist C nach Satz 2.3 in einem affi-
nen Unterraum U enthalten, und jede Hyperebene, die U enthilt, isoliert C. Nach Ubung
2.1 ist int(C) eine konvexe Menge und nach Ubung 2.3 auch algebraisch offen. Deshalb
konnen wir den Isolationssatz anwenden und erhalten zu u € dC eine Hyperebene H durch
u, die int(C) strikt isoliert, etwa int(C) c H,. Es folgt dann C c clos(int(C)) c clos(H, ) =
H, (siehe Ubung 2.1(3)), also wird C durch H isoliert. O
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2.4. EXKURS: DER SATZ VON KIRCHBERGER

Im Zusammenhang mit trennenden Hyperebenen diskutieren wir noch kurz eine An-
wendung des Satzes von Helly (1.7) aus der ersten Woche.

Satz 2.11 (Kirchberger). Es seien R, B c R? zwei endliche Teilmengen. Angenommen, die
folgende Bedingung ist erfiillt: Fiir jede Teilmenge S von R U B mit hochstens d + 2 Punkten
gibt es eine Hyperebene H in R?, die S n R und S n B strikt trennt. Dann gibt es auch eine
Hyperebene H die R und B strikt trennt.

Beweis. Fiir jeden Punkt r € R, definiere
A, ={(c,a) eR*™ | (c,r) < a}
und analog fiir b € B:
By ={(c,a) e R [ {c, 1) > a}.
Diese Mengen codieren genau die Hyperebenen, die uns interessieren: Einem Paar (¢, )

mit ¢ # 0 ordnen wir die Hyperebene {x € R?| (¢, x) = a} zu.
Die Mengen A, und B, sind konvex, fiir alle r € R, b € B. Der Satz von Helly sagt, dass

der Durchschnitt
reR beB

(0.2)(0,m)

tiir jede Teilmenge S ¢ Ru B aus hochstens d + 2 Punkten nicht leer ist. Die Teilmengen A,
und B, sind offen. Endliche Durchschnitte dieser Mengen sind daher auch offen. Es folgt,

dass der Durchschnitt
( € ) ( )
reRNS beBNS

genau dann nicht leer ist, wenn er einen Punkt (¢, «) mit ¢ # 0 enthilt. Ein solcher Punkt
entspricht genau der Hyperebene H = {x € R?| (¢, x) = a}, welche Rn S und Bn S strikt
trennt. O

genau dann nicht leer ist, wenn

Beispiel 2.12. Seien R, B c R? zwei Teilmengen der Ebene. Nach dem Satz von Kirchber-
ger konnen R und B genau dann nicht durch eine Gerade getrennt werden, wenn es vier
Punkt § ¢ R u B gibt, die sich bereits nicht trennen lassen. Man kann sich tiberlegen, dass
das genau dann der Fall ist, wenn die vier Punkte qualitativ eine der folgenden drei Konfi-
gurationen A,B,C bilden:

@) ©) [ ] [ ] [ ]

(A) (B) (©)
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3. SEITEN UND EXTREMALPUNKTE

Es sei immer V ein reeller Vektorraum.

Definition 3.1. Sei C c V konvex.

(1) Eine konvexe Teilmenge F von C heif3t Seite von C, falls folgendes gilt: Sind u, v €
Cund A € (0,1) mit Au+(1-A)v € F,dann gilt u € F und v € F. Eine Seite F heif3t
echt, falls » ¢ F ¢ C gilt.

(2) Ist u € C ein Punkt derart, dass {u} eine Seite von C ist, so heiflt u ein Extremal-
punkt von C. Die Extremalpunkte sind also genau die nulldimensionalen Seiten.
Die Menge aller Extremalpunkte von C wird mit ex(C) bezeichnet.

Beispiel 3.2. Sei A = conv(ey,...,es,1) der d-dimensionale Standardsimplex in R4*!, Die
Seiten von A sind genau die k-dimensionalen Simplizes
A =conv(e;,...,e;.,) fur I=Ai,....igmpc{lL....,d+1}, [[|=k+1, k<d

Dabei entspricht der Fall k = d —1 genau den Facetten, also dem, woran man bei dem Wort
Seite zuerst denkt. Die Extremalpunkte sind gerade die Eckene; (i =1,...,d +1).

Ubung 3.1.
(1) Zeige, dass man in der Definition von Seite immer A = % nehmen kann. D.h. F ist genau
dann eine Seite, wenn gilt: Fiir alle u, v € C mit %(u +v)eFgiltue Fundv e F.
(2) Sei S c V eine Teilmenge. Zeige, dass u € V genau dann ein Extremalpunkt von conv(S)
ist, wenn u € S und u ¢ conv(S ~ {u}).

(Jbung 3.2. Jede Seite einer Seite von C ist eine Seite von C.

Ubung 3.3. Essei C c V konvex.
(1) Fiir jede Seite F von C gilt F = aff (F) n C.
(2) Sei V = R Sind F,F’ zwei Seiten von C mit F’ ¢ F, so folgt dim(F’) < dim(F).
(3) Sei V = R%. Jede echte Seite von C ist in 0C enthalten.

Proposition 3.3. Sei C c V konvex und H eine Hyperebene in V, die C isoliert. Dann ist
H n C eine Seite von C.

Beweis. Essei F = Hn C, wobei H={¢€=a} mitfe V¥ und a € R. Da C durch H isoliert
wird, gelte 0.E. C c H_, also €(v) < a fiirallev € C. Sind u,v € C mit 1 (u +v) € F, so folgt
a=0(3(u+v)) = 1(8(u)+£€(v)). Wegen £(u), £(v) < a folgt daraus €(u) = £(v) = a. (Dies
heif3t gerade, dass a ein Extremalpunkt des Intervalls (—oo, o] ist.) Also gilt u,v € F. [

Definition 3.4. Es sei C c V konvex. Eine Seite F von C heift exponiert, wenn es eine
Hyperebene H in V gibt, die C isoliert und Hn C = F erfillt. Die trivialen Seiten @ und C
definiert man ebenfalls als exponiert.

17
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Warnung 3.5. Die Terminologie in der Literatur ist an dieser Stelle nicht einheitlich. Viele
Quellen, darunter auch das Buch von Barvinok, bezeichnen mit Seite (,,face*) das, was wir
exponierte Seite nennen. Auflerdem ist es tiblich, in der Definition von Seite vorauszuset-
zen, dass C abgeschlossen ist. Das tun wir nur deshalb nicht, um uns nicht schneller als
notig auf endlich-dimensionale Rdume festzulegen.

Beispiel 3.6. Es gibt auch nicht exponierte Seiten, sogar nicht-exponierte Extremalpunkte:
Die konvexe Menge im Bild wird rechts durch die Kurve y = x3
begrenzt und unten durch die x-Achse. Der Nullpunkt ist ein
nicht-exponierter Extremalpunkt, denn die x-Achse ist die ein-

x zige Stiitzgerade durch den Nullpunkt. Sie schneidet aber eine
groflere Seite aus.

Als Folgerung aus dem Isolationssatz 2.8 ergibt sich aber immerhin noch Folgendes:

Korollar 3.7. Sei C c R eine abgeschlossene konvexe Teilmenge mit nicht-leerem Inneren
und sei x € dC ein Randpunkt. Dann ist x in einer echten exponierten Seite von C enthalten.

Beweis. Nach Kor. 2.10 gibt es eine Stiitzhyperebene H an C in x. Dann ist F = Cn H eine
exponierte Seite von C. Wegen int(C) # @ und int(C) n H = @ ist F echt. O

Verzichtet man auf die Forderung nach Exponiertheit der Seite, so gilt sogar:

Proposition 3.8. Sei C c R? eine abgeschlossene konvexe Teilmenge und x € C ein Punkt.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Seite von C, die x in ihrem relativen Inneren enthiilt.
Diese ist genau die kleinste Seite von C, die x enthiilt.

Beweis. Ist F die Menge aller Seiten von C, die x enthalten, so iiberzeugt man sich, dass
F = N F wieder eine Seite ist. Offenbar ist F die kleinste Seite von C, die x enthalt. Wegen
Ce FistF # @.Essei U = aff (F) die affine Hiille von F. Nach Definition gilt x € relint(F)
genau dann, wenn x im Inneren von F in U = R4™(F) Jiegt. Andernfalls ist x ein Randpunkt
von F in U. Nach Kor. 3.7 ist x also in einer echten (exponierten) Seite von F in U enthalten.
Diese ist nach Ubung 3.2 auch eine Seite von C, im Widerspruch zur Minimalitit von F.
Die Eindeutigkeit von F sieht man wie folgt: Ist F’ eine weitere Seite von C mit x € F, so
folgt F c F’ nach Definition von F. Ist F’ # F, so ist F eine echte Seite von F’, so dass x
nicht in relint(F’) liegen kann (Ubung 3.3(3)). O

Proposition 3.9. Jede echte Seite einer abgeschlossenen konvexen Teilmenge von R¥ ist in
einer echten exponierten Seite enthalten.

Beweis. Sei F c C eine echte Seite und sei x € relint(F) (beachte Kor. 2.5). Nach Kor. 3.7 gibt
es eine echte exponierte Seite F’ von C, die x enthilt. Dann gilt F ¢ F’, denn andernfalls
wire F N F' eine echte Seite von F, die x enthalt, im Widerspruch zu x € relint(F). O

Korollar 3.10. Sei C ¢ R? konvex und abgeschlossen. Jede Seite der Dimension dim(C) -1
von C ist exponiert.

Beweis. Sei F c C eine Seite mit dim(F) = dim(C)-1. Nach Aufgabe 3.3(2) ist F die einzige
echte Seite von C, die F enthélt und damit nach Prop. 3.9 exponiert. O

Korollar 3.11. Jede Seite einer abgeschlossenen konvexen Teilmenge von R ist abgeschlossen.

Beweis. Sei C c R? konvex und abgeschlossen und F c C eine Seite. Wir fithren Induktion
nach n = dim(C) - dim(F). Fir n = 0 ist C = F nach Aufgabe 3.3(2). Fiir n > 1 ist F nach
Prop. 3.9 in einer echten exponierten Seite F’ von C enthalten. Da F’ echt ist, gilt dim(F’) -
dim(F) < n. Nun ist F" abgeschlossen, also auch F nach Induktionsvoraussetzung. O
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Nicht jede abgeschlossene konvexe Menge besitzt einen Extremalpunkt, wie man schon
am Beispiel eines linearen Unterraums sieht. Der folgende Satz sagt jedoch, dass dies in
einem gewissen Sinn die einzige Art von Beispiel ist:

Proposition 3.12. Sei C c RY eine nicht-leere abgeschlossene konvexe Teilmenge. Genau
dann besitzt C einen Extremalpunkt, wenn C keine Gerade enthiilt.

Beweis. Angenomen C enthilt keine Gerade. Wir benutzen Induktion nach d. Fir d = 0
ist nichts zu zeigen, sei also d > 0. Wegen Prop. 2.3 konnen wir annehmen, dass C nicht-
leeres Inneres besitzt; andernfalls konnen wir R durch aff (C) ersetzen und die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden. Sei x € C und sei L eine beliebige Gerade durch x. Nach
Voraussetzung gilt @ # L n C ¢ L. Sei x € L ein Randpunkt des Intervalls C n L. Offenbar
gilt x € dC. Nach Kor. 3.7 gibt es eine echte Seite F von C, die x enthilt. Nun ist F eine
abgeschlossene konvexe Teilmenge, die keine Geraden enthélt mit dim(F) < dim(C) = d.
Nach Induktionsvoraussetzung hat F einen Extremalpunkt x, der nach Ubung 3.2 auch ein
Extremalpunkt von C ist.

Umgekehrt enthalte C die Gerade L = {u + 7v| 7 € R}. Es sei x € C, dann zeigen wir,
dass x kein Extremalpunkt von Cist. Es gilt A(u+ mv) + (1-A)x = Au+ (1-A)x+Arv e C
fur alle A € (0,1) und alle 7 € R. Mit 7/ = A7 gilt damit auch

A+ (1-A)x+7veC

fir alle 7" € R. Da C abgeschlossen ist, folgt x + 7'v € C fiir alle 7’ € R. Insbesondere ist x
kein Extremalpunkt. O

Ubung 3.4.
(1) Zeige, dass die Menge der Extremalpunkte einer abgeschlossenen konvexen Teilmenge
von R? abgeschlossen ist.
(2) Uberlege, wie ein Gegenbeispiel fiir die analoge Aussage in R> aussehen kénnte. (Spiter
werden wir ein exakt durch Ungleichungen beschriebenes Gegenbeispiel sehen.)

Zum Abschluss noch der folgende zentrale Satz im endlich-dimensionalen Fall:

Satz 3.13 (Krein-Milman). Eine kompakte und konvexe Teilmenge von R? ist die konvexe
Hiille ihrer Extremalpunkte.

Beweis. Sei K ¢ RY kompakt und konvex. Wir beweisen die Aussage mit Induktion nach
d.Fird = 0istesklar, es seialso d > 0. Falls int(K) = &, dann ist K nach Prop. 2.3 in einem
echten affinen Unterraum enthalten und die Aussage folgt nach Induktionsvoraussetzung.
Wir kénnen also int(K) # @ annehmen. Es sei u € K. Wir miissen zeigen, dass u eine
Konvexkombination von Extremalpunkten ist. Falls u € dK, dann gibt es nach Kor. 2.10
eine echte Seite F von K mit u € F. Es gilt dim(F) < dim(K), deshalb folgt die Behauptung
wieder nach Induktionsannahme.

Es bleibt der Fall u € int(K). Sei L ¢ R? eine Gerade mit u € L. Dann ist L n K ein
Intervall in L, etwa L N K = [a, b] mit a, b € dK. (Hier brauchen wir, dass K kompakt ist.)
Wieder sind a, b in echten Seiten enthalten, also a, b € conv(ex(K)) nach Induktionsvor-
aussetzung. Da u eine Konvexkombination von a und b ist, folgt die Behauptung. O

Der Beweis ist deshalb so einfach, weil wir uns auf den Fall V = R9 beschrinkt haben.
Er illustriert aber sehr gut die Niitzlichkeit von Seiten (und damit letztlich des Isolations-
satzes) in Induktionsbeweisen. Der volle Satz von Krein-Milman gilt auch in unendlich-
dimensionalen Raumen (mit einem geeigneten Begriff von Kompaktheit) und ist deutlich
schwieriger zu beweisen.
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4. POLYEDER

4.1. DIE SEITENSTRUKTUR VON POLYEDERN

Wie aus der Einleitung bekannt, ist ein Polyeder eine konvexe Teilmenge von R¢, die
durch endlich viele lineare Ungleichungen beschrieben ist.

Definition 4.1. Die Extremalpunkte eines Polyeders heiflen Ecken und die eindimensio-
nalen Seiten Kanten. Die Seiten von Codimension 1 heiflen Facetten. (Dabei bedeutet Co-
dimension 1, dass dim(F) = dim(P) — 1 ist, wobei P das Polyeder und F die Facette ist.)

Satz 4.2 (Seitenstruktur von Polyedern). Es sei

P= {xeRd | {ci,x) < By ... (ckr x) Sﬁk},

ein Polyeder in R?, wobei cy, ..., c; € R und By, ..., Bx € R. Fiir jedes x € R? sei

I(x)={ie{l,....k}|{cix) =B}

die Indexmenge der in x aktiven (d.h. also verschwindenden) Ungleichungen.
(1) Seiu € P. Dann ist

F(u) ={xeP|I(u) cI(x)}
eine exponierte Seite von P mit relint(F) = {x € P|I(u) = I(x)}.
(2) Das Polyeder P hat nur endlich viele Seiten, und diese sind alle exponiert.
(3) Seiu € Pund L(u) = span{c; |i € I(u)}. Es gilt aff (F(u)) — u = L(u)* und damit

dim(F(u)) =d - dim(L(u)).

Insbesondere ist u genau dann eine Ecke, wenn L(u) = R gilt.

(4) Sind F" c F zwei nicht-leere Seiten von P mit dim(F"") < dim(F) -2, so gibt es eine
Seite F’ mit dim(F"") < dim(F’) < dim(F) und F" c F' c F.
Genauer gilt: Sei e = dim(P) > 2 und seien h, k ganze Zahlen mit 0 < h < k < e. Ist
F eine h-dimensionale Seite von P, so ist F der Durchschnitt aller k-dimensionalen
Seiten von P, die F enthalten, und es gibt mindestens k — h + 1 solche Seiten.

Beweis. (1) Esseic = Xcru) i B = Lierqwy fiund H = {x € R¥|(c, x) = B}. Nach Definition
gelten P ¢ H_ und F(u) = H n P, also ist F(u) eine exponierte Seite von P. Ist x € F
mit I(x) = I(u), so folgt (c¢;,u) < fB; fiir alle i ¢ I(u). Also gibt es ¢ > 0 derart, dass
B.(u) n H c F(u) gilt, also x € relint(F(u)).

(2) Sei F eine Seite von P. Fiir F = & ist nichts zu zeigen. Andernfalls, sei u € relint(F).
Dann ist F nach Prop. 3.8 die eindeutig bestimmte Seite von P, die u im relativen Inneren
enthilt. Also ist F = F(u) und damit exponiert nach (1). Ferner hiangt F nur von I(u) ab,
und fiir I(u) gibt es abhidngig von u nur endlich-viele Moglichkeiten.
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(3) Sei x € aff(F(u)), etwa x = Y, a;x; mit x; € F(u) und Y &; = 1. Dann gilt fiir
alle i € I(u): (ci,x) = L aj{cixj) = Y ajfi = i = (ci,u). Also (c;,x —u) = 0 fir alle
i € I(u) und damit x — u € L(u)*. Damit ist aff (F(u)) —u c L(u)* gezeigt. Umgekehrt,
seix e L(u)t.Furi=1,...,kundjedes € € R gilt dann

) = B; falls i € I(u)
{ciru+ex) = (ci,u) is(c"’x>{ <Pi+e(ci,x) fallsi¢I(u).

Daraus folgt u + ex € F(u) fur hinreichend kleines € > 0 und damit auch x € aff (F(u)) —u.

(4) Indem wir wie iiblich R? durch aff(P) ersetzen, konnen wir e = d und damit
int(P) # @ annehmen.

Es sei F eine Seite von P mit dim(F) < dim(P) — 2. Wir kénnen 0 € F annehmen und
setzen U = aff (F) = span(F) und h = dim(F) = dim(U). Es sei H eine Hyperebene in R?
mit F = Hn P. Durch einen geeigneten Koordinatenwechsel auf R¥ kénnen wir erreichen,
dass H={xeR%|(e;,x) =0} ={xeR¥|x, =0}, U={xeR¥|x; = =x45, =0} und
P c H, gelten. Fiir jedes ¢ € [0, 7r), setze nun

vy = (sin(g), cos(¢),0,...,0)" e R?

und H, = {x € R?|(x,v,) = 0}. Dann ist Hy), = H und Ugye[o,) Hy = R?. Setze B =
{@ €[0,m)|Pc (H,),}. Indem wir gegebenenfalls H durch H,, fiir geeignetes ¢ ersetzen,
konnen wir auflerdem annehmen, dass Hynint(P) # & gilt. Die Menge B ist abgeschlossen
in [0, 7). Setze & = min(B) und f = max(B). Nach Konstruktion gilt dann 0 < « < 7/2 <
B < m. Nun zeigt man, dass F, = H, n P und Fg = Hp n P zwei echte Seiten von P sind,
die F strikt enthalten (und damit strikt groflere Dimension als F haben). Auflerdem gilt
F,nFg=F.

Wir zeigen nun die genauere Aussage im Satz durch Induktion nach d - h, beginnend
mit d — h = 2. In diesem Fall ist die Aussage gerade, dass F der Durchschnitt von zwei
Facetten ist, was wir gerade gezeigt haben. Es sei also d — h > 2. Wir betrachten dann
zunéchst den Fall d — k > 2. Indem wir das obige Argument anwenden, sehen wir, dass
es jedenfalls zwei verschiedene echte Seiten G; und G, von P mit F ¢ G;, i = 1,2 gibt.
Durch induktive Anwendung auf G; und G, sehen wir: Es gibt solche G; mit dim(G;) =
d — 1, d.h. F ist im Durchschnitt von zwei Facetten enthalten. Sei F; die Menge aller k-
dimensionalen Seiten von G;, die F enthalten. (Beachte, dass k < dim(G;) = d —1 gilt.)
Nach Induktionsvoraussetzung gelten F = N F; und | F;| > k — h fiir i =1,2. Da G, und G,
verschieden sind, gilt auflerdem F; # F,. (Dazu muss man tiberlegen, dass G; = aff (F;)
ist.) Da die Elemente von F, U F, alle k-dimensionale Seiten von P sind und |F, u F| >
k — h +1 gilt, ist die Behauptung bewiesen. Es bleibt noch der Fall k = d — 1: Sei dann G
die Menge der d — 2-dimensionalen Seiten, die F enthalten. Wir haben schon gezeigt, dass
F = NG und |G| = d — h —1 gelten. Nach dem Fall & = d — 2 oben, ist aulerdem jedes
G € G der Durchschnitt von zwei Facetten. Somit ist auch F der Durchschnitt aller dieser
Facetten. Da F die Dimension h, muss es auflerdem insgesamt mindestensd —h = k—h +1
solche Facetten geben. Damit ist alles gezeigt. O

Korollar 4.3. Essei P = {x e R? | (¢}, x) < Pu,..., (ck, x) < Bi} ein nicht-leeres Polyeder in
R4, wobei cy, ..., cx € R und By, . .., B € R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(1) P enthidlt keine Gerade.

(2) P besitzt eine Ecke.

(3) span(cy,...,cx) = R4
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Beweis. (1)< (2): gilt ganz allgemein nach Prop. 3.12; (2)=(3) folgt aus (3) im vorangehen-
den Theorem; (3)=>(1): Es sei L c P eine Gerade, etwa L = {u+71v | 7 € R} fiirv e R¥\ {0}.
Dann gilt also 8; > (c;,u + v) = (c;, u) + 7{c;,v) furallei = 1,..., k und 7 € R. Daraus
folgt (c;,v) =0 firallei =1,..., k. Also sind ¢}, . .., ¢k linear abhingig. O

Korollar 4.4. Jedes beschrinkte Polyeder ist ein Polytop, also die konvexe Hiille von endlich
vielen Punkten.

Beweis. Das folgt sofort aus Aussage (2) im vorangehenden Satz und dem Satz von Krein-
Milman 3.13. O

Die Umkehrung (Satz von Weyl-Minkowski) beweisen wir spater.

Ubung 4.1. Zeige, dass ein Polytop nur endlich-viele Seiten hat. (Mit Weyl-Minkowski folgt das
natiirlich aus der entsprechenden Aussage fiir Polyeder; es soll hier aber direkt gezeigt werden.)

Ubung 4.2. Zeige, dass ein Polyeder in R?, das durch k Ungleichungen beschrieben ist, héchstens
( Z) Ecken hat.

Ubung 4.3. Es sei C c R abgeschlossen und konvex. Zeige, dass C genau dann ein Polyeder ist,
wenn C nur endlich viele Seiten besitzt.

4.2. DAS BIRKHOFF-POLYTOP

Zur Illustration des Hauptsatzes beweisen wir einen Satz von Birkhoff-von Neumann
iber stochastische Matrizen.

Definition 4.5. Eine quadratische Matrix heif3t doppelt stochastisch, wenn sie nicht-negative
Eintrdge hat und alle Zeilen und Spalten sich zu 1 summieren. In Symbolen: Eine d x d-
Matrix A = (a;;) ist doppelt stochastisch, falls

d d
a;; >0, Zaikzl und Zakal
k=1 k=1

furallei,j=1,...,d erfillt sind.
Die Menge B, aller doppelt-stochastischen d x d-Matrizen heif3t das Birkhoff-Polytop; denn
per Definition ist B, ein beschranktes Polyeder und damit nach Kor. 4.4 ein Polytop.

Ubung 4.4. Essei U eine unitire d x d-Matrix (d.h. U hat Eintrige in C und es gilt UUT =1) und
sei B die Matrix mit Eintrdgen b;; = |u;;|*. Zeige, dass B doppelt stochastisch ist.

Ist 0 € Sy eine Permutation, so bestimmt ¢ die Permutationsmatrix X, = (x;;) mit
Eintrdgen x;; = 8;q()» also X;4(;) = 1 und x;; = 0 fiir alle j # o(i). Offenbar enthilt B, alle
Permutationsmatrizen der Grofle d.

Ubung 4.5. Zeige, dass die Permutationsmatrizen der Grofle d x d Extremalpunkte von B sind.

Satz 4.6 (Birkhoft-von Neumann). Die Ecken des Birkhoff-Polytops sind genau die Permu-
tationsmatrizen.

Beweis. Nach der vorangehenden Ubung sind alle Permutationsmatrizen Extremalpunkte
von B,. Die Umkehrung beweisen wir mit Induktion nach d. Fiir d = 1ist nichts zu zeigen,
denn B, = {1}. Sei also d > 1 und sei L der Unterraum von Mat(d x d,R) = R%’, der durch
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Bild des Permutations-Polytops P(a) fiir a = (1,2,3,4)T e R*.
Quelle: Barvinok, A course in Convexity [1], Seite 59.

die Gleichungen der Zeilen- und Spaltensummen definiert wird, also

d d
L= {Xz (xij) e R” | ink = Zxkj =1firallei,j= 1,...,d}.
k=1 k=1
Es gilt dim(L) = (d —1)?, da wir etwa die (d — 1)? Eintrdge im linken oberen (d - 1) x
(d —1)-Block frei wihlen und dann die Eintrage in der letzten Zeile und der letzten Spalte
daraus berechnen konnen: Sind x;; fiir alle i, j < d — 1 gegeben, so erhalten wir x,;, =
1- Y5 xij, und x4 = 1= ¥5' x;; fidr do, jo = 1,.. ., d - 1; schlieBlich noch x44 = (2— d) +
Z?jl x;;. Weiter gilt nach Definition B4 c L, und innerhalb von L & R(4-D* ist B; durch
die d*> Ungleichungen x;; > 0 beschrieben. Ist X = (x;;) eine Ecke von By, so miissen
nach Thm. 4.2(3) mindestens (d — 1)? dieser Ungleichungen in X aktiv sein (also |[I(X)| >
(d —1)?). Das heifit, es gilt x;; = 0 fir mindestens (d — 1)* verschiedene Eintrige von X.
Es gibt also hochstens d? — (d —1)2 = 2d — 1 von Null verschiedene Eintridge in X. Es
folgt, dass es eine Zeile von X geben muss, mit nur einem von 0 verschiedenen Eintrag.
Sei etwa x;,j, = 1 und x;x = O fiir alle k # jo. Wegen Y¢_ x;x = 1, folgt x;j, = 1. Dann
folgt aus Y¢_, Xkj, = 1 aber auch x;;, = 0 fiir alle k # i;. Durch Streichen der iy-ten Zeile
und jo-ten Spalte erhalten wir demnach eine doppelt-stochastische (d —1) x (d —1)-Matrix
X', die ein Extremalpunkt von B,_; sein muss. Nach Induktionsvoraussetzung ist X’ eine
Permutationsmatrix und damit ist es auch X. O

Ubung 4.6. Zeige, dass B, in L (wie im Beweis) nicht-leeres Inneres hat und damit dim(By) =
(d -1)? gilt.

Es sei a € R? ein Punkt. Wir betrachten die lineare Abbildung T,:Mat(d x d,R) —
R4, T,(X) = Xa und setzen P(a) = T,(B;). Dann ist P(a) ein Polytop, genannt das
Permutations-Polytop. Aus dem Satz von Birkhoff-von Neumann folgt, dass P(a) die kon-
vexe Hiille aller Punkte ist, die durch Permutation der Koordinaten von a entstehen. Of-
fenbar ist P(a) in der Hyperebene H = {x € R?| ¥4, x; = %, a;} enthalten. Falls a
nicht lauter gleiche Eintrége hat, so hat P(a) in H nicht-leeres Inneres, also die Dimen-
sion d — 1. Setze zur Illustration d = 4 und wihle a = (1,2,3,4) € R%. Dann ist P(a) ein
3-dimensionales Bild des 9-dimensionalen Birkhoff-Polytops B, (siehe Abbildung).
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5. TRENNUNGSSATZE UND KEGEL

5.1. WEITERE TRENNUNGSSATZE

In diesem kurzen Abschnitt diskutieren wir eine Reihe von Trennungssitzen im eukli-
dischen Raum, die wir im wesentlichen aus dem Isolationssatz bekommen.

Satz 5.1 (Isolationssatz). Sei A c R? eine offene konvexe Teilmenge. Zu jedem Punkt u €
R¥ \ A existiert eine Hyperebene durch u, die A strikt isoliert.

Beweis. Siehe 2.8. O

Ubungs.1. Sei A ¢ R? eine konvexe Teilmenge mit int(A) # &. Zeige: Jede Hyperebene, die int(A)
isoliert, isoliert A.

Korollar 5.2. Es sei A c R? eine konvexe Teilmenge. Dann gibt es zu jedem u € R4 \ A eine
Hyperebene durch u, die A isoliert und das relative Innere von A strikt isoliert.

Beweis. Es sei U = aff(A). Falls u ¢ U, dann kénnen wir jede Hyperebene H mit u € H
und H n U = @ nehmen. Es gelte also u € U. Die Menge relint(A) ist nicht-leer und
offen in U (nach 2.3). Nach dem Isolationssatz und der vorangehenden Ubungsaufgabe
erhalten wir eine Hyperebene H' in U (also einen affinen Unterraum H' ¢ U ¢ R? mit
dim(H') = dim(U) - 1), die relint(A) strikt isoliert und damit A isoliert. Wahle nun eine
Hyperebene H in R mit Hn U = H’, dann hat H die gewiinschte Eigenschatft. O

Korollar 5.3. Es seien A, B c R? zwei konvexe Teilmengen mit An B = @. Dann gibt es eine
Hyperebene, die A und B trennt.

Beweis. EsseiC = A—B = {a-b|a € A, b € B}. Die Menge C ist konvex (siche Aufgabe 1.4),
und aus An B = @ folgt 0 ¢ C. Nach dem vorangehenden Korollar, gibt es eine Hyperebene
H durch 0, die C isoliert. Mit anderen Worten, es gibt ein lineares Funktional £: R4 — R
mit £(a—b) < 0und damit €(a) < £(b) furallea € A, b € B. Wahle a € R mit £(a) < a und
a <(b)firalleac A, beB,dann ist {x € R? | £(x) = a} die gesuchte Hyperebene. [

Satz5.4. Essei A c R eine abgeschlossene konvexe Menge. Dann gibt es zu jedem u € R\ A
eine Hyperebene, die A und u strikt trennt.

Beweis. Wihle ¢ > 0 mit B,(u#) N A = @ und setze B = B,,(0). Wir behaupten, dass die
Minkowski-Summen A + B und u + B offene disjunkte Teilmengen von R? sind: Wegen

A+B-= U Be/z(x)

x€A

ist A + B eine Vereinigung von offenen Mengen und damit offen. Ebenso ist u + B, die
Translation von B um u, offen. Angenommen es gibe einen Punkt x € (A + B) n (B + u).

25
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Dann wire ||x — u|| < ¢/2 und es gibe es a € A mit ||x — a|| < ¢/2. Es wiirde ||a — u|| < ¢
folgen, ein Widerspruch.

Nach Kor. 5.3 gibt es also eine Hyperebene die A + B und u + B trennt. Da A + B und
u + B offen sind, trennt H die beiden strikt (siche Ubung 2.4). O

Korollar 5.5. Es sei A ¢ R? eine abgeschlossene konvexe Menge. Dann gibt es zu jedem
u € R4 \ A eine Hyperebene durch u, die A strikt isoliert.

Beweis. Nach dem vorangehenden Satz, gibt es eine Hyperebene H, die A und u strikt
trennt. Sei etwa H = {x € R | £(x) = «} fiir ein lineares Funktional £:R¢ — R. Dann hat
H'={x eR?|¢(x) = €(u)} die gewiinschte Eigenschaft. O

Man beachte, dass wir aus der Aussage des Korollars nicht genauso problemlos durch
Verschieben auf die Aussage des Satzes zuriickschlieflen konnen: Sei etwa A = {(x, y) €
R?|xy > 1und x > 0} und u = (0,0). Dann ist die x-Achse eine Gerade durch u, die A
strikt isoliert. Sie ldsst sich aber nicht so verschieben, dass sie A und u strikt trennt.

Ubung 5.2. Gib ein Beispiel fiir zwei disjunkte abgeschlossene konvexe Teilmengen von R?, die
nicht strikt durch eine Gerade getrennt werden konnen.

Ubung 5.3.
(1) Es seien A, B c R¥ zwei abgeschlossene konvexe Teilmengen mit A n B = @ und B kom-
pakt. Zeige mit Hilfe von Satz 5.4, dass es eine Hyperebene gibt, die A und B strikt trennt.
(2) Zeige dieselbe Aussage direkt, ohne Verwendung eines bekannten Trennungssatzes.
Hinweis: Zeige zunichst, dass es Punkte a € A, b € B gibt derart, dass ||a — b|| < ||x — y||
fur alle x € A, y € B gilt.

5.2. KEGEL

Eine Teilmenge C eines reellen Vektorraums V heif3t ein Kegel, wenn C konvex ist und
Ax € Cftiralle A € R und x € C gilt." Ein Kegel heif3t stumpf, wenn er eine Gerade enthalt
(nicht notwendig durch den Ursprung), andernfalls spitz. Ein Kegel C c V heif3t voll (oder
erzeugend), wenn jedes v € V eine Darstellung v = v; — v, mit v;, v, € C besitzt. Ein Kegel,
der gleichzeitig ein Polyeder ist, heif3t ein polyedrischer Kegel.

Beispiele 5.6.
(1) Ein schoner, aber etwas langweiliger Kegel ist die Eistiite {(x, y,z) € R3|x2 + y? <
z2und z > 0}.
(2) Der positive Orthant RY = {(xl, e xg) €RYx; > 0} ist ein polyedrischer Kegel.
(3) Der Kegel der positiv semidefiniten symmetrischen d x d-Matrizen ist nicht po-
lyedrisch. Mit diesem Kegel werden wir uns noch ausgiebig beschiftigen.
(4) Jeder lineare Unterraum ist ein Kegel.

Ubung 5.4. Genau dann ist C c V ein Kegel, wenn A - C c C fiiralle A > 0 und C + C c C gelten.

Ubung 5.5. Sei C # @ ein Kegel in RY. Zeige:
(1) clos(C) und int(C) u {0} sind ebenfalls Kegel.
(2) Esgilt C - C = span(C) = aff(C).
(3) Genau dann ist C voll, wenn int(C) # & gilt.

'Konvexitit ist in der Regel nicht Teil der Definition von Kegel, sondern nur die Abgeschlossenheit unter
positiven Streckungen. Ich kann aber nicht-konvexen Kegeln nichts abgewinnen und finde es seltsam, zum
Beispiel einen Haufen Ursprungsgeraden in der Ebene als Kegel zu bezeichnen.
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Ubung 5.6. Ist C c V ein Kegel und v € C ein Extremalpunkt von C, so ist v der Nullpunkt in V.

Lemma 5.7. Es sei C ¢ R¥ ein nicht-leerer abgeschlossener Kegel. Aquivalent sind:
(1) C ist spitz.
(2) Der Nullpunkt in R ist ein Extremalpunkt von C.
(3) Esgilt Cn (-C) ={0}.

Beweis. (1)<>(2): Nach Prop. 3.12 enthilt C genau dann keine Gerade, wenn C einen Extre-
malpunkt besitzt; nach Ubung 5.6 kann nur der Nullpunkt Extremalpunkt sein. (2)=(3):
Istx € Cn(=C),x #0,s0ist 0 = 1(x + (—x)) kein Extremalpunkt. (3)=>(2): Ist umgekehrt
der Nullpunkt kein Extremalpunkt, etwa 0 = 3(x+ y) mitx, y € C, x, y # 0, so folgt x = —y
und damit x € Cn (-C). O

Ubungs.7. Uberlege, welche Implikationen im vorangehenden Lemma auch fiir nicht-abgeschlossene
Kegel in R? gelten und finde in den iibrigen Fillen ein Gegenbeispiel.

Sei S c V eine Teilmenge. Dann ist

k
cone(S) = {Z oix; | x;€S,a;>0firallei=1,...,k(ke N)}
i=1
der von S erzeugte Kegel. Aquivalent ist S der Durchschnitt aller Kegel, die S enthalten. Die
Elemente von cone(S) heiflen die Kegelkombinationen von Elementen aus S. Der Satz von
Carathéodory tibertrigt sich von conv(S) auf cone(S), mit um 1 verbesserter Schranke:

Korollar 5.8 (zum Satz von Carathéodory). Es sei S c R? eine Teilmenge. Dann ist jeder
Punkt in cone(S) eine Kegelkombination von hichstens d Punkten aus S.

Beweis. Setze C = cone(S) und sei x € C, etwa x = Zle a;x; mit o; > 0 und x; € S. Setze
o= Zle ;. Wir konnen x # 0 und damit & # 0 annehmen. Dann gilt a7 'x = Zle ala;x; €

conv(xy, ..., xx). Nach Carathéodory (Satz 1.3) ist a~'x also eine Konvexkombination von
hochstens d +1der x4, . . . , xx, nach Umnummerieren etwa o~ 'x = Z?:f Bix; mit ijll Bi=1

und B; > 0 firi = 1,...,d + L. Sei P das Polytop conv(x;,...,x441) € C und sei L, die
Halbgerade {Ax | A > 0} c C. Da P kompakt ist mit L, N P # @&, L, aber unbeschriankt
ist, gibt es y € L, N 0P, etwa y = ux mit g > 0. Dann ist yx Konvexkombination von d
der Punkte xi, ..., x4,1, ohne Einschrinkung etwa ux = Y%, y;x;, also x = Y4 u-ly;x; €
cone(xy,...,xq). O

Bemerkung 5.9. Wie im vorangehenden Beweis tiberzeugt man sich leicht, dass generell
cone(S) = Ujso(A - conv(S)) gilt.

Die um Eins bessere Schranke im Satz von Carathéodory fiir Kegel illustriert ein gene-
relles Phdnomen: Durch die Invarianz unter Streckungen geht Kegeln gegeniiber allgemei-
nen konvexen Mengen gewissermaflen eine Dimension verloren. Zum Beispiel sind zwei-
dimensionale Kegel dhnlich trivial wie eindimensionale konvexe Mengen. Der Versuch,
sich diese Tatsache systematisch zu Nutze zu machen, fithrt zum Begrift der Kegelbasis.

Definition 5.10. Es sei C c V ein Kegel. Ein Durchschnitt von C mit einem affin-linearen
Unterraum von V heift eine Kegelbasis, wenn 0 ¢ B und cone(B) = C gelten.”

Ubung 5.8. Zeige: Ist B eine Kegelbasis eines Kegels C, so besitzt jedes v € C \ {0} eine eindeutige
Darstellung v = Aw mit A > 0 und w € B.

2Auch hier entspricht unsere Terminologie nicht ganz der iiblichen.
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Beispiele 5.11. Das Segment {(a,1-a) € R? | a € [0,1]} ist eine Kegelbasis des positiven
Quadranten. Dagegen besitzt die abgeschlossene obere Halbebene keine Kegelbasis.

Proposition 5.12. Es sei C ¢ R ein Kegel, C + @, {0}.

(1) Genau dann ist C abgeschlossen, wenn die Menge {x € C | ||x|| = 1} kompakt ist.
(2) Genau dann ist C spitz und abgeschlossen, wenn C eine kompakte Kegelbasis besitzt.

Beweis. (1) Essei E = {x € R?|||x|| = 1}. Wenn C abgeschlossen ist, dann ist natiirlich EnC
kompakt. Sei umgekehrt A = E n C kompakt. Offenbar gilt C = U)o AA. Ist u € RY mit
u ¢ C,dann miissen wir zeigen, dass es ¢ > 0 mit B.(u#)nC = & gibt. Setze A = ||u||+1. Dann
gilt sicher B;(u)nNAA = g fiiralle A > Ao. Andererseits ist Cy, = U)e[o,1,] AA kompakt (denn
es ist das Bild der kompakten Menge [0, A, ] x A unter der stetigen Abbildung (A, x) — Ax).
Wegen u ¢ C), gibtesalso1 > ¢ > 0 mit B.(u) n C), = &, und fiir dieses ¢ gilt dann auch
B.(u)nC =@.

(2) Sei C spitz und abgeschlossen und sei A = E n C wie im Beweis von (1). Dann
ist conv(A) eine kompakte (Kor. 1.4) konvexe Menge. Da C spitz ist, gilt 0 ¢ conv(A).
Nach Satz 5.4 gibt es eine Hyperebene H, die 0 und conv(A) strikt trennt. Behaupte, dass
B = H n C eine Kegelbasis von C ist. Denn zu jedem x € C \ {0} existieren A > 0 und
y € Amit x = 1y. Andererseits liegen y und 0 auf verschiedenen Seiten von H, also gibt es
z € Hund g > 0 mit y = gz und damit x = Ayz. Daraus folgt cone(B) = C. Auflerdem ist
B beschrankt (namlich im Inneren der Einheitskugel enthalten) und damit kompakt.

Sei umgekehrt B eine kompakte Kegelbasis von C. Dann ist A = {x € C|||x]| = 1}
ebenfalls kompakt, denn die Abbildung B — A, x ~ (1/||x||)x ist ein Homéomorphismus
(sieche Aufgabe 5.8). Also ist C abgeschlossen. Wire C stumpf, so gibe es nach Lemma 5.7
ein x € Cn (-C). Nach Ubung 5.8 géibe es y, ' € Bund A, A’ > 0 mitx = Ay, -x = A'y’. Es
wiirde folgen 0 € conv(y, ') c B, ein Widerspruch. O

Ubung s.9.
(1) Gib ein Beispiel fiir einen stumpfen Kegel, der dennoch eine Kegelbasis besitzt.
(2) Gib ein Beispiel einer kompakten Menge S c R?, fiir die cone(S) nicht abgeschlossen ist.

Ubung 5.10. Jede Stiitzhyperebene an einen Kegel C (also eine Hyperebene, die C isoliert, aber
nicht strikt isoliert) enthdlt den Nullpunkt.

Ubung 5.11. Ist C # @ ein spitzer, abgeschlossener Kegel in R, so ist 0 ein exponierter Extremal-
punkt von C.

Definition 5.13. Eine eindimensionale Seite eines Kegels heif3t ein Extremalstrahl.

Extremalstrahlen spielen fiir Kegel im wesentlichen die Rolle, die im allgemeinen die
Extremalpunkte spielen, was sich in der folgenden Aufgabe zeigt:

Ubung 5.12. Es sei C ein Kegel in V. Zeige:

(1) Jeder Extremalstrahl von C hat die Form cone(v) mitv € C \ {0}.

(2) Sei V = R? und C besitze eine kompakte Kegelbasis B. Dann ist 5o (A - ex(B)) genau
die Vereinigung aller Extremalstrahlen von C.

(3) Sei V = R? und C besitze eine kompakte Kegelbasis. Dann hat jedes v € C eine Darstellung

m
VZZAiu,' mitd; 20, u; € C, meN,
i=1

wobei cone(u;) Extremalstrahlen von C sind. (Krein-Milman fiir Kegel)
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6. POSITIV SEMIDEFINITE MATRIZEN

6.1. GRUNDLAGEN

Definite und semidefinite Matrizen sind natiirlich aus der linearen Algebra bekannt.
Da sie aber eine wichtige Rolle fiir einen grofien Teil der Vorlesung spielen werden, stellen
wir hier noch einmal alles zusammen, was man dariiber wissen sollte.

Im Folgenden bedeutet ,Matrix“ immer ,reelle Matrix".

Definition 6.1. Eine symmetrische nx n-Matrix A heift positiv semidefinit, wenn xT Ax > 0
fur alle x € R” gilt. Sie heifit positiv definit, falls xT Ax > 0 fir alle x + 0.

Notation. Wir schreiben

o Mat, fiir den n2-dimensionalen Vektorraum aller n x n-Matrizen.

o Sym, fiir den @—dimensionalen Unterraum der symmetrischen Matrizen.
S} bzw. §;* fir die Menge der positiv semidefiniten bzw. definiten Matrizen.
A > 0 bzw. A > 0 falls die Matrix A positiv semidefinit bzw. definit ist.
Diag(Ay, ..., A,) fir die Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen A, ..., A,.

I,, fur die Einheitsmatrix Diag(l,...,1) in Mat,.

0, ={U eMat, | UTU = I,} fir die Gruppe der orthogonalen Matrizen.

o

(¢]

(¢]

(¢]

(¢]

Wir erinneren an die folgenden Tatsachen:

(1) Alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell.!

(2) Der Satz tiber die Hauptachsentransformation sagt, dass zu einer symmetrischen
Matrix eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren existiert. Mit anderen Worten, zu
jeder symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix U € O, derart, dass
UTAU = Diag(\y,...,A,) diagonal ist. Es folgt, dass die Matrix A genau dann
positiv semidefinit ist, wenn keiner der Eigenwerte A, ..., A, negativ ist. Sie ist
genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.

(3) Die Spur tr(A) einer Matrix A ist die Summe ihrer Diagonaleintrige. Es gelten
tr(A) = tr(AT) und tr(AA) = A tr(A) fiir alle A € Mat, und A € R. Die Spur ist
nicht multiplikativ, aber fiir jede n x m-Matrix A und jede m x n-Matrix B gilt

tr(AB) = tr(BA).

(Beachte, dass AB € Mat, aber BA € Mat,, ist.) Insbesondere folgt tr(UAU) =
tr(A) fur alle A, U € Mat, mit U invertierbar. Es folgt, dass die Spur einer Matrix
mit der Summe aller (komplexen) Eigenwerte {ibereinstimmt.

'Der folgende kurze Beweis wirkt ein bifichen wie ein Zaubertrick: Ist A reell und symmetrisch und
A € C ein Eigenwert von A mit zugehorigem komplexem Eigenvektor x # 0, dann gilt A||x|]* = AxTx =
(Ax)Tx = xTAx = xTAx = AxTx = Al|x||% also A = A.
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(4) Identifiziert man Mat, mit R"", dann erhilt man das kanonische (euklidische)
Skalarprodukt (A, B) = .7 ;_; ai;b;j. Sind A und B symmetrisch, so kann man das
auch mit Hilfe der Spur hinschreiben:

(A,B) =tr(AB) = tr(BA).
Denn es gilt (AB);; = Y. aibkj = Yo akibyj> also tr(AB) = Y7, (AB); =
Z?,kzl aikbik = (A, B)

(5) Auf den symmetrischen Matrizen operiert die orthogonale Gruppe durch Konju-
gation O, x Sym_ 3 (U, A) —» U™'AU; wegen U™! = UT ist dabei U'AU wieder
symmetrisch. Das Skalarprodukt ist invariant unter dieser Operation, d.h. fiir jede
orthogonale n x n-Matrix U gilt

(UTAU, U'BU) = (A, B),
wegen (U'AU, U'BU) = tr(U'AUU'BU) = tr(U'(AB)U) = tr(AB) = (A, B).

Proposition 6.2. Es sei A eine symmetrische n x n-Matrix vom Rang r.

(1) Genau dann ist A positiv semidefinit, wenn es eine n x r-Matrix B mit A = BBT gibt.
(2) Genau dann ist A positiv semidefinit, wenn es P € S} mit A = P? gibt.”

Beweis. Wegen xTBBTx = (BTx)TBTx = ||BTx||*> > 0 fir alle x € R”, ist jede Matrix der
Form BBT positiv semidefinit. Umgekehrt gibt es nach Hauptachsentransformation eine
orthogonale Matrix U mit UTAU = Diag(As,...,A,,0,...,0), wobei Ay,...,A, > 0. Setze
D = Diag(v/A1,...,VA,,0,...,0). Dann gilt A = UDDUT = (UD)(UD)T. Dabei sind
in der Matrix UD alle Eintrdge in den hinteren n — r Spalten 0. Man erhilt B mit der
gewiinschten Eigenschaft, indem man diese n — r Nullspalten aus U D streicht. Das beweist
(1). Fir (2) setze P= UDUT. Dann gilt P € S} und P2 = UDUTUDU = UD*UT = A. O

Ubung 6.1.
(1) Fiir jedes x € R \ {0} ist die symmetrische n x n-Matrix xx” positiv semidefinit vom
Rang 1.
(2) Sei umgekehrt A eine positiv semidefinite Matrix. Zeige: Der Rang von A ist genau die
kleinste Zahl r derart, dass A eine Darstellung A = Y7, x;x ,T mit xg, ..., %, € R" besitzt.
Ubung 6.2.

(1) Zeige: Sind A, B, C € Sym,, so gilt tr(ABC) = tr(ACB).
(2) Finde ein Beispiel fiir A, B, C € Mat, mit tr(ABC) # tr(ACB).

Ubung 6.3. Essei A € S} und x € R". Zeige: Aus x” Ax = 0 folgt Ax = 0.
Ubung 6.4.
(1) Zeige, dass eine symmetrische 2 x 2-Matrix A = (¢ ¥ ) genau dann positiv semidefinit ist,

wenn a, ¢ > 0 und ac > b* gelten.
(2) Fiir jede positiv semidefinite n x n-Matrix A = (a;;) gilt a;;a;; > afj fiurallei,j=1,...,n.

*Man kann zeigen, dass P durch A eindeutig bestimmt ist. Es ist iiblich, P als die Quadratwurzel von A
zu bezeichnen und /A zu schreiben.
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6.2. DER PSD-KEGEL

Wir nennen S; kurz den psd-Kegel und geben in diesem Abschnitt eine explizite Beschrei-
bung seiner Seitenstruktur, in dhnlicher Weise wie bei Polyedern.

Proposition 6.3.

(1) Der psd-Kegel S;: ist spitz und abgeschlossen.
(2) Esgiltint(S;) = S} innerhalb von Sym .

Beweis. Es ist klar, dass S;; abgeschlossen unter Addition und unter Multiplikation mit
nicht-negativen Skalaren ist, also tiberhaupt ein Kegel ist. Ist A # 0 positiv semidefinit,
dann ist —A nicht positiv semidefinit, also gilt S} n (=S;;) = {0}. Betrachte die Abbildung
.| Sym, -~ R
1 a4 o~ min{xTAx | x € R" mit ||x|| = 1}.

Die Abbildung u ist stetig, und es gilt S;; = 471([0, 00)). Also ist S; abgeschlossen. Ferner
gilt S;+ = u71((0,00)), also ist S;;* offen. Damit gilt S, c S, \ S;*. Es bleibt die um-
gekehrte Inklusion zu zeigen. Sei also A € S;; \ §}*, eine positiv semidefinite aber nicht
definite Matrix. Sei x # 0 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0 und setze B = xxT. Fir
jedes € > 0 ist dann A — &B nicht positiv semidefinit und damit A € 9S;;, denn es gilt

xT(A-eB)x = xTAx — ex"xxTx = —¢||x||* < 0. O
Satz 6.4 (Seitenstruktur des psd-Kegels). Fiir jeden linearen Unterraum L von R" sei
Fp ={X €S} |Lcker(X)}.

(1) Fiir jedes A € S;; ist Fier(a) die eindeutig bestimmte Seite von S}, die A in ihrem
relativen Inneren {X € S;; | ker(X) = ker(A)} enthiilt.

(2) Alle Seiten von S;: sind exponiert.

(3) Fiir jeden Unterraum L hat F, die Dimension @
existiert eine orthogonale Matrix U € O,, derart, dass

UTFLU = {[ﬁ g] €eSym, |Be s;}.

(4) Die Zuordnung L — Fy ist eine Bijektion zwischen den linearen Unterrdumen von
R" und den Seiten von S;;. Dabei gilt fiir alle Unterrdume L, und L, von R™:
(a) Fri1, = Fr, 0 Fp,
(b) Fy, c Fy, genau dann, wenn L, c L.
(c) Fi L, ist die kleinste Seite von S}, die F;, und Fy, enthiilt.
Die Eigenschaften (a)-(c) sagen gerade, dass L — F| ein Anti-Isomorphismus des
Unterraumverbands von R" mit dem Seitenverband von S} ist.?

mit r = n — dim(L), und es

Beweis. Zundchst wahlen wir die Koordinaten giinstig, so dass wir alles explizit iiberpriifen
konnen. Es sei 0 < r < #, und wir setzen L = {x e R" | x; = -+ = x, = 0}. Dann ist

B 0 +
FL—{lO O]eSymn |B€S,}

die Menge aus (3). Sei nun r < n und setze C = Diag(0,...,0,1,...,1) # 0, wobei die ersten
r Eintrage 0 und die letzten »n — r Eintrége 1 sind. Dann ist H = {X € Sym_ |(C, X) = 0}

3Ein Verband ist eine algebraische Struktur mit zwei Verkniipfungen A und v (,meet* und ,join“), die in
etwa dieselben formalen Eigenschaften wie Vereinigung und Durchschnitt haben. Ein Anti-Isomorphismus
ist eine Bijektion, die A und Vv respektiert, aber miteinander vertauscht.
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eine Hyperebene. Dabei ist (C, X) = Y7, _,,, Xi; > 0 fiir alle X € S}, so dass S;; durch H
isoliert wird. Behaupte, dass

FL,=HnS;
gilt. Fiir X € Fp gilt schon CX = 0 und damit erst recht (C, X) = tr(CX) = 0. Umgekehrt,
sei X € Hn S}. Wir schreiben X als Blockmatrix aus:

B, B

X = ( ! 2), wobei B, € Mat,, B, € Mat,(,_), Bs € Mat,_, .
B, Bj

Dann ist B; psd mit tr(B;) = (C, X) = 0, also ist B; = 0. Ist nun i # j mit i > r, dann folgt

aus X;; Xjj - Xl.zj > 0 (nach Aufgabe 6.4) wegen X;; = 0 auch X;; = 0. Also folgt B, = 0 und

X e F;. Insgesamt haben wir gezeigt, dass F| eine exponierte Seite von S;' ist.

(1) Es seinun A € S} und r = rk(A). Falls r = n, dann ist A positiv definit und
Frer(a) = Foy = S;; ist die eindeutig bestimmte Seite, die A in ihrem Inneren enthilt.
Es gelte also 0 < r < n. Seien Ay,...,A, > 0 die Eigenwerte ungleich Null von A, sei
D = Diag(\y,...,A,,0,...,0) und wihle U € O, mit UTAU = D (Hauptachsentrans-
formation). Die Abbildung X — UTXU ist eine lineare Isometrie des Vektorraums Sym,
auf sich selbst (sieche Bemerkung (5) oben) und es gilt UTS;: U = S;:. Dabei liegt UTAU = D
im relativen Inneren von F; (denn die ersten r Eintrdge von D sind strikt positiv). Al-
so ist UFLUT = S n (UHUT) eine exponierte Seite, die A in ihrem relativen Inneren
enthalt. Nach Prop. 3.8 gibt es hochstens eine solche Seite. Auflerdem gilt L = ker(D) =
ker(UTAU) = UT ker(A) und damit UF, U7 = Fier(a).

(2) Sei F eine nicht-leere Seite von S;;. Dann gilt relint(F) # @ (nach Prop. 2.3) und fiir
A € relint(F) haben wir in (1) gezeigt, dass F = Fier(4) exponiert ist.

(3) Zu jedem linearen Unterraum L von R” existiert A € S;; mit ker(A) = L. Wir haben
im Beweis von (1) gesehen, dass dann U € O, mit UTAU = Diag(\y, ..., Au(a),0...,0)
die gewiinschte Eigenschaft hat.

(4) Wir haben in (2) gezeigt, dass die Abbildung L ~ F; surjektiv ist. Sind L, # L,
Unterrdume, etwa L; ¢ L,, dann folgt relint(L,) n F;, = @, also F;, # Fy,. Fir A € Mat,
gilt auflerdem (L, U L,) c ker(A) genau dann, wenn L; + L, c ker(A). Daraus folgt (a).
Die Eigenschaft (b) ist klar aus der Definition und (c) folgt aus (b) und der Tatsache, dass
Ly n L, der grof3te Unterraum ist, der in L, und L, enthalten ist. O

Ubung 6.5. Zeige, dass zu jedem linearen Unterraum L von R” ein A € S, mitker(A) = L existiert
(was oben im Beweis von (3) verwendet wurde).

Ubung 6.6. Zeige: Die Extremalstrahlen von S;' sind genau die Kegel cone(xx ) fiir x € R” \ {0}.
Definition 6.5. Sei C c R? ein Kegel. Dann ist
C* ={x e RY|Firalle y € C: (x, y) > 0}
ein Kegel, der duale Kegel von C. Gilt C* = C, so heif3t C selbstdual.
Ubung 6.7. Zeige, dass der positive Orthant in R? selbstdual ist.
Proposition 6.6. Der psd-Kegel S; ist selbstdual.

Beweis. Seien A, B € S;;. Nach Prop. 6.2 gibt es P,Q € Mat; mit A = PPT, B = QQT.
Dann folgt (A, B) = (PPT,QQT) = tr(PPTQQT) = tr(QTPPTQ) = tr(QTP(QTP)T) > 0.
Ist umgekehrt A € Sym  mit (A, X) > O fir alle X € S, so folgt xTAx = tr(xTAx) =
tr(AxxT) = (A, xxT) > 0, fiir alle x € R O
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7. POSITIV SEMIDEFINITE MATRIZEN II

7.1. SPEKTRAEDER UND LINEARE GLEICHUNGEN IN MATRIZEN

Definition 7.1. Ein Schnitt des psd-Kegels mit einem affin-linearen Unterraum von Sym
heif3t ein Spektraeder.!

Der Name suggeriert schon, dass man sich Spektraeder in gewisser Hinsicht als Verall-
gemeinerungen von Polyedern vorstellen soll. Wir werden uns spater noch mit der Geo-
metrie von Spektraedern beschiftigen. Aber erst einmal setzen wir das Studium des psd-
Kegels fort, und das hiitbsche Wort Spektraeder ist dabei nur ein Name.

Definition 7.2. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und L c V ein affin-linearer
Unterraum. Dann heifit codimy (L) = dim(V) — dim(L) die Codimension von L in V.

ﬁbung 7.1. Essei V ein R-Vektorraum, W c V einlinearer und L c V ein affin-linearer Unterraum.
Dann gilt codimy (L n W) < codimy (L).

Proposition 7.3. Essei S = LN S, ein nicht-leeres Spektraeder. Sei r > 0 eine ganze Zahl mit

codimgy, (L) < (”2)2& Dann enthilt S eine Matrix vom Rang hochstens r. Genauer gilt
tk(X) < r fiir alle X € ex(S).

Beweis. Da S} spitz ist, enthilt S keine Gerade. Damit gilt ex(S) # @ nach Prop. 3.12. Sei
also X € ex(S) und setze m = rk(X). Die eindeutig bestimmte Seite F von S;;, die X in

(m+

ihrem relativen Innern enthilt, hat nach Satz 6.4 die Dimension Tl)m Auflerdem ist X

auch ein relativinnerer Punkt von LnF c S. Da X andererseits ein Extremalpunkt von § ist,
folgt Lnaff(F) = { X} und damit dim(L n F) = 0. Das geht nur, wenn dim(L) + dim(F) <
dim(Sym, ) ist?, also @ = dim(F) < codim(L) < M unddamitm <r+1. O
Ubung 7.2. Seien Ay,...,Ax € Sym, und ay, ..., a; € R. Zeige: Wenn es eine Matrix X ¢ St mit
(A, X)=a;firi=1,...,k
gibt, dann gibt es eine solche Matrix mit
V8k+1-1 |
2

Unser Hauptziel fiir diesen Abschnitt ist die folgende Prézisierung im kompakten Fall.

rk(X) <|

Satz 7.4. Es sei S = S;; n L ein kompaktes nicht-leeres Spektraeder. Es gebe eine ganze Zahl
r > 0 mit codimgyn, (L) < w und n > r + 2. Dann gibt es X € S mit rk(X) <r.

'Diese Definition wird in Abschnitt 13 korrigiert und leicht erweitert: Ein Spektraeder ist dort das Urbild
eines psd-Kegels unter einer affin-linearen Abbildung.

*Die Dimensionsformel dim(L + W) = dim(L) + dim(W) — dim(L n W) stimmt auch fiir affin-lineare
Unterrdaume L und W, sobald L n W # @. Denn in diesem Fall kann man v € L n W nehmen und zu den
linearen Rdumen L — v, W — v iibergehen.
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Fiir den Beweis brauchen wir ein wenig algebraische Topologie. Es sei m > 0 und
Sm = {x € R™*1|||x|| = 1} die Einheitssphére in R™*!. Wir schreiben P fiir die Menge
aller Ursprungsgeraden in R"*! (genannt der m-dimensionale reelle projektive Raum). Jede
Ursprungsgerade in R™*! schneidet S™ in genau zwei Punkten, deshalb hat jedes Element
von P™ genau zwei Reprasentanten in S™. Man versieht P mit der Quotiententopologie,
die durch die euklidische Topologie auf S™ induziert wird.> Der projektive Raum spielt eine
wichtige Rolle in der Geometrie, auch wenn er zunéchst nicht unbedingt anschaulich ist.
(Zum Beispiel ist P? eine nicht-orientierbare Fliche, die keine Einbettung in R? besitzt.)
Wir brauchen aber nur den folgenden Fakt aus der algebraischen Topologie.

Satz 7.5. Es sei m > 2. Dann gibt es keine stetige, injektive Abbildung S™ — P™.

Beweis. Die Aussage folgt aus klassischen Sdtzen der algebraischen Topologie. Siehe zum
Beispiel Hatcher [4], Kap. 2, insbesondere Kor. 2.B4. O

Beweis von Satz 7.4. Falls codim(L) < %, dann folgt die Aussage sofort aus Prop. 7.3.
Es gelte also codim(L) = (HZ)Z&

1. Schritt: Reduktion auf den Fall n = r + 2. Nach Prop. 7.3 gibt es Y € S derart, dass
rk(Y) < r+1,alsodim(ker(Y)) > n—r—1.Sei R c ker Y ein Unterraum mitdim(R) = n—r—
2 und Fy die zugehorige Seite von S;. Nach Satz 6.4 wird Fx durch Konjugation mit einer
orthogonalen Matrix in den psd- Kegel Sr., Uberfiihrt. Es geniigt, die Aussage fiir Fx n L
zu beweisen. (Beachte dabei, dass codimy (L n W) < codimgyy, (L) mit W = span(Fg)
gilt, nach Aufgabe 7.1. Die Voraussetzung an die Codimension bleibt also erfiillt.)

2. Schritt: Reduktion auf den Fall SnS; Y, + @. Falls SnS, = @, dann ist S in einer echten
exponierten Seite F = Wn S/, , von S, enthalten. Dann ist codimy (L) < codimgy,+ (L),
und da Fin W zu S5,y isomorph ist, folgt die Behauptung aus Prop. 7.3.

3. Schritt: Falls es X, Y € S mit tk(X) = rk(Y) = r + 1 und ker(X) = ker(Y) gibt, dann
folgt die Behauptung. Denn sei W = ker(X) = ker(Y). Dann ist Fy wie in Satz 6.4 eine
Seite von S, ,, die X und Y in ihrem relativen Innern enthalt. Dabei besteht relint(Fyy)
nach 6.4(3) aus psd-Matrizen vom Rang r + 1. Sei G die Gerade {AX + (1-1)Y | A € R}.
Dann gilt G c L, und da S kompakt ist, gibt es eine Matrix X, in G n dFy c S. Fiir diese
gilt rk(Xp) <r+1.

4. Schritt: Es gibt solche Matrizen X,Y. Wir behaupten, dass es eine Matrix X, € ;.S
gibt mit rk(X,) < r. Nach Prop. 6.3 enthilt 9; S sicher keine Matrizen von vollem Rang,
d.h. es gilt rk(X) < r + 1 fiir alle X € 9;S. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann
folgt also rk(X) = r + 1 und damit dim(ker(X)) = 1fiir alle X € 9, S.

Nach Voraussetzung gilt codim(L) = 2 450 dim(L) = 242 (2
r + 2. Wir definieren eine stetige Abbildung ¢:S™*! — P*! wie folgt: Es sei Z ¢ S N S:jz
positiv definit und sei Aj,..., A,,, eine Basis des linearen Unterraums L — Z. Fiir jedes
y € S™, sei G, die Halbgerade {Z + A(y1A; + -+ + yr2A,42) | A > 0}. Da S kompakt ist,
besteht G, n 9. S aus einer eindeutigen Matrix X(y) (die Eindeutigkeit gilt nach Aufgabe

2.1(1)). Nun zeigt man, dass X(y) und ker(X(y)) stetig von y abhdngen. Wir setzen
SrH > Pr+l
¢

y = ker(X(y)).

Nach Satz 7.5 kann ¢ nicht injektiv sein, d.h. es gibt y;, y, € S™! mit ¢(y;) = ¢(y,). Dann
sind X = X(y;) und Y = X(y,) die gesuchten Matrizen. O

3Genauer kann man das so sagen: Betrachte die Abbildung 7: S — P gegeben durch 7(x) = span(x).
Dann versehen wir P mit der feinsten Topologie derart, dass 7 stetig ist.
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Ubung7.3. Zeige durch geeignet gewihlte Gegenbeispiele, dass in Satz 7.4 keine der Voraussetzun-
gen S kompakt, » > 0 und n > r + 2 iiberfliissig ist.

7.2. ANWENDUNG: QUADRATISCHE KONVEXITAT

Lineare Bilder konvexer Mengen sind konvex. Die Frage, wann quadratische Bilder
konvexer Mengen wieder konvex sind, ist dagegen nicht so leicht zu beantworten. Wir
beginnen mit einer Folgerung aus Prop. 7.3.

Korollar 7.6. Es seien Ay, A, € Sym und sei q;: R" - R die quadratische Form x — xTA;x
(i =1,2). Fiir &y, ay € R haben die beiden quadratischen Gleichungen
qi(x)=0a; und q(x)=a,
in x genau dann eine gemeinsame Losung in R", wenn die beiden linearen Gleichungen
(AL X)=0a; und (A X)=a,

in X eine gemeinsame positiv semidefinite Losung haben.
Beweis. Sei x eine gemeinsame Losung der beiden quadratischen Gleichungen und setze
X =xxT.Dannist X € S, und es gilt (A;, X) = tr(A;xxT) =tr(xTA;x) = a; fir i =1, 2.

Sei umgekehrt X € S} eine gemeinsame Losung der beiden linearen Gleichungen.

Dann sagt Satz 7.3, dass es solches X mit rk(X) < 1 gibt. Nach Ubung 6.1 gibt es x € R” mit
X =xxT. Esfolgt xTA;x = tr(xTA;x) = tr(A;xxT) =tr(A; X) = (A;, X) = a;. O

Ubung 7.4. Beweise die folgende Verschirfung: Genau dann haben die beiden quadratischen Glei-
chungen in Kor. 7.6 eine Losung x mit ||x|| < 1, wenn die beiden linearen Gleichungen eine positiv
semidefinite Losung X mit tr(X) < 1 haben.

Ubung 7.5. Es sei C c R" ein Kegel und y: R" — R eine lineare Abbildung. Zeige, dass das Bild
¥(C) ein Kegel in R ist.

Korollar 7.7 (Dines 1941). Es seien Ay, A, € Sym,  und sei q;: R" — R die quadratische Form
x> xTA;x (i=1,2). Setze
R" — R?
of

x = (qu(x),q2(x)).
Dann ist das Bild Q(R") ein konvexer Kegel in R2.
Beweis. Seiy:Sym, — R? dielineare Abbildung gegeben durch y(X) = ((A;, X), (45, X)).
Dann ist y(S; ) nach der vorangehenden Aufgabe ein Kegel in R?, und nach Kor. 7.6 gilt
Q(R") =y (S;). O

Ubung 7.6. Finde drei quadratische Formen gy, g, g3 in zwei Variablen (n = 2) derart, dass das
Bild von R? unter der Abbildung Q:R? — R3, Q(x) = (q1(x), g2(x), g3(x)) nicht konvex ist.

Das haben wir ziemlich direkt aus der ,trivialen Rangabschdtzung in Prop. 7.3 erhal-
ten. Aber die ganze Mithe mit dem Beweis von Satz 7.4 soll sich natiirlich auch lohnen:

Satz 7.8. Essein > 2 und S"! = {x e R" | ||x|| = 1}. Seien A, A, € Sym und sei q;: R" > R
die quadratische Form x — xTA;x (i = 1,2). Setze

Q{ R* — R2
| ox e (@x)q2(x)).
Dann ist das Bild Q(S"!) in R? kompakt und konvex.
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Beweis. Es sei B das Spektraeder {X € S} | tr(X) =1}, und wir setzen
.| Sym, - R?
L X e (A x) (a0 x)).

Wir behaupten, dass Q(S"!) = y(B) gilt und damit konvex ist (denn v ist linear). Fiir
die eine Inklusion, sei (o, ;) € Q(S"!) und sei x € S"! mit g;(x) = a; (i = 1,2). Setze
X = xxT, dann gilt tr(X) = tr(xxT) = tr(xTx) = 1, also X € B, auflerdem (A;, X) =
tr(A;xxT) = a; und somit y(X) = (a;, ay).
Fiir die umgekehrte Inklusion, sei (ay, a,) € w(B). Es sei S das Spektraeder
{X €S [{ALX) =, (A2, X) = ayund tr(X) =1}

Dann ist S kompakt und nicht-leer (warum?). Wir wenden Satz 7.4 mit r = 1 an und er-
halten die Existenz von X € S mit rk(X) < L Schreibe X = xxT mit x € R", dann folgt
qi(x) = a;, wie zuvor. O

Ubung 7.7. Zeige, dass die analoge Aussage zu Satz 7.8 fiir n = 2 nicht gilt.

Ubung 7.8. Beweise die folgende Verbesserung von Kor. 7.7:
Es seien A;, A; € Sym,, und sei g;: R" — R die quadratische Form x xTAix (i =1,2). Setze

R > R?
Q'{ x o (@) )

und sei B = {x € R" | ||x|| < 1}. Dann ist Q(B) eine kompakte und konvexe Teilmenge von R?.

Definition 7.9. Es sei A € Mat,,(C) eine komplexe n x n-Matrix. Die Menge
R(A)={z"Az|zeC"mitz"z=1}cC

heif3t der numerische Wertebereich von A.

Korollar 7.10 (Satz von Toeplitz-Hausdorft). Der numerische Wertebereich einer komplexen
Matrix ist eine konvexe Teilmenge der komplexen Ebene.

Beweis. Fir n = 1ist der numerische Wertebereich ein Punkt. Sei n > 1. Wir identifizieren

Cm mit R?", indem wir z = (z,...,2,)T € C" auf (£, %) € R* mit z; = &; + ix; abbilden.

Unter dieser Identifikation ist die Menge aller z € C" mit zTz = 1 gerade die Einheitssphire
SZn—l — {(é‘, ’1) c RZn | £T£+ nTVI - 1}

Nun ist R(A) fiir jedes A € Mat,(C) das Bild von S?"~! unter einer quadratischen Abbil-

dung S?"-1 — R2. O

Ubung 7.9. Gib die quadratische Abbildung im vorangehenden Beweis explizit an.
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8. DUALITAT

8.1. DER BIDUALSATZ

Der Begrift Dualitit kommt in vielen mathematischen Theorien vor. Es ist kaum moglich,
sie alle auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen und zu erkldren, was Dualitat schlecht-
hin ist. Die Dualitat in der Konvexitit ist zundchst relativ nah an der der linearen Algebra.
In 6.5 haben wir bereits den dualen Kegel definiert. Dies verallgemeinert sich auf beliebige
konvexe Mengen wie folgt:

Definition 8.1. Es sei A c R eine Teilmenge. Die Menge
A°={ceR?|(c,x)<1fiirallex e A}
heifdt das Dual von A

Proposition 8.2. Seien A, B, A; c R? Teilmengen (i € I).
(1) A ist eine abgeschlossene konvexe Teilmenge, die den Ursprung enthiilt.
(2) Esgilt Ac (A°)°.
(3) (R?)° = {0} und {0}° =R
(4) Wenn A c B, dann B° c A°.
(5) Esgilt (Ujer Ai)° = Nicr AS.
(6) Fiir alle o € R gilt (aA)° = a71A°.
(7) Ist C c R? ein Kegel, so ist das Dual bis auf Vorzeichen der duale Kegel (Def. 6.5):

-C°=C*={ceR%|{c,x) > 0}.

(8) Ist L c R¥ ein linearer Unterraum, so gilt L° = L*.
(9) Fiir xy, ..., xn, € R? gilt

(conv(xl,...,x,,,))O ={ceR?|{c,x;) <1fiiri=1,...,m}.

Beweis. (1) Fiir jedes feste x € R ist der Halbraum {c € R | (c,x) < 1} abgeschlossen
und konvex. Da A° nach Definition der Durchschnitt solcher Halbrdume ist, ist auch A°
konvex und abgeschlossen.

(7) Fir ¢ € C* gilt (-¢,x) < 0 < 1fir alle x € C. Ist umgekehrt ¢ € C°und x € C
mit 0 < (¢,x) < 1, so gibt es « € R mit (¢, ax) = a(c,x) > 1, andererseits ax € C, ein
Widerspruch. Also gilt (¢, x) < 0 und damit —c € C*.

(9) Die eine Inklusion ist klar. Fiir die andere, sei ¢ € R? mit (¢, x;) <1firi=1,...,m
und sei x = X%, A;x; € conv(xy, ..., X, ). Dann gilt (¢, x) = X%, Ai{c, x;) < 1. O

Ubung 8.1. Beweise die restlichen Aussagen.

"Im Buch von Barvinok wird A° die Polare genannt. Dafiir spricht, dass das Wort dual in der Mathema-
tik reichlich tiberbelegt ist. Andererseits erscheint die Trennung in Polaritit und Dualitdt etwas kiinstlich.
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Beispiele 8.3. Es sei

P={yeR?|y,y, € [-1L1]} = conv((1,1), (-1,1), (1, -1), (-1, 1))
ein Quadrat. Dann gilt nach Prop. 8.2(9)

P° = {x € R?||x| + |x2| < 1} = conv((1,0), (-1,0), (0,1), (0,-1)),
ein gedrehtes, in P einbeschriebenes Quadrat.
Ubung 8.2. Wie sehen (P + (1/2,0))" und (P + (1,0)) aus?
Ubung 8.3. Zeige, dass (P°)° = P gilt.

Satz 8.4 (Bidualsatz). Es sei A ¢ R? eine abgeschlossene konvexe Teilmenge, die den Ur-
sprung enthdlt. Dann gilt
(A°)° = A.

Beweis. Die Inklusion A c (A°)° war Prop. 8.2(2). Sei umgekehrt u € R? \ A, dann miissen
wir u ¢ (A°)° zeigen. Da A konvex und abgeschlossen ist, gibt es nach Satz 5.4 eine Hyper-
ebene, die u und A strikt trennt, d.h. es gibt ¢ € R¢ und « € R mit (¢, x) < « fiir alle x € A
und (¢, u) > a. Wegen 0 € A folgt a > 0. Setze b = a~!c. Dann gilt (b, x) < 1 fiir alle x € A,
also b € A°. Andererseits ist (b, u) > 1 und damit u ¢ (A°)°. O

Ubung 8.4. Es sei A c RY nicht leer. Dann gilt (A°)° = clos(conv(A U {0}).

Ubung 8.5.
(1) Sei B = B;(0) die abgeschlossene Einheitskugel. Zeige, dass B = B° gilt.
(2) Ist Ac R mit A = A°, so folgt A = By(0).

Ubung 8.6. Seien Cy, C, c RY zwei Kegel. Zeige
(1) Esgilt (Ci+ Cy)* =C nC;.
(2) Sind C; und C, abgeschlossen, so gilt
(CinGy)" =clos(Cf + C3).

Bemerkung 8.5. In unserer Definition von Dualitét lebt A° im selben Raum wie A. Das hat
so seine Vor- und Nachteile. Eine abstraktere Definition geht so: Sei V ein R-Vektorraum
und A c V. Definiere AV = {€ € VV|€(x) < 1fiir alle x € A}.Ist V ein endlich-dimensionaler
euklidischer Raum, also ausgestattet mit einem (positiv definiten) Skalarprodukt (-, -),
dann induziert jedes v € V ein lineares Funktional £,: V — R gegeben durch €, (x) = (v, x).
Damit erhélt man einen Homomorphismus ¢: V — VV gegeben durch ¢(v) = ¢,. Da das
Skalarprodukt nicht-ausgeartet ist, ist ¢ injektiv und damit auch surjektiv, weil V und V'V
die gleiche endliche Dimension haben. Es gilt dann offensichtlich ¢ (A°) = AV.

Fiir unendlich-dimensionale Rdume ist die Korrespondenz zwischen V und seinem
Dualraum komplizierter. Andererseits ist jeder endlich-dimensionale euklidische Raum
isomorph zu R? mit dem Standard-Skalarprodukt, so dass man durch die Abstraktion im
endlich-dimensionalen Fall nicht viel gewinnt.
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8.2. DUALITAT VON POLYTOPEN
Das Folgende haben wir schon im Zusammenhang mit Aufgabe 4.1 diskutiert.

Proposition 8.6. Es sei S ¢ R? eine endliche Teilmenge und P das Polytop conv(S). Jede
Seite von P hat die Form conv(S') fiir S’ c S. Insbesondere hat P nur endlich-viele Seiten.

Beweis. Sei F eine Seite von P. Da F kompakt ist (Kor. 3.11), gilt F = conv(ex(F)) nach
dem Satz von Krein-Milman 3.13. Andererseits gilt ex(F) c ex(P) c S. O

Proposition 8.7. Ist P ¢ R ein Polytop mit 0 € int(P), so ist auch P° ein Polytop mit

0 € int(P°).

Beweis. Sei P = conv(xy,...,x,) ein Polytop mit 0 € int(P). Es gibt also & > 0 mit B,(0) c

P. Nach Ubung 8.5 und Prop. 8.2(6) gilt (B:(0))° = (¢B1(0))° = £}(By(0))° = B.1(0) und

nach Prop. 8.2(4) damit P° c B.-1(0). Also ist P° kompakt. Nach Prop. 8.2(9) gilt auflerdem
P°={ceR¥(c,x;) <1fiiri=1,...,m}.

Damit ist P° ein kompaktes Polyeder und somit ein Polytop nach Kor. 4.4. O

Korollar 8.8 (Satz von Weyl-Minkowski). Eine Teilmenge von R ist genau dann ein Poly-
top, wenn sie ein kompaktes Polyeder ist.

Beweis. Wir haben schon gezeigt, dass jedes kompakte Polyeder ein Polytop ist (Kor. 4.4).
Sei umgekehrt P = conv(x;,...,x,) ein Polytop. Wir kénnen ohne Einschrinkung an-
nehmen, dass int(P) # & (sonst ersetzen wir, wie immer, R? durch aff (P)) und 0 € int(P)
gelten (sonst verschieben wir P). Nach Prop. 8.7 ist P° wieder ein Polytop, etwa P° =
conv(uy, ..., ux) fiir uy, ..., u; € R4 Nach dem Bidualsatz und Prop. 8.2(9) ist

P=(P) ={xeRY|({x,u;) <1firi=1,...,k}
ein Polyeder. O
Ubung 8.7. Zeige, dass der Durchschnitt zweier Polytope ein Polytop ist.

Satz 8.9. Es sei P c R? ein Polytop, das den Ursprung in seinem Inneren enthdlt. Fiir jede
Seite F von P, sei
F= {x eP°|(x,y) =1fiir alle y € F}.
(1) Fiir jede Seite F von P ist F eine Seite von P° und es gilt
dim(F) + dim(F) =d - 1.
(2) Sind F c G Seiten von P, so folgt G c F.
(3) Es gilt (F) = F.

Beweis. (1) Sei P = conv(y;,..., ¥m) und sei F eine Seite von P. Fiir F = g und F = P ist
die Behauptung trivial, wenn man die Konvention dim(@) = -1 beachtet. Sei F also echt
und seien x;, x, € P° derart, dass 1 = (1(x; + x2), y) = 2({x1, y) + (x2, y)) fiir alle y ¢ F.
Wegen (x;, y) < 1fiir i = 1, 2 gilt dann bereits (x;, y) = (x5, ¥) = 1 und damit x;, x, € F. Also
ist F eine Seite.

Um die Dimensionsaussage zu zeigen, sei ¢’ € R und « € Rmit F = Pn {y €
R4 | (c’,y) = a} und (¢, y) < a firralle y € P\ F. Aus 0 ¢ int(P) folgt & > 0, und wir
setzen ¢ = +¢’,so dass c € F. Wir behaupten, dass

span(F - ¢) = (span(F))l
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Dualitit zwischen den Seiten des Wiirfels und des Oktaeders in R>.
Quelle: Barvinok, A course in Convexity [1], Seite 252.

gilt. Daraus wird die Behauptung folgen: Denn wegen 0 ¢ F gilt dim(span(F)) = dim(F)+1
und damit dim(F) = dim(span(F - ¢)) = d - dim(span(F)) = d - dim(F) - 1. Die
Inklusion c ist klar. Fiir die Umkehrung, sei y € (span(F ))l Es gilt F = conv(y; | i € I)
mitI ={ie{l,...,m}|y; € F} nach Prop. 8.6. Ferner gilt

={xeR?|(x,y;) <1fiirallei=1,...,m}.

Deshalb gilt ¢ + ey € F fiir ¢ > 0 hinreichend klein. Denn fiir i ¢ I gilt (c + ey, y;) =
(c,y)+¢&(c, yi) <1+¢(y, y;). Wir konnen also € > 0 so wihlen, dass (¢ + €y, y;) < 1fiir alle
i ¢ Igilt. Fur i € I.gilt (c + ey, ;) = (¢, y:) =1 wegen c F. Also gilt x = ¢ + ey € F, wie
behauptet, und damit y = 1 (x - ¢) € span(F - ¢).

(2) ist klar. . o

(3) Nach (1) ist (F) eine Seite von (P°)° = P. Dabei ist F ¢ (F) klar nach Definition.
Es sei umgekehrt z € (F). Wie in (2) kénnen wir F mit einem Element aus F exponieren,

d.h. wir wihlen ¢ e Fmit F = Pn{y e R?|(c, y) =1} und (c, y) < 1fiiralle y € P\ F. Nach
Definition gilt aber (¢, z) =1 und damit z € F. O

Beispiel 8.10. Essei P = {y € R®| y; € [-1,1] fiiri = 1,2,3} ein Wiirfel. Dann gilt P =
COI’IV((:I:I, +1, +1)). Damit ist
P’ ={x e R’ ||xy| + |x2] + | 3] < 1}

ein Oktaeder. Die Korrespondenz zwischen den Seiten von P und P° ist im Bild dargestellt.

Ubung 8.8. Ein Polytop heifit selbstdual, wenn P durch eine lineare Transformation aus P° hervor-
geht. Zeige:

(1) Seien xi,...,x; € R? linear unabhingig und x4,; = - Z?IZI x;. Dann ist das Polytop
conv(xy, ..., x4,1) selbstdual.
(2) Zeige, dass der Hyperwiirfel [0,1]¢ fiir d = 1, 2 selbstdual ist, fiir d > 3 dagegen nicht.
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9. KEGELPROGRAMMIERUNG

Unter dem Stichwort Programmierung laufen verschiedene konvexe Optimierungs-
probleme. Im allgemeinen geht es darum, das Minimum (oder Maximum) eines linearen
Funktionals auf einer konvexen Menge zu bestimmen. Wenn die konvexe Menge ein Po-
lyeder ist, dann handelt es sich um die klassische lineare Programmierung. Ist sie ein Spek-
traeder, so spricht man von semidefiniter Programmierung. Diese beiden Programme sind
wichtige Bausteine fiir die Optimierung, weil man sie einerseits theoretisch gut versteht
und andererseits auch iiber effiziente numerische Losungsverfahren verfiigt. Wir werden
in diesem Abschnitt zunédchst beide gemeinsam von einem abstrakteren Standpunkt be-
handeln, der allgemeinen Kegelprogrammierung.

Notation 9.1. Sei V' ein R-Vektorraum und K c V ein Kegel. Wir schreiben
x >k y genau dann wenn x — y € K.

Proposition 9.2. Fiir alle x, y,z,w € V und a € R gelten:

(1) x 2k x. (Reflexivitat)
(2) Wenn x >k y und y >¢ z, dann x >k z. (Transitivitat)
(3) Wennx 2x wund y 2>k z, dann x + y 2x w + z.

(4) Wenn x >k y und a > 0, dann ax >k ay.

Beweis. Die Eigenschaften folgen alle direkt aus der der Definition eines Kegels. O

Beispiele 9.3.

(1) Fiir den positiven Orthanten K = R ist x >k y fiir x, y € R? genau dann, wenn
x;iz2 y;furallei=1,...,d.
(2) Esgiltx >y y fiir alle x, y € V, und x >() y ist dquivalent zu x = y.

Proposition 9.4. Es seien V; und V, zwei endlich-dimensionale euklidische Vektorrdume,
mit Sklarprodukten (-, —); und (-, —),. Zu jeder linearen Abbildung ¢: V; — V, gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢*:'V, — 'V, derart, dass

{(p(x), y)2 = (x, 0"(y)h
fiir alle x € V}, y € V, gilt.
Beweis. Es sei n = dim(V;) und x;,. .., x, eine Orthonormalbasis von V;. Dann gilt x =

>, x)x; fur alle x € V4. Fir y € V, definieren wir daher ¢*(y) = X1 (¢(x;), y)2xi.
Nun rechnet man nach, dass ¢* linear ist und die behaupteten Eigenschaften hat. O

Ubung 9.1. Wird ¢ in der vorangehenden Proposition beziiglich Orthonormalbasen auf V; und V,
durch eine m x n-Matrix A dargestellt, so wird ¢* durch die transponierte Matrix AT dargestellt.
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Definition 9.5. Seien V;, V, endlich-dimensionale eukldische Vektorraume und K; c Vj,
K, c V, zwei Kegel, ¢: V; - V, eine lineare Abbildung. Fixiere b € V; und b* € V,. Es sei
B =inf{(x,b);| x € Ky und ¢(x) - b* € K, }.

Ein Kegelprogramm ist das Problem, f3 aus den Daten (V;, V3, K, K3, ¢, b, b*) zu bestim-
men. Wie tiblich kann f auch —oo oder oo sein. Das lineare Funktional x — (x, b) heif$t
die Zielfunktion (haufig auch Kostenfunktion). Die Elemente von

{x e Vi|x e Kyund p(x) - b* € K, }

heiflen zuldissige Punkte des Kegelprogramms. Jeder zuldssige Punkt x, in dem das Infimum
angenommen wird, also 8 = (x, b), heiflt ein optimaler Punkt.

Notation 9.6. Die iibliche Notation fiir ein Kegelprogramm (Vj, V5, K, K3, ¢, b, b*) ist
Finde S =inf(x,b)
(P) unter ¢(x) >, b* in der Variablen x € V;.
X2 K 0
Definition 9.7. Gegeben ein Kegelprogramm (P) wie oben. Das duale Programm ist
Finde f* = sup(b%y),
(D) unter  @*(y) <k b in der Variablen y € V.
Y 2k: 0
Das urspriingliche Programm (P) heifst das primdre Programm.

Ubung 9.2. Gib der folgenden Aussage einen prizisen Sinn: Falls Kj und K, abgeschlossen sind,
so ist (P) bis auf Vorzeichen das duale Programm zu (D).

Satz 9.8. Gegeben sei ein Kegelprogramm (P) wie oben. Sei x ein zuldssiger Punkt des pri-
mdren Programms (P) und y ein zuldssiger Punkt des dualen Programms (D).

(1) (Schwache Dualitat) Es gilt

{x,bh > (b5 )
und damit insbesondere
B>
Ist (x,b); = (b% y),, dannist x ein optimaler Punkt des primdren und y ein optimaler

Punkt des dualen Programms.
(2) (Optimalitatskriterium) Falls

(b9 (=0 und {p(x)-b3y)=0
gelten, dann ist x ein optimaler Punkt des primdren und y ein optimaler Punkt des
dualen Programms, d.h. es gelten (x,b) = 5 und (b*% y) = *.
(3) (Komplementérer Schlupf') Ist umgekehrt x ein optimaler Punkt des primdren und
y ein optimaler Punkt des dualen Programms und ist auflerdem 3 = 3*, dann gilt

(x, b= (W) =0 und (p(x)=b3y)=0.

Beweis. (1) Nach Voraussetzung gelten x € K; und b - ¢*(y) € K; und damit (x,b);, >
(x, 9*(¥) 1. Nach Definition von ¢* gilt weiter (x, 9*(y))1 = (¢(x), ¥),. Wegen y € K, und
¢(x) - b* € K; folgt (¢(x), y)2 = (b% y),. Also insgesamt (x, b), > (b y),, wie behauptet.
Die zusitzlichen Aussagen sind daraus ebenfalls klar.

'Eine eher holprige, aber anscheinend iibliche, Ubersetzung fiir complementary slackness.
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(2) Aus (x,b— ¢*(y))1 = 0 und (@(x) — b% y), = 0 folgt
{x, b) = (x, 9" (y)h = (9(x), 7)2 = (b3 y)2

und damit die Optimalitdt von x und y nach (1).
(3) Im Beweis von (1) haben wir die Ungleichungskette

(x,bh > (x, 9" (1)1 = (9(x), y)2 > (b5 )
gesehen. Sind also die dufleren beiden Terme gleich, dann sind auch die beiden Unglei-
chungen Gleichheiten, was genau die Behauptung ist. O

Obwohl der Beweis dieses Satzes sehr einfach war, ist er fiir die praktische Behandlung
von Kegelprogrammen sehr niitzlich und zeigt die Bedeutung der Dualitit: Jeder zuléssi-
ge Punkt des dualen Programms liefert eine untere Schranke fiir den optimalen Wert des
primdren Programms und umgekehrt (nach (1)) und man kann obendrein noch messen,
wie weit man noch von der richtigen Antwort entfernt ist (nach (2)).

Falls B > —oo bzw. f* < o0, so heifit das Programm (P) bzw. (D) beschrdinkt, andernfalls
unbeschrinkt.

Korollar 9.9. Wenn das primdre (bzw. das duale) Programm unbeschrinkt ist, dann besitzt
das duale (bzw. das primdre) Programm keinen zuldssigen Punkt. O]

Definition 9.10. Die Differenz  — * heifst die Dualitdtsliicke. Ist sie gleich Null, so sagt
man, das Programm habe keine Dualitdtsliicke.

Definition 9.11. Ein Kegelprogramm (P) wie oben mit K, = {0} heif3t ein Kegelprogramm
in kanonischer Form.

Ein Kegelprogramm in kanonischer Form und sein Dual sehen dann also so aus:
Primdres Programm in kanonischer Form:

Finde p =inf(x,b),
(P) unter ¢(x) =b* in der Variablen x € V;.
X >K 0
Duales Programm in kanonischer Form:

(D) Finde f* =sup(b%y),

unter  ¢*(y) <x+ b } in der Variablen y € V5.

Ubung 9.3. Jedes Kegelprogramm lasst sich in ein Kegelprogramm in kanonischer Form iiberset-
zen (was die Bezeichnung rechtfertigt). Sei (P) ein allgemeines Kegelprogramm wie in Notation 9.6.
Setze V=V ® V,und K = K; @ K, c V und definiere das Skalarprodukt auf V durch

((x131)> (32, 32)) = {x1, 0201 + (¥1, y2)2-
Setze b = (b,0) € V und definiere ¢: V — V; durch ¢(x, y) = ¢(x) - y fir x € Vi, y € V5.
Zeige, dass (P) dquivalent zu folgendem Problem in kanonischer Form ist:
Finde f = inf(x,b)
unter  @(x) =b* in der Variablen x € V.
x 20
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Satz 9.12 (Kriterium fiir starke Dualitat). Es sei (P) ein Kegelprogramm in kanonischer Form
wie oben. Angenommen der Kegel

7(K) = {(p(x), (b)) | x € K]}

ist abgeschlossen in V, ® R und (P) besitzt einen zulissigen Punkt. Dann gelten:
(1) Falls (P) beschrinkt ist, so besitzt (P) einen optimalen Punkt.
(2) Das Programm (P) hat keine Dualitdtsliicke.

Beweis. (1) Es sei L ¢ V, ® R die Gerade L = {(b%1) | A € R}. Der Schnitt L n 9(K)
besteht aus Punkten der Form (b% (x, b),), wobei x ein zuldssiger Punkt ist, und ist damit
nach Voraussetzung nicht leer. Da (P) beschrinkt ist und 9 ( K) abgeschlossen, gibt es einen
zuldssigen Punkt x mit (x, b) = 3, d.h. x ist ein optimaler Punkt.

(2) Falls (P) unbeschrénkt ist, also § = —oo, so besitzt (D) keinen zuldssigen Punkt
(Kor. 9.9), so dass auch f* = —oo gilt. Wir kdnnen also annehmen, dass (P) beschrankt
ist. Nach schwacher Dualitét (Satz 9.8(1)) gilt § > 3*. Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 ein
zuldssiger Punkt y von (D) existiert derart, dass (b% y), > § — €. Daraus wird * > f — ¢
folgen und damit 8 = *. Wegen 8 — ¢ < f3 gilt

(b3B-¢) ¢ 9(K).
Da 9(K) abgeschlossen ist, gibt es nach Trennungssatz 5.4 eine Hyperebene, die (b% 3 - ¢)
und 9(K) strikt trennt. Definiert man das Skalarprodukt auf V,@R durch ((v,, «), (v}, a')) =
(v2,v5)2 + aa’, so bedeutet dies: Es gibt (z,p) € V, ® R und a € R derart, dass

(b3z),+p(B—-¢)>aund
(p(x),2), + p(x,b); < a fiir alle x € K.
Wegen 0 € K ist « > 0. Da K ein Kegel ist, muss auflerdem
(p(x),2)2 + p{x,b); <O fiiralle x € K
gelten. Wir haben also
(b3z),+p(B—¢€)>0und
(p(x),2)2 + p(x,b); <O fir alle x € K.
Nach (1) besitzt (P) einen optimalen Punkt x, also (x,, b) = f und ¢(x) = b* und damit
(b32)2+pB <0
aus der unteren Gleichung. Zusammen mit der oberen folgt p < 0. Setze y = —p~'z, dann
(b57)s - (B-¢) = —p ' ((b22)2+p(B—€)) >0 und
{07 (y) =bh = (%, 9" (¥)h = (x, b} = {9(x), y)2 = (x, by
=-p"({p(x), 2)2 + p{x, b)) <0

fur alle x € K. Dies impliziert b — ¢*(y) € K*, also ¢*(y) <g+ b. Also ist y ein zuldssiger
Punkt von (D) und (b*, y), > 8 — ¢, wie gewiinscht. O

Die Bedingung im Satz, dass 9(K) abgeschlossen sei, ist nicht automatisch erfiillt,
wenn K abgeschlossen ist:

Ubung 9.4. Finde ein Beispiel eines abgschlossenen spitzen Kegels in R? derart, dass die Projektion
m:R® — R? auf die ersten beiden Koordinaten nicht abgeschlossen ist.
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In diesem Teil wenden wir die allgemeinen Aussagen iiber Kegelprogrammierung aus
der vorigen Woche auf die klassische lineare Programmierung an. Als Vorbereitung brau-
chen wir erst noch ein wichtiges Resultat tiber Polyeder:

Satz 10.1 (Fourier-Motzkin-Elimination). Sei d > 1, P ein Polyeder in R? und m: R4 — R7-1
die Projektion auf die ersten d — 1 Komponenten. Dann ist n(P) ein Polyeder in R4-1,

Beweis. Es sei
P {r R fan) <o) i
ein Polyeder in R?. Sei I = {1,..., k}, dann definieren wir Indexmengen
Iy={iel|ciy=0}
I, ={iel|cy>0}
I ={iel|ciy<0}.

Ein Punkt x’ = (x1,...,x4-1)" € R% liegt genau dann in 7(P), wenn es x; € R gibt mit
d-1
Z CinjS ﬁi fur alle i € Io,
f=
g e
1 .. .
Xg< — — Z —]xj fiir alle i € I, und
Cia 3 Cid
B ey
1 .. .
Xg> — — Z —]xj furallei eI
Cia 3 Cid

Es gibt solches x; genau dann, wenn
Z CijXj < /)],' furalle i € I() und

d-1

Cij Ckl .. .

Z <= -3 Fx firalleiel_ undkel,
Cid 3 Czd Ckd 121 Ckd

Damit ist x’ € 7(P) genau dann, wenn x’ diese beiden Systeme linearer Ungleichungen
erfillt. Also ist 7(P) ein Polyeder. O

Ubung 10.1. Wenn P c R durch k Ungleichungen beschrieben ist, was lasst sich aus dem Beweis
des Satzes iiber die minimale Anzahl der Ungleichungen sagen, die 77(P) c R%~! beschreiben?

Ubung 10.2. Sei P c R¥ ein Polyeder und sei ¢: R? — R® eine injektive lineare Abbildung. Dann
ist (P) ein Polyeder in R°.
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Korollar 10.2. Das Bild eines Polyeders in R unter einer linearen Abbildung ist ein Polyeder.

Beweis. Es sei P c R? ein Polyeder und ¢: R¢ — R¢ linear. Setze

. { Rd Rd+e

lx » (e

Offenbar ist ¢ injektiv und damit @( P) ein Polyeder in R?*¢ nach Aufgabe 10.2. Sei 7: R9+¢ —

Re¢ die Projektion auf die hinteren e Komponenten, so dass ¢(P) = n(9(P)) gilt. Durch
wiederholte Anwendung von Satz 10.1 sieht man, dass (9 (P)) ein Polyeder ist. O

Wir wenden uns nun der linearen Programmierung zu: Wir schreiben x > y fiir x, y €
R~ falls x — y € R” gilt. Gegeben seien eine m x n-Matrix A und zwei Vektoren b € R” und
b* € R™. Das zugehorige lineare Programm ist das Kegelprogramm in kanonischer Form:

Finde p =inf(x,b)
(P) unter Ax = b* in der Variablen x € R".
x20

Das duale Problem ist

(D) Finde f* =sup(b*, y)

unter ATy <b
Satz 10.3 (Starke Dualitéit). Es sei (P) ein lineares Programm wie oben. Wenn (P) einen zu-
lidssigen Punkt besitzt, dann gibt es keine Dualitditsliicke, d.h. es gilt B = *. Ist (P) zusdtzlich
beschrinkt, so besitzen (P) und (D) optimale Punkte.

} in der Variablen y € R™.

Beweis. Da R” ein Polyeder ist, ist der Kegel {(Ax,(x,b)) | x > 0} nach Kor. 10.2 ein
Polyeder in R”*! und damit abgeschlossen. Nach Satz 9.12 hat (P) also keine Dualittsliicke,
und falls (P) beschrankt ist, besitzt (P) einen optimalen Punkt. Es bleibt nur zu zeigen, dass
dann auch (D) einen optimalen Punkt besitzt. Dazu schreiben wir (D) in kanonische Form
um: Betrachte das Programm

Finde y =inf(-b*w;—w,)
(D)  unter AT(w;—w;)+z=b  inder Variablen (w, w,,z)" € R™ x R™ x R".
wp, W,z 20

Das Programm (D’) ist im wesentlichen ein lineares Programm auf R™ x R™ x R" in ka-
nonischer Form. (Denn in der ersten Zeile konnten wir (—b*, w; — w,) auch umstindlicher
als (((=b%,0%0)T, (w1, w,2))T) schreiben, und in der zweiten Zeile statt AT (w; —w,) +z
auch B(wy, wy,z)T, wobei B = (AT, -AT,I,) e Mat(nx (2m+n).) Ist y € R™ ein zuldssiger
Punkt von (D), so wihle wy, w, € R” mit y = w; — w, und setze z = b — ATy. Dann ist
(w1, w2, z)T ein zuldssiger Punkt von (D’). Umgekehrt ist y = w; — w, fiir jeden zuldssigen
Punkt (w;, w,, z)T von (D’) ein zuldssiger Punkt von (D). Dies zeigt f* = —y, insbesondere
ist (D’) beschrankt. Da auch (P) beschrinkt ist, besitzt (D) nach Kor. 9.9 einen zuldssigen
Punkt und damit auch (D’). Also besitzen (D’) und (D) einen optimalen Punkt. O

Korollar 10.4. Angenommen, das primdre Programm (P) und das duale Programm (D) sind
beide beschrinkt. Dann gelten
(1) (P) und (D) besitzen optimale Punkte.
(2) (Optimalititskriterium und Komplementdrer Schlumpf) Seien x € R" bzw. y e R™
zuldssige Punkte von (P) bzw. (D). Genau dann sind x und y optimal, wenn gilt:

m
x; >0 - Zaﬁyj:b,‘.
i1
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Beweis. Dies ist die Kombination von Satz 9.8 und Satz 10.3. O

Ubung 10.3. Beweise das Farkassche Lemma: Es seien c, . .

.»Cm € R" und

P={xeR"|{c;,x)<0firi=1,...,m}.

Fiir ¢ € R” gilt: Genau dann ist (¢, x) < 0 fiir alle x € P, wenn es Ay, ...

c=Mc+ -+ Apcp gilt.

ANWENDUNG: DAS TRANSPORT-PROBLEM

,Am > 0 gibt derart, dass

Ein gerichteter Graph ist ein Paar (N, A) bestehend aus einer Menge N (,Knoten®)
und einer Teilmenge A ¢ N x N (,Pfeile”). Fiir n;,n, € N schreiben wir n; — n,, falls
(n1,ny) € A. Eine Schleife ist ein Pfeil der Form n — n fiir n € N. Das Transport-Problem
ist das folgende allgemeine Optimierungsproblem. Gegeben sind:

Objekt

Interpretation

Ein endlicher gerichteter Graph T = (N, A)
mit N = {1,...,n}, n € N, der keine Schlei-
fen enthalt.

Ein Vektor b € R".

Die Knoten reprisentieren verschiedene Or-
te, zwischen denen ein Gut den Pfeilen ent-
sprechend transportiert wird.

Der Wert b; reprisentiert die Differenz zwi-

schen Nachfrage und Angebot am Knoten i.
Falls b; > 0, so iibersteigt die Nachfrage das
Angebot, sonst umgekehrt.

Eine Funktion c:A — R, notiert in Index-
schreibweise c(i — j) =t ¢;j, mit ¢;; > 0 fiir
alle (i - j) € A.

Der Wert c;; reprinsentiert die Transportko-
sten von i nach j pro transportierter Einheit.

Wir betrachten das lineare Programm

Finde ﬁ =inf Z CijXij
(i—)j)EA
(P) unter > xji— » xjj=bifirieN } inder Variablen x € RA.
e jisea

x;j > 0 fir alle (i — j) € A.

Ein Punkt x € R4 wird als Fluf§ bezeichnet und représentiert die Gesamtbewegung des Guts
zwischen den Knoten. Ein Fluf ist fiir das Programm zuléssig, wenn Angebot und Nach-
frage an jedem Knoten ausgeglichen werden (Balancebedingung). Der Wert 8 représentiert
die gesamten Transportkosten, und das Optimierungsproblem besteht darin, diese zu mi-
nimieren. Das duale Programm sieht wie folgt aus:

Finde pf* =sup i biy;
i=1

(D) } in der Variablen y € R".

unter y; - y; <¢jfuralle (i > j)eA

Ubung 10.4. Uberpriife, dass (D) tatsichlich das duale Programm zu (P) ist.

Dieses duale Problem, das rein formal gebildet wurde, kann man wie folgt interpre-
tieren: Der Wert y; reprasentiert den Preis des Guts am Knoten i und damit f* den Ge-
samtgewinn, der durch Kauf und Verkauf des Guts an den verschiedenen Knoten erzielt
wird. Die Zuléssigkeitsbedingung fiir die Preisverteilung y sagt dann, dass unter Bertick-
sichtigung der Transportkosten kein Gewinn durch Kauf an einem und Verkauf an einem
anderen Knoten erzielt werden kann.
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Korollar 10.5. Sei (P) das obige Transportproblem. Falls (P) einen zuldssigen FlufS besitzt,
dann gibt es einen optimalen Fluss und eine optimale Preisverteilung. Ist x = (x;j: (i — j) €
A) ein zulissiger FlufS und y eine zulissige Preisverteilung, so sind x und y genau dann
optimal, wenn

xij>0 =  yi-yi=cj
fiir alle (i — j) € A gilt.

Beweis. Da c;j > 0 nach Voraussetzung gilt, ist (P) sicher beschrankt. Auflerdem ist y = 0
eine zuldssige Preisverteilung. Damit folgt die Behauptung aus Kor. 10.4. O

Esseil = (N, A) ein gerichteter Graph. Ein Zykel in T ist eine endliche Folge von Pfei-
len ny < ny, < -+ < n, < n;in A mit m > 2, wobei die Notation n; < n, bedeutet,
dass der Pfeil entweder n; — n, oder n, — n; ist. Wenn in einem Flufl des Transportpro-
blems ein echter Transport entlang eines Zykels stattfindet, dann bekommt man intuitiv
den Eindruck, dass der Fluf$ nicht optimal sein kann. Dieser Eindruck wird durch die fol-
gende Aussage im Wesentlichen bestitigt:

Proposition 10.6. Essei [ = (N, A) ein gerichteter Graph ohne Schleifen, b € R" und

T(T,b) = {xij eRY ) xji— Y xi;=0b;fiirallei e N und x;; > 0 fiir alle (i - j) € A}
Ji(j=i)eA  ji(i=j)eA

das zugehdrige Transportpolyeder. Sei x € T(T, b) ein Extremalpunkt und S c A die Menge

aller Pfeile (i — j) mit x;; > 0. Dann enthilt S keine Zykel.

Beweis. Sei x € T und angenommen C c A ist ein Zykel mit x;; > 0 fiir (i - j) € C.
Es seien n; < n, < -+ < n, < n; die in C verbundenen Knoten und sei ¢ > 0 mit
¢ <min{x;;| (i - j) € C}. Wir definieren neue Fliisse

Xij falls (i > j)¢ Cund (j > i) ¢ C

uij=1 xij+e fallsi=ng,j=nea fireinke{l,...,m}
xij—€ fallsi=ngy,j=ng fireinke{l,...,m}
Xij falls (i > j) ¢ Cund (j— i) ¢ C

vij=1 xij—¢ fallsi=ng, j=ney fireinke {l,...,m}
xij+e fallsi=ng,j=ng fireinke{1,...,m}.

Das heifit also, wir erh6hen und reduzieren den Flufl auf C um ¢ in Abhéngigkeit von der
Orientierung der Pfeile. Nach Konstruktion gilt dann u,v € T(T, b) und x = 3 (u+v), aber
u,v # x. Also ist x nicht extremal. O

Ubung10.5. Zeige: Ist T(T, b) wie oben nicht leer, so gilt Y| b; = 0. Zeige durch ein Beispiel, dass
die Umkehrung falsch ist.

Ubung 10.6. Sei I' = (N, A) ein gerichteter Graph ohne Schleifen. Ein gerichteter Zykel ist eine
Folge von Knoten und Pfeilen n; - ny - --- - n,, - ny mit m > 2.
Zeige: Genau dann ist T(T, b) fiir alle b € R" kompakt, wenn T keine gerichteten Zykel enthalt.



VORLESUNG UBER KONVEXITAT Daniel Plaumann

Universitat Konstanz
Wintersemester 2011/2012
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11.1. DUALITAT FUR SEMIDEFINITE PROGRAMME

Ein semidefinites Programm ist ein Kegelprogramm fiir den Kegel der positiv semide-
finiten Matrizen (psd-Kegel). Wir erinnern an die folgenden Tatsachen aus Abschnitt 6:
(1) Aufdem Vektorraum Sym_ der symmetrischen n x n-Matrizen hat das kanonische
euklidische Skalarprodukt die Form
(A, B) = tr(AB).

(2) Der psd-Kegel ist unter diesem Skalarprodukt selbstdual, d.h. es gilt (S;;)* = S;'.
(3) Wir schreiben die Ordnungsrelation >g: als >. Wie zuvor bedeutet also A > 0, dass
A positiv semidefinit ist.
Lemma 11.1. Es sei ¢: Sym, — R™ eine lineare Abbildung, m,n > 1.

(1) Es gibt Matrizen A,, ..., A,, € Sym_derart, dass

o(X) = ((ALX), ..., (A X))
fiir alle X € Sym_ gilt.
(2) Die duale Abbildung ¢*:R™ — Sym  ist dann gegeben durch
9" (¥) = A+ + ymAn
fiir y e R™.
Beweis. (1) Ist ¢ = (¢1,...,¢9m), dann sind ¢y, ..., ¢,, lineare Funktionale auf Sym . Da
Sym, ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, ist jedes lineare Funktional durch das

Skalarprodukt mit einem Element von Sym_ gegeben.
(2) Fiir alle X € Sym_ und y € R™ gilt

(X, 0" (9)) = (9(X), y) = (({AL, X), ..., (A, X)), y) = (AL X) + o+ Y (A, X)
= (X, AL+ + YmAn).

Da die duale Abbildung nach Prop. 9.4 eindeutig ist, folgt ¢*(y) = » A1 + -+ + YmAn. O

Damit haben wir alles beisammen, um ein semidefinites Programm und sein Dual hin-
zuschreiben. Seien A, ..., A, B € Ssym und b* e R™.
Primdres Programm:

Finde S =inf(B,X)
(P) unter (A;, X)=b; firi=1,...,m ; inder Variablen X € Sym .
X>0

49
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Duales Programm:

(D) Finde f* =sup(b%y)

unter Y y;A; <B } in der Variablen y € R™.

Ubung 11.1. Essei n =2, m = 1. Setze

10 0 1 .
B_[O O], Al_[l O], b -1

Zeige: (1) = 7 = 0 (2) y1 = 0ist optimaler Punkt von (D); (3) (P) besitzt keinen optimalen Punkt.

Ubung 11.2. Essein =2, m = 1. Setze

o -1 11
— 2 - * =
B [ 0], A [1 1], b =0,

Zeige: (1) B = 0; (2) (P) besitzt einen optimalen Punkt. (3) (D) besitzt keinen zuldssigen Punkt.
Um ein Kriterium fiir starke Dualitit zu bekommen, brauchen wir das folgende

Lemma 11.2. Es sei K c R" ein spitzer abgeschlossener Kegel und ¢:R" — R™ eine lineare
Abbildung mit ker(¢) n K = {0}. Dann ist o(K) wieder ein abgeschlossener Kegel.

Beweis. Nach Prop. 5.12(2) besitzt K eine kompakte Kegelbasis B c R". Aus der Vorausset-
zung folgt 0 ¢ ¢(B). Deshalb ist auch ¢(B) eine kompakte Kegelbasis von ¢(K), so dass
¢(K) (wiederum nach Prop. 5.12) abgeschlossen ist. O

Satz 11.3 (Starke Dualitat). Es sei (P), (D) ein duales Paar von semidefiniten Programmen
wie oben und sei L = {ylAl +ot YA+ YmnB| y € ]R"‘“}. Falls L eine positiv definite
Matrix enthdlt und (P) einen zuldssigen Punkt besitzt, so gibt es keine Dualitdtsliicke. Ist (P)
aufSerdem beschrinkt, so besitzt (P) einen optimalen Punkt.

Beweis. Wir wollen Satz 9.12 anwenden. Es sei ¢:Sym — R™ gegeben durch ¢(X) =
((AI,X),..., (Am,X)) und ¢:Sym, — R™* durch 9(X) = (¢(X),(B,X)). Nach Vor-
aussetzung gibt es C € L n S;;*. Dann gilt fiir jedes X ¢ ker(9), so folgt (C, X) = 0. Aus
Aufgabe 11.3 unten folgt damit ker(9) n S, = {0}. Nach dem vorangehenden Lemma ist
9(S;) abgeschlossen und die Aussagen des Satzes folgen damit aus Satz 9.12. O

Ubung 11.3. Esseien X, Y € Sym,, positiv semidefinit mit (X, Y) = 0.
Zeige, dass dann rk X + rk Y < n gilt. Insbesondere: Ist Y positiv definit, so ist X = 0.

Der Vollstandigkeit halber notieren wir noch die Optimalitatskriterien fiir semidefinite
Programme, ein Spezialfall von Thm. 9.8:

Korollar 11.4. Es sei (P), (D) ein duales Paar von semidefiniten Programmen wie oben. Sei
X ein zuldssiger Punkt von (P) und y ein zuldssiger Punkt von (D). Dann gelten:

(1) (Optimalitétskriterium) Falls

(X,B - iy,A,) =0

i1
gilt, dann sind X und y optimal.
(2) (Komplementiarer Schlupf) Sind X und y optimal und gilt B = *, dann folgt

(X’B_iyiAi>:0- L]

i=1
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11.2. ANWENDUNG: CLIQUEN- UND FARBUNGSZAHL EINES GRAPHEN

Ein Graph (im Unterschied zu einem gerichteten Graph, was wir beim letzten Mal de-
finiert hatten) besteht aus einer Menge N (,Knoten®) und einer symmetrischen Relation
E c NxN (,Kanten®). Sind m, n € N Knoten mit (m, n) € E, dann sagt man, dass m und n
durch eine Kante verbunden sind. Wie zuvor nehmen wir stets an, dass es keine Schleifen
gibt, also keine Kanten, die einen Knoten mit sich selbst verbinden.

Definition 11.5. Es sei I' = (N, E) ein Graph.

(1) Eine Clique in T ist eine Teilmenge C c N von Knoten derart, dass je zwei ver-
schiedene Knoten in C durch eine Kante verbunden sind. Die Méchtigkeit einer
maximalen Clique in T heif3t die Cliquenzahl von I und wird mit w(T') bezeichnet.

(2) Eine k-Firbung von T ist eine Abbildung ¢: N — {1,..., k} mit der Eigenschaft
¢(m) # ¢(n) furalle (m, n) € E. Diekleinste Zahl k derart, dass I eine k-Fiarbung
besitzt heifdt die Farbungszahl von I und wird mit y(T') bezeichnet.

Es gilt w(T') < x(T), da eine k-Clique keine Firbung mit weniger als k Farben haben kann.

@,

2, ()

Der berithmte Vier-Farben-Satz (bewiesen 1976 durch K. Appel und W. Haken) besagt,
dass sich jede Landkarte (mit zusammenhéngenden Landern) durch vier Farben so farben
lasst, dass je zwei Lander, die eine echte Grenze miteinander haben, verschiedene Farben
haben. Formalisiert wird dies zu der Aussage, dass jeder ebene Graph (d.h. ein Graph der
sich ohne Uberkreuzungen von Kanten in R? einbetten ldsst) eine Vierfiarbung besitzt.
Im allgemeinen ist es rechnerisch sehr aufwendig (,NP-vollstindig“) die Cliquen- oder
Farbungszahl fiir einen gegebenen Graph zu ermitteln oder auch nur gut zu approximieren.
Zum Beispiel kann ein ebener Graph auch eine Dreifarbung besitzen, die aber im allgemei-
nen nicht leicht zu finden ist. (Diese Tatsache kann man sich auch in der Kryptographie
zunutze machen.) Einer der ersten wichtigen Sitze (bewiesen von L. Lovasz im Jahr 1978),
der die Niitzlichkeit der semidefiniten Programmierung fiir die kombinatorische Optimie-
rung aufgezeigt hat, besagt jedoch, dass es ein duales Paar von semidefiniten Programmen
gibt, deren optimaler Wert eine Zahl 9(T') mit der Eigenschaft w(T) < 9(T) < x(T) ist.
Die Funktion 9:T — 9(T') heif3t die Lovdszsche Theta-Funktion' Wir beschreiben nun, wie
das entsprechende semidefinite Programm gebaut wird:

Konstruktion 11.6. Es sei I' = (N, E) ein Graph mit n Knoten N = {1,...,n}. Fir i,j €
{1,...,n} sei A;; die Matrix mit a;; = a;; = 1 und alle anderen Eintrége gleich 0. Sei J die
n x n-Matrix, deren Eintrége alle gleich 1 sind und I die n x n-Einheitsmatrix.

'Es besteht kein Zusammenhang mit den diversen Typen von Theta-Funktionen in der komplexen Ana-
lysis, Zahlentheorie und algebraischen Geometrie.
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Wir definieren das folgende Primcdre Programm:
Finde 9(T) =sup(J, X) = —inf(-J, X)
(py unter (Ai;, X) = 0 fiir i < jmit (i, ) ¢ E
tr(X) = (I, X) =1
X>0

in der Variablen X € Sym .

Ubung 11.4. Wie sieht das duale Programm dazu aus?

Bemerkung 11.7. Das Programm (P) und sein Dual haben keine Dualititsliicke. Denn die
Matrix +1 ist ein zuldssiger Punkt von (P). Auferdem ist I positiv definit und beschreibt
eine der Nebenbedingungen in (P). Nach Satz 11.3 gibt es deshalb keine Dualitétsliicke.

Satz 11.8 (Lovész). Ist T = (N, E) ein Graph und (P) wie oben, dann gilt

w(T) <9(T) < x(T).
Beweis. Als erstes kimmern wir uns um die Cliquenzahl: Es sei W c N eine Clique und
sei k = |W|. Sei x = (x1,...,x,) der Vektor

)1 fallsieW
Tlo fallsi¢W
und setze X = (1/k) - xxT. Dann ist X ein zuldssiger Punkt von (P) und es gilt (J, X) = k
und damit 9(T) > w(T).
Jetzt kommt die Farbungszahl dran. Es sei X ein zuldssiger Punkt von (P) (z.B. X = %I ).
Da X positiv semidefinit ist, gibt es nach Prop. 6.2 eine Matrix U € Mat, mit X = UTU. Es
seien uy, . . ., u, die Spalten von U, so dass (u;, u;) = x;; gilt.
Seinun ¢:N — {1,...,k} eine k-Farbung von I'. Da X ein zuldssiger Punkt ist, gilt
x;; = 0, wann immer ¢(i) = ¢(j). Wegen tr(X) = (I, X) = 1 gilt auflerdem

2 lul* = 1.
i=1
Fiir jede Farbe 1 < j < k definieren wir einen Vektor

w; = Z U;.

i:p(i)=j

||Wj||2 = Z (i, uiy) = Z i1,
inLiz:p(i1)=¢(i2)=j irp(i)=j
die zweite Gleichheit weil die Summanden in der Mitte fiir i; # i, gleich 0 sind, und damit

: 2
> lhw =1
=

Wegen Z?zl w; = Xin u; gilt auflerdem

k k 2
0X) =[S iR < (;nwjn) .

j=1

Es gilt dann

Nach der nachfolgenden Aufgabe folgt daraus nun (J, X) < k und damit 9(T') < y(T). O
Ubung 11.5. Es seien ay, . .., aj reelle Zahlen mit Zf;l ocl2 = 1. Zeige, dass Zf;l a; < Vk gilt.

Ubung 11.6. Es sei I das Fiinfeck mit Knoten 1,2, 3, 4,5 und Kanten (1,2), (2,3), (3,4), (4,5),
(5,1). Zeige, dass w(T) = 2, y(T) = 3, und 9(T) = \/5 gelten.
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12. INNERE-PUNKTE-VERFAHREN

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Einleitung in einige der Methoden, die den
Hintergrund fiir praxistaugliche Algorithmen zur Lésung von semidefiniten Programmen
bilden. Dieser Exkurs beschrankt sich auf einige wesentliche Punkte und wird mathema-
tisch zum Teil weniger prézise und vor allem weniger vollstindig sein als der Rest der Vor-
lesung. Die Darstellung hier orientiert sich in erster Linie am Buch von Forst und Hoff-
mann Optimization - Theory and Practice [3], in dem sich natiirlich auch die fehlenden
Puzzleteile finden.

12.1. DAS PRIMAR-DUALE SYSTEM

Im folgenden sei stets

Finde p =inf(B,X)
(P) unter (A;, X)=0b; firi=1,...,m ; inder Variablen X € Sym .
X>0

Finde f* =sup(b%y)

(D) unter Y., y;A; <B

} in der Variablen y € R™.

ein duales Paar von semidefiniten Programmen. Wir machen zunéchst geeignete Annah-
men an das System, um starke Dualitdt und die Anwendbarkeit der betrachteten Methoden
sicherzustellen.

Definition 12.1. Das Paar (P),(D) geniigt der Innere-Punkte-Bedingung, wenn gelten:
o Die Matrizen Ay, ..., A, sind linear unabhéngig.
o (P) hat einen strikt zuldssigen Punkt, d.h. eine positiv definite zuldssige Matrix X.
o (D) hat einen strikt zuldssigen Punkt, d.h. einen Punkt y derart, dass B—- Y }%, y;A;
positiv definit ist.

Die Innere-Punkte-Bedingung stellt unter anderem sicher, dass es keine Dualitétsliicke
gibt. Dies folgt aus einer allgemeineren Aussage tiber Kegelprogramme, die sich als Anwen-
dung von Satz 9.8 ergibt (siehe Barvinok [1], S. 169ff).

Proposition 12.2. Es sei
Finde f =inf(x,b)
(Q) unter  ¢(x) = b* in der Variablen x € V.
X 2[{0
ein Kegelprogrammen in kanonischer Form (Notationen wie in Def. 9.11). Falls (Q) einen
zuldssigen Punkt x im Inneren von K besitzt, mit einer offenen Umgebung W von x in K
derart, dass 0 € V, ein innerer Punkt von ¢ (W) ist, dann gibt es keine Dualitdtsliicke. [
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Korollar12.3. Falls das duale Paar (P),(D) von semidefiniten Programmen der Innere-Punkte-
Bedingung geniigt, dann gibt es keine Dualitdtsliicke.

Beweis. Da A, ..., A, linear unabhingig sind, ist in (P) die lineare Abbildung ¢: X
({(A,X),...,{Am, X)) surjektiv. Surjektive lineare Abbildungen sind offen (d.h. Bilder of-
fener Mengen sind offen), so dass die Behauptung aus dem vorangehenden Satz folgt. [

Als néchstes mochten wir das duale Programm so umschreiben, dass es mehr der Form
des primiren entspricht. Das ist in der semidefiniten Programmierung nicht in derselben
Weise moglich, wie in der linearen (vgl. Satz 10.3). Statt dessen benutzen wir das Folgende:

Proposition 12.4. Es sei (P),(D) ein duales Paar von semidefiniten Programmen wie oben,
das der Innere-Punkte-Bedingung geniigt. Seien X bzw. y zulissige Punkte von (P) bzw. (D).
Genau dann sind X und y optimal, wenn es eine Matrix Y € Sym_ gibt derart, dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(Ai,X)zb*szrizl,...,m
Y+Z?i]yiAi:B
X>0,Y>0

XY =0.

(PD)

Beweis. Nach Kor. 12.3 gibt es keine Dualitétsliicke. Damit folgt die Behauptung aus Kor. 11.4.
(Beachte auch die nachfolgende Aufgabe.) O

Ubung 12.1. Fiir X, Y € S} gilt (X, Y) = 0 genau dann, wenn XY = 0.

Definition 12.5. Das System (PD) in den Unbestimmten (X,Y,y) € Sym xSym xR™
heif3t das primdr-duale System zum Paar (P), (D).

12.2. BARRIEREFUNKTIONEN UND DER ZENTRALE PFAD

Definition 12.6. Es sei C c R” eine konvexe Teilmenge. Eine Funktion ¢:R" — R heif3t
konvex, wenn

Ap(x) +(1=N)o(y) > p(Ax +(1-1)y)
furallex, y € Cund A € [0,1] gilt. Die Funktion ¢ heifit strikt konvex, wenn die angegebene
Ungleichung fiir x # y und A € (0, 1) strikt ist.

Ubung 12.2. Ist ¢ stetig differenzierbar, so ist ¢: C — R genau dann konvex, wenn die Ungleichung

9(y) 2 9(x) + (Vo) (x),y - x)
fir alle x, y € C erfallt ist.

Lemma 12.7. Die Funktion —logo det ist strikt konvex und analytisch auf S;}* und geht am
Rand des psd-Kegels S, gegen oo. Ihre Ableitung in einem Punkt Xy € S} ist

V(-logodet)(X,) = -X,"

Beweisskizze. Setze ¢ = —logo det. Dass ¢ analytisch ist und am Rand des psd-Kegels ge-
gen oo geht, ist nicht schwer zu sehen. Fiir die Ableitung der Determinante in einem Punkt
Xo € Mat, mit det(X,) # 0 gilt nach der Jacobi-Formel (V det)(X,) = det(X,) - X;'. Der
Beweis findet sich z.B. in der englischen Wikipedia. Damit folgt die Aussage tiber die Ab-
leitung von ¢ aus der Kettenregel.



12.2. BARRIEREFUNKTIONEN UND DER ZENTRALE PFAD 55

Um zu zeigen, dass ¢ konvex ist, seien X, Y € §;}* und seien 1,,..., A, die Eigenwerte
von X 1Y. Diese sind reell und positiv (siehe nachfolgende Aufgabe). Es gilt

@(Y) - ¢o(X) = —logdet(Y) +logdet(X) = —logdet(X'Y)
= -log H?:l/\i = - Z?:I log(1;).

Da - log konvex ist, und auflerdem log(x) < x — 1 fiir alle x > 0 ist, gilt

1 1 l
n Zizl log(4;) < log(; Zi:lAi) < n Zizll\i -1

Daraus ergibt sich insgesamt

o(V) = (X) = =n(-- " Tog(A)) > = F0 Ay
~tr(-XY +1,) = tr(-X (Y - X))
= (Vo(X), Y - X).

Nach Aufgabe 12.2 ist damit ¢ konvex. Es ist noch zu zeigen, dass ¢ auch strikt konvex ist.
Angenommen, es gilt (YY) — ¢(X) = ((Ve)(X),Y - X) fur X,Y € S;:*. Dann sind die
obigen Ungleichungen allesamt Gleichungen. Da die Logarithmus-Funktion strikt konkav

ist, folgt dann A; = --- = A,.. Ferner gilt log(x) = x — 1 genau fiir x = 1. Es folgt damit
Y i1 Ai = nund schliefllich A; = --- = A, = 1. Da X7'Y auflerdem diagonalisierbar ist (s.u.),
muss X 'Y = I, gelten, also X = Y. O

Ubung 12.3. Seien X,Y € S}*. Zeige, dass XY {iber R diagonalisierbar ist und alle Eigenwerte
positiv sind.

Definition 12.8. Sei (P),(D) ein duales Paar von semidefiniten Programmen wie oben. Die
Funktionen

F)(X) = (B, X) - A1og(det(X))

Gr(y)=(bry)+ )Llog(det(B - ZZI y,-A,-))
heiflen die logarithmischen Barrierefunktionen des Paars (P),(D) zum Parameter A.

Wir schreiben auflerdem
S={XeS;|(AnX)=b]firi=1,...,m}
S* = {y e R™ | B - Z:ilyiAi > 0}

Satz 12.9. Es sei (P),(D) ein duales Paar von semidefiniten Programmen, das der Innere-
Punkte-Bedingung gentigt. Fiir A > 0 und (X, Y, y) € Sym, x Sym xR™ sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(a) Es gelten

(A, X)=b*furi=1,...,m
Y+Z?i1yiAi =B
X>0,Y>0

XY = AI,.

(PD,)

(b) Es gelten:
(1) Der Punkt X ist die eindeutig bestimmte Minimalstelle von F) auf S.
(2) Der Punkt y ist die eindeutig bestimmte Maximalstelle von G, auf S*.
(3) Y =B-Xi yiA:
Insbesondere hat das System in (a) in den Unbestimmten (X, Y, y) eine eindeutige Losung.
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Beweisskizze. Wir schreiben ¢(X) = ({A;,X),..., (A, X)). Da die Funktion F nach
Lemma 12.7 strikt konvex ist und auf dem Rand von S gegen oo geht, nimmt sie ihr Mi-
nimum auf § in einem eindeutig bestimmten Punkt X € S;* an. Ferner ist das Minimum
unter der Nebenbedingung X € S, also ¢(X) = b*, durch die Lagrange-Bedingungen cha-
rakterisiert (die aus der Grundvorlesung Analysis in der einen oder anderen Form mogli-
cherweise bekannt sind) : Seidazu L(X, y) = Fx(X)+(y, b*—¢(X)) die Lagrange-Funktion
von F). Dann nimmt F) ihr Minimum auf § genau dann in X an, wenn

VxL(X,y)=B-AX"'-" yiA;=0

fir ein y € R™ gilt. (Die Eintrédge von y heiflen die Lagrange-Multiplikatoren). Mit Y =
B - Y, y;A; bedeutet dies genau XY = AI,. (Aus Y = AX! folgt dabei insbesondere
Y > 0). Wir sehen also: Genau dann ist (X, Y, y) eine Losung von (a), wenn die Funktion
F) in X ihr Minimum annimmt, mit zugehdrigem Lagrange-Multiplikator y und daraus
eindeutig bestimmtem Y (beachte, dass hier die lineare Unabhéngigkeit von A;,..., A,
eingeht). Das analoge Argument fiir G, zeigt die behauptete Aquivalenz. O

Definition 12.10. Fiir jedes A > 0 bezeichnen wir das eindeutige Minimum von F) auf S
mit X (1), das Maximum von G, mit y(A), und die zugehorige komplementire Matrix in
(PD,) mit Y(A). Die Menge

C={(X(1),Y(A),y(1))|A >0} c Sym, x Sym, xR
heif3t der zentrale Pfad des Paares (P),(D).

Bemerkung 12.11. Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, dass der zentrale Pfad eine semi-
algebraische Kurve ist. (Dies bedeutet im wesentlichen, dass der Zariski-Abschluss von C
eine algebraische Kurve ist). Dies spielt fiir uns hier keine Rolle, die Geometrie dieser Kur-
ve ist aber Gegenstand aktueller Forschung. (Siehe etwa deLoera, Sturmfels, Vinzant [2]:
The central curve in linear programming (arXiv:1012.3978)).

Satz 12.12. Es sei (P),(D) ein duales Paar von semidefiniten Programmen, das der Innere-
Punkte-Bedingung geniigt. Fiir jede Folge (Ay)ken von positiven Konstanten gibt es eine Teil-
folge der Folge (X(Ax), Y(/\)k,y()tk)keN auf dem zentralen Pfad, die gegen ein optimales
Tripel konvergiert, d.h. gegen eine Losung des Systems (PD) in Prop. 12.4.

Beweisskizze. Jedes Tripel (X(Ax), Y (Ax), y(Ax)) ist eine Losung des Systems (PD;) in
Satz 12.9. Daher geniigt es zu beweisen, dass die Folge (X (Ak), Y(Ak), y(Ak)) beschriankt
ist. Wir verweisen hierfiir auf Forst/Hoffmann [3, Thm. 7.5.6]. Die Folge besitzt dann eine
konvergente Teilfolge, so dass (X, Yx) gegen Null und damit (X (Ax), Y (Ak), y(Ak)) gegen
eine Losung von (PD) konvergiert. O

Das folgende Korollar hitten wir mit etwas Miihe auch aus abstrakten Argumenten
tiber Kegelprogrammierung erhalten konnen.

Korollar 12.13. Falls das Paar (P),(D) der Innere-Punkte-Bedingung geniigt, dann besitzen
(P) und (D) optimale Punkte. O

Wir haben also gesehen, dass der zentrale Pfad auf einen optimalen Punkt zulduft.
Tatsachlich kann man auch noch zeigen, dass die Zielfunktion entlang des zentralen Pfades
streng monoton wachsend ist. Aber im Hinblick auf tatsdchliche Algorithmen fingt die
eigentliche Arbeit natiirlich jetzt erst an: Es gibt verschiedene numerische Verfahren, um
den zentralen Pfad (stiickweise linear) zu approximieren (,,path tracking”), etwa basierend
auf dem Newton-Verfahren. Dies ist fiir sich genommen ein umfangreiches Thema, auf das
wir nicht naher eingehen konnen.
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Wir betrachten unser Beispiel aus Aufgabe 11.6 und berechnen die Lovasz-Zahl fiir den
Graphen, der wie ein Fiinfeck aussieht. Dazu geben wir das entsprechende Programm (di-
rekt vor Bemerkung 11.7) in Matlab ein. Wir verwenden den SDP-solver SeDuMi und die
Toolbox Yalmip (beide frei verfiigbar).

>J = [1,1,1,1,1; >>A3 = [0,0,0,0,0;
1,1,1,1,1; 0,0,0,1,0;
1,1,1,1,1; 0,0,0,0,0;
1,1,1,1,1; 0,1,0,0,0;
1,1,1,1,11; 0,0,0,0,01;

>>Al = [0,0,1,0,0; >>A4 = [0,0,0,0,0;
0,0,0,0,0; 0,0,0,0,1;
1,0,0,0,0; 0,0,0,0,0;
0,0,0,0,0; 0,0,0,0,0;
0,0,0,0,01; 0,1,0,0,01;

>>A2 = [0,0,0,1,0; >>A5 = [0,0,0,0,0;
0,0,0,0,0; 0,0,0,0,0;
0,0,0,0,0; 0,0,0,0,1;
1,0,0,0,0; 0,0,0,0,0;
0,0,0,0,01; 0,0,1,0,01;

~
~
~
~
~
~
~
~

$Definiere und loese das SDP in der Variablen X

>>X = sdpvar(5,5);
>>P = [X >= 0, trace(Al*X) == 0, trace(A2*X) == 0, trace(A3*X) == 0,
trace (A4*X) == 0, trace(A5*X) == 0, trace(X) ==1 1;
>>h = —-trace (J*X);
>>solvesdp (P, h);
SeDuMi 1.3 by AdvOL, 2005-2008 and Jos F. Sturm, 1998-2003.
Alg = 2: xz—-corrector, theta = 0.250, beta = 0.500
Put 6 free variables in a quadratic cone
egs m = 15, order n = 8, dim = 33, blocks = 3
nnz (A) = 25 + 0, nnz (ADA) = 225, nnz (L) = 120
it : b*y gap delta rate t/tP* t/tD* feas cg cg prec
0 2.75E+00 0.000
1 4.88E+00 5.48E-01 0.000 0.1989 0.9000 0.9000 -0.13 1 1 1.7E+400
2 2.78E+00 1.47E-01 0.000 0.2680 0.9000 0.9000 1.57 1 1 3.5E-01
3 2.25E+00 6.31E-03 0.000 0.0430 0.9900 0.9900 1.48 1 1 1.1E-02
4 2.24E+00 2.45E-07 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.01 1 1 4.1E-07
5 2.24E+00 2.85E-14 0.000 0.0000 1.0000 1.0000 1.00 1 1 4.8E-14
iter seconds digits c*x b*y
5 0.2 14.3 2.2360679775e+00 2.2360679775e+00
|Ax-b| = 9.5e-14, [Ay-c]_+ = 1.1E-14, |x|= 8.7e+00, |y|= b5.3e-01
Detailed timing (sec)
Pre IPM Post
1.808E-01 3.441E-01 4 .832E-02
Max-norms: | |b||=2, ||cl| =1,
Cholesky |add|=0, |skip| =0, ||L.L|| = 5.23598.

In all dem Gewusel sehen wir unter der Zielfunktion (c * x) tatsachlich eine gute Nahe-
rung der Zahl /5, wie in der Aufgabe behauptet.

Ubung 12.4. Berechne das Lovasz-Theta numerisch fiir weitere Graphen Deiner Wahl.
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13. SPEKTRAEDER UND STARRE KONVEXITAT

13.1. SPEKTRAEDER ALS PUNKTMENGEN

Wie in Abschnitt 7 definiert, ist ein Spektraeder der Durchschnitt des psd-Kegels mit
einem affin-linearen Unterraum im Raum der symmetrischen Matrizen. In diesem Ab-
schnitt fassen wir Spektraeder nicht primér als Mengen von Matrizen, sondern als Punkt-
mengen im euklidischen Raum auf. Dies macht technisch keinen grofien Unterschied, in
der Anschauung aber schon.

Es sei L ¢ Sym, ein affin-linearer Unterraum. Wéhle A, € L und schreibe L — Ay =
span(Ay,...,A,) mit A; € Sym, und n > 0. Betrachte die Abbildung

‘ R — L
¢ (up, . sun)T > Ag+wmA + - +u,A,

Dann gilt
o (LnS)={ueR"|Ag+wA ++u,A, >0}

Wenn A, ..., A, linear unabhingig sind, dann ist ¢ bijektiv und wir kénnen ¢~'(L n S})
mit dem Spektraeder L NS} identifizieren. Das fiihrt zu einer leicht erweiterten Definition:

Definition 13.1. Eine Teilmenge S c R” heift ein Spektraeder, wenn es eine affin-lineare
Abbildung ¢: R" - Sym, gibt derart, dass S = ¢~!(im(¢) N §}).

I"Jbung 13.1. Es seien Ag,...,A, € Sym, und S = {u e R"|Ag + A1 + - + upyAy > 0}. Seien
By, ..., By € Sym, eine Basis von span(Ay, ..., A,), m < n. Zeige: Es gibt eine bijektive lineare
Abbildung y:R” - R™ x R"™™ mit y(S) = {(u,v) e R" x R"™ | Ag + uyBy + -+ + tyy By > 0}.

Beispiel 13.2. Es sein = k =2 und

-1 0 0 1
A0=IZ> Al:[o 1]) A2=[1 0]

Fir u = (u, u;)T € R? ist dann

_ l—l/ll u
A0+M1A1+M2A2—[ ” 1+u1].

Diese Matrix ist genau dann positiv semidefinit, wenn -1 < u; < lund 1-u? — u3 > 0 gelten.
Die zweite Bedingung (die von der Determinante kommt) impliziert dabei die erste. Wir
sehen also, dass

S={ueR?|uj+u3<1}
die abgeschlossene Einheitskreisscheibe ist.
Ubung 13.2. Zeige, dass jedes Polyeder auch ein Spektraeder ist.
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Definition 13.3. Ein lineares (symmetrisches) Matrixpolynom der Grofle k ist ein Poly-
nom vom Grad 1 (in mehreren Veranderlichen) tiber dem Ring der symmetrischen k x k-
Matrizen. Ist M = Ay + x1A; + -+ + x, A, ein lineares Matrixpolynom in »n Veridnderlichen
x = (x1,...,%,), dann definiert M das Spektraeder

S(M) ={ueR"| M(u) > 0}.
Das Matrixpolynom M heif3t normiert, wenn M(0) = I gilt.

Ein lineares Matrixpolynom kann man sich entweder als Polynom vom Grad 1 mit
Matrixkoeftizienten vorstellen, oder auch als Matrix, deren Eintrage Polynome vom Grad
1 sind, je nachdem, wie es gerade passt. In unserem Beispiel oben ist das Matrixpolynom

1—X1 X2 ]

=A A A, =
M 0T X141 t XA, [xz 1+ x,

Bemerkung 13.4. Es sei M ein lineares Matrixpolynom in n Verdnderlichen und S das
Spektraeder S(M). Fiir u,v € R" ist vI M (u)v > 0 eine lineare Ungleichung in © und

S ={ueR"|FiralleveR"v"M(u)v >0}.

Also ist S durch unendlich viele lineare Ungleichungen beschrieben. Das ist noch nichts
Besonderes: Nach dem Bidualsatz wird jede abgeschlossene konvexe Menge durch unend-
lich viele lineare Ungleichungen beschrieben (ndmlich die Ungleichungen, die durch die
Gesamtheit aller Stiitzhyperebenen gegeben sind). Bei Spektraedern sind diese Unglei-
chungen aber in spezieller Weise parametrisiert und konnen explizit angegeben werden.

Lemma 13.5. Es sei M ein lineares Matrixpolynom der Gréfe k in n Verdnderlichen.
(1) Falls M normiert ist, so gilt 0 € int(S(M)).
(2) Ist 0 € int(S(M)), so gibt es ein normiertes lineares Matrixpolynom N der Grofe
| < k in n Verdnderlichen mit S(M) = S(N).

Beweis. (1) folgt leicht daraus, dass I ein innerer Punkt von S} ist.
(2) Es sei M = Ay + x1A; + - + x1A,. Wegen 0 € S(M) gilt Ay > 0. Deshalb gibt es eine
invertierbare k x k-Matrix U derart, dass

I, 0
T _ 1
UAOU—lO 0]

mit [ < k gilt. Es sei nun

U'MU =U"AU + xUTA U + -+ + x,UTA,U = lN A],

AT N7

wobei NV bzw. N’ lineare Matrixpolynome der Grofle I bzw. k — I sind und A ein nicht-
symmetrisches lineares Matrixpolynom der Grofle I x (k — I). Wir behaupten, dass A = 0
und N = 0 gelten. Nach Wahl von U ist der konstante Term von N” gleich Null, es ist also
etwa N/ = x;B; +---+x,B, mit B; € Sym, ,. Da 0 ein innerer Punkt von S(M) c S(N") ist,
gibt es € > 0 derart, dass +¢B; > O fiiri = 1,...,n. Das geht nur, wenn B; =0 fiiri =1,...,n
gilt. Ist nun W eine offene Umgebung von 0 mit M(x) > 0 fiir alle x € W, so folgt fiir
x € Waus N'(x) = 0 auch A(x) = 0. Dies impliziert .4 = 0.

Insgesamt haben wir S(M) = S(N') und damit die Behauptung gezeigt. O

Lemma 13.6. Fiir jedes normierte lineare Matrixpolynom M in n Verdnderlichen gilt

int(S(M)) = {u e R" | M(u) > 0}.
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Beweis. Es sei M = Iy + x1A; + -+ + x,A,, L = Iy + span(4;,...,A,) und ¢:R* — L,
@(u) = Iy + Ay + -+ + u, A,. Dann gilt int(S) = ¢~!(relint(L N S;)) = ¢/(L N S;*) und
damit die Behauptung. O

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Spektraedern steckt in der folgenden Aufgabe
(deren Losung allerdings nicht unbedingt etwas mit diesem Abschnitt zu tun hat).

Ubung 13.3. Zeige, dass alle Seiten eines Spektraeders exponiert sind.

13.2. STARRE KONVEXITAT

Wir haben gesehen, dass eine Vielzahl von konvexen Mengen (z.B. alle Polyeder) als
Spektraeder realisiert werden konnen. Spektraeder besitzen aber auch einige sehr spezielle
Eigenschaften, die sie von anderen konvexen Mengen unterscheiden (s. Ubung 13.3). Die
wichtigste ist die sogenannte starre Konvexitit, die wir in diesem Abschnitt untersuchen.

Definition 13.7. Es sei a € R". Ein Polynom p € R[x] in n Verdnderlichen x = (xy,...,x,)
heif3t ein reelles Nullstellenpolynom oder ein RZ-Polynom beztiglich a, wenn folgendes gilt:
Fiir alle v € R” sind alle komplexen Nullstellen des Polynoms p(a + tv) € R[¢] reell.

Beispiele 13.8.
(1) Das Polynom p = 1 - x? — x? ist ein RZ-Polynom bzgl. (0,0): Denn fiir jedes
v € R? hat das quadratische Polynom p(tv) =1- t?v} — t?v3 = =(v} + v3)#? + 1 in
der Verinderlichen ¢ die beiden reellen Nullstellen ++/(vZ + v3) .
(2) DasPolynom p = 1-x} —x3 ist kein RZ-Polynom bzgl. (0, 0). Denn die Nullstellen
von p(tv) in ¢t sind die vier vierten Wurzeln von (v} + v5 )71, von denen zwei reell
und zwei nicht reell sind.

Proposition 13.9. Es sei M ein normiertes lineares Matrixpolynom in n Verdnderlichen x =
(x1,...,%y,). Dann ist das Determinantenpolynom det(M) € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. 0.

Beweis. Der Grund ist, dass die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix alle reell sind:
Schreibe M = I; + N mit N = x;A; + -+ x,A,, p = det(M) € R[x] und v € R", dann gilt

p(tv) = det(tv) = det(I + N(tv)) = det(t(t’llk +N(v))) =t det(sIn +N(v)),

wobei s = t1. Nun ist det(sI k+N( v)) gerade das charakteristische Polynom der symme-
trischen Matrix —N'(v) und hat deshalb in der Variablen s nur reelle Nullstellen. Damit
sind auch die Nullstellen von p(#v) in der Variablen ¢ = s7! alle reell. O

Ubung 13.4. Essei p = x{ — xf — x; — x5 + 1. Finde ein normiertes lineares Matrixpolynom M in

X1, X, mit p = det(M).

Definition 13.10. Es sei a € R” und p ein RZ-Polynom bzgl. a mit p(a) > 0. Sei A die
Zusammenhangskomponente der Menge {u € R" | p(u) # 0}, die den Punkt a enthilt.
Der Abschluss clos(A) von A heif3t das durch p definierte starr konvexe Gebiet und wird
mit C,(a) bezeichnet.

Diese Definition legt nahe, dass starr konvexe Gebiete konvex sind. Das werden wir
spéter beweisen.

Ubung 13.5. Es sei p € R[x, y] ein RZ-Polynom bzgl. 0 in zwei Verinderlichen mit p(0,0) = L
Zeige durch ein Beispiel, dass C, (a) im allgemeinen keine Zusammenhangskomponente der Menge
{ueR?| p(u) >0} sein muss.
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Proposition 13.11. Jedes Spektraeder mit nicht-leerem Inneren ist starr konvex.

Beweis. Essei S ein Spektraeder mit nicht-leerem Inneren in R”. Nach Verschieben kénnen
wir annehmen, dass 0 € int(S). Dann gibt es nach Lemma 13.5 ein normiertes lineares Ma-
trixpolynom M mit S = {u € R"| M (u) > 0}. Nach Prop. 13.9 istdann p = det(M) ein RZ-
Polynom bzgl. 0. Dabei ist S das durch p definierte starr konvexe Gebiet: Da p nach Lem-
ma 13.6 in int(S) nirgends verschwindet, gilt S ¢ C,(a). Andererseits kann ein Punkt in
v € R"\ S nichtim Abschluss der Zusammenhangskomponente von 0 in {u € R*|p(u) + 0}
liegen. Denn M (v) hat einen negativen Eigenwert und die Eigenwerte hangen stetig von
v ab. Deshalb enthilt jeder Weg von 0 nach v einen Punkt, in dem p verschwindet. Daraus
folgt v ¢ C,(a) und insgesamt C,(a) c S. O

Bemerkung 13.12. Aus der Tatsache, dass p = 1- x; — x3 kein RZ-Polynom beziiglich 0 ist,
folgt, dass die Menge C = {u € R? | u + u} < 1} kein Spektraeder ist. (Um dies sauber zu
beweisen, muss man sich folgendes iiberlegen: Wire M ein lineares Matrixpolynom mit
C = §(M), so wire p ein Faktor von det(M), also det(M ) kein RZ-Polynom bzgl. 0).

Es ist eine offene Frage der aktuellen Forschung, ob die Umkehrung von Prop. 13.11 gilt:
Vermutung 13.13 (Helton-Vinnikov). Jede starr konvexe Menge ist ein Spektraeder.

Die Vermutung geht auf den Beweis fiir den Fall n = 2 zurtick:

Satz 13.14 (Helton-Vinnikov 2004 [7]). Jede ebene starr konvexe Menge ist ein Spektraeder.

Der Beweis dieses Satzes erfordert ziemlich tiefe Resultate der algebraischen Geometrie
und sprengt den Rahmen dieser Vorlesung bei weitem.
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14. SPEKTRAEDERII

14.1. STARRE KONVEXITAT (FORTSETZUNG)

Dass starr konvexe Mengen konvex sind, ist aus der Definition nicht direkt ersichtlich.
Wir geben hier den Beweis nach Renegar [13]. Zu einem Polynom p € R[x] in n Verinder-
lichen x = (xj, ..., x,) betrachten wir die Homogenisierung von p beziiglich einer zusitz-
lichen Variable x: Ist d = deg(p) und p = ¥;.,...1i <a @i, X} %,7, s0 ist die Homogeni-
sierung P von p bzgl. xo gegeben durch P = ¥, ,...; _yai i, xx/xi' = xd p(x5'x). Alle
Terme von P haben also dann den gleichen Grad d, und es gilt P(Av) = A?P(v) fiir alle
v € R*1und A € R. Aulerdem erhilt man p aus P durch p = P(L, xy, ..., x,,) zuriick.

Beispiel 14.1. Es sei p = x2 — x} — x? + 1. Dann ist P = xox3 — x; — xox? + X;.

Es sei p € R[x] ein RZ-Polynom beziiglich a € R" mit p(a) > 0. Ergidnzend zur No-
tation im letzten Abschnitt schreiben wir C; (a) fiir die Zusammenhangskomponente von
{u e R"| p(u) # 0}, die a enthilt. Nach Definition gilt dann C,(a) = clos(C;(a)), wobei
Cy(a) die durch p definierte starr konvexe Menge ist.

Notation 14.2. Ist u € R", so schreiben wir im folgenden u fiir den Vektor (1, u) € R"*L.
Lemma 14.3. Es sei p € R[x] ein Polynom in n Verdnderlichen und a € R" mit p(a) > 0.

Sei P die Homogenisierung von p.

(1) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Fiir alle u € R" hat p(a + tu) € R[t] nur reelle Nullstellen (RZ-Eigenschatft).
(b) Fiir allev € R*! hat P(ta +v) € R[t] nur reelle Nullstellen.'

(2) Ist p ein RZ-Polynom bzgl. a, so gilt

Cy(a) = {u € R" | alle Nullstellen von P(ta +u) sind negativ }.
Beweis. (1) Sei p ein RZ-Polynom bzgl. a und sei v = (vo, u) € R"*L. Sei 7 eine Nullstelle
von P(fa +v) in t. Falls 7 = —v, so ist 7 reell, andernfalls schreiben wir
0=P(ta+v)=(t+v)"p((r+vo) (ra+u))=p(a+ob)

wobei b = voa + u und o = (7 + vy) L. Es folgt, dass o reell ist und damit auch 7.
Umgekehrt habe P(fa + v) € R[¢] fiir alle v € R**! nur reelle Nullstellen. Sei u € R", dann

pla+tu)=PQ,a+tu)=P(@+t(0,u))=tP(t"'a+(0,u)) =sP(sa+(0,u))

mit s = 7! und es folgt, dass die linke Seite nur reelle Nullstellen in ¢ hat.
(2) Sei U die Menge auf der rechten Seite. Fiir v = @ hat P(ta + a) = P((t +1)a) =
(t +1)4P(a) nur die negative Nullstelle + = —1. Also gilt a € U. Da die Nullstellen von

"Homogene Polynome, die dieser Bedingung geniigen, nennt man hyperbolisch oder reell stabil.
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P(ta +v) stetig von v € R"*! abhingen und P(v) > 0 fiir v € C;(a) gilt, folgt C;(a) c U.
Fir die umgekehrte Inklusion, sei b € U. Wir konstruieren einen Weg von a nach b, auf
dem p strikt positiv ist. Sei dazu [b,a] = {Ab+ (1-1)a|A € [0,1]}. Wegen P(a) > 0 gibt
es 7 > 0 derart, dass P(7a + u) > O fiir alle u € [b, a] gilt. Ferner gilt P(fa + b) > 0 fiir alle
t > 0. Denn sonst gibe es ¢t > 0 mit P(ta + b) = 0 im Widerspruch zu b € U. Auferdem
gilt P(a + ta) > 0 fir alle ¢ > 0 (s.0.). Also ist p auf den drei Geradensegmenten

L ={b+ta|0<t<t} DLy={v+ralve|bal} Lz={a+talr>t>0}

positiv. Man sieht nun, dass I' = I} U I, U T ein stetiger Weg ist, der b und a verbindet und
in C;(a) verlauft. Also folgt b € C;(a). O

Satz 14.4 (Gérding). Es sei p € R[x] ein RZ-Polynom bzgl. a € R" mit p(a) > 0. Fiir jedes
b € Cy(a) ist p auch ein RZ-Polynom beziiglich b.

Beweis. Wir zeigen zunichst die folgende Aussage:

(+) Firalle « > 0, s > 0 und v € R**! hat jede komplexe Nullstelle in ¢ des Polynoms

P(aia + tb + sv) negativen Imaginirteil.

Dabei ist i = \/~1. Fiir s = 0 steht dort P(aia + tb) = t*P(ait'a+b). Nach Lemma 14.3(2)
hat dieses Polynom in der Variablen ai#~! nur negative reelle Nullstellen und damit in ¢
nur negativ-imaginédre Nullstellen.
Gibe es nun s > 0 derart, dass P(aia + tb + sv) eine Nullstelle mit nicht-negativem Ima-
gindrteil hdtte, dann géibe es aus Stetigkeitsgriinden ein s’ mit 0 < s’ < s derart, dass
P(aia + tb + s'v) eine reelle Nullstelle 7 hat. Setze w = 7b + s'v, dann ist also w € R+
mit P(aia + w) = 0. Es folgt, dass «i eine nicht-reelle Nullstelle des Polynoms P(ta + w)
ist, ein Widerspruch zu Lemma 14.3(1).

Nach der obigen Hilfsaussage mit s = 1 haben alle Nullstellen von P(aia+tb+v) negati-
ven Imaginirteil. Da die Nullstellen stetig von a > 0 abhéngen, sehen wir fiir « — 0, dass al-
le Nullstellen von P(tb +v) nicht-positiven Imaginirteil (< 0) haben. Aber P(tb+v) ist ein
reelles Polynom, so dass fiir jede Nullstelle auch ihr komplex-Konjugiertes eine Nullstelle
ist. Gdbe es also eine nicht-reelle Nullstelle, dann auch eine mit positivem Imaginérteil. Es
folgt, dass alle Nullstellen reell sind. Nach 14.3(1) ist p ein RZ-Polynom beziiglich b. [

Korollar 14.5. Jede starr konvexe Menge ist konvex.

Beweis. Es sei p ein RZ-Polynom beziiglich a € R" mit p(a) > 0. Es geniigt zu zeigen,
dass C;(a) konvex ist. Seien dazu b,c € C5(a) und A € [0,1]. Wir miissen zeigen, dass
Ab+(1-A)c € Cy(a) gilt. Nach dem vorangehenden Satz diirfen wir b = a annehmen. Wir
verwenden Lemma 14.3(2): Sei P die Homogenisierung von p, dann gilt

P(tﬁ+ Aa+ (1- )L)E) = P((t +A)a+(1-1)c)=(1- /\)dP(%E +E).
Wegen ¢ € C;(a) gilt fiir jede Nullstelle 7 der linken Seite: 7+ < 0, also 7 < —A < 0. Daraus
folgt Aa + (1-A)c eCy(a). O
Bemerkung 14.6. Ein RZ-Polynom p bzgl. a hat keine Nullstellen in C;(a).

Ubung 14.1. Es sei p € R[x, y] ein Polynom in zwei Verinderlichen mit p(0) # 0 und sei A die
Zusammenhangskomponente von {u € R*|p(u) # 0}, die 0 enthilt. Gib ein Beispiel fiir ein solches
p derart, dass clos(A) konvex ist, p jedoch in int(clos(A)) eine Nullstelle besitzt.
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14.2. SPEKTRALE SCHATTEN

In diesem Abschnitt untersuchen wir die linearen Bilder von Spektraedern.

Definition 14.7. Eine Teilmenge R c R" heif3t ein spektraler Schatten, wenn es ein Spek-
traeder S ¢ R™ und eine lineare Abbildung ¢: R™ — R" mit R = ¢(S) gibt’.

Ubung 14.2. Seien R, S, ¢ wie in der Definition. Zeige: Ist ¢ injektiv, so ist R ein Spektraeder.

Korollar 14.8. Eine Teilmenge R c R" ist genau dann ein spektraler Schatten, wenn es m > 0
und ein Spektraeder S ¢ R" x R™ gibt derart, dass R die Projektion von S auf die ersten n
Komponenten ist.

Beweis. Es sei 8’ ¢ R™ ein Spektraeder und R = ¢(S’). Sei y:R™ — R" x R™, y(x) =
(¢(x),x) die Graphenabbildung von ¢. Dann ist y injektiv, so dass S = y(S’) ein Spektra-
eder ist (Ubung 14.2). Nun ist R die Projektion von S auf die ersten n Komponenten. [J

Etwas expliziter ist ein spektraler Schatten also eine Menge der Form
R={ueR"|Esgibtv e R" mit M(u,v) > 0},

gegeben durch ein lineares Matrixpolynom M in n + m Veridnderlichen. Eine solche Dar-
stellung, die durch das Einfiihren zusdtzlicher Variablen moglich gemacht wird, wird haufig
als geliftete Darstellung bezeichnet. Ist S das Spektraeder in R"*™ und pr: R"*" — R" die
Projektion mit R = pr(S), so kann man eine lineare Zielfunktion tiber R optimieren, indem
man sie durch ein semidefinites Programm iiber S optimiert. Auflerdem sind spektrale
Schatten abgeschlossen unter den iiblichen Operationen, die Konvexitét erhalten:

(¢]

Endliche Durchschnitte (Das stimmt auch fiir Spektraeder; s.u.)

Konvexe Dualitét (s.u.)

Topologischer Abschluss (s.u.) und Inneres (Netzer [9])

Minkowski-Summen und endliche kartesische Produkte

Konvexe Hiillen von endlichen Vereinigungen (Helton-Nie [5], Netzer-Sinn [11])

(e]

(e]

(e]

(e]

Einige dieser Eigenschaften werden wir im folgenden beweisen.

Ubung 14.3. Zeige:
(1) Der Durchschnitt zweier Spektraeder ist ein Spektraeder.
(2) Der Durchschnitt zweier spektraler Schatten ist ein spektraler Schatten.

Ubung 14.4. Zeige, dass der TV-Bildschirm {u € R?|1- uf — u3 > 0} ein spektraler Schatten ist.
(Hinweis: Verwende, dass die Einheitskreisscheibe ein Spektraeder ist.)

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass spektrale Schatten nicht starr konvex sein miissen.

Proposition 14.9 (Nemirovski [8, §4.1.1]). Das Dual eines spektralen Schattens ist wieder
ein spektraler Schatten.

Beweis. Essei R = {u e R"|3v e R™: M(u,v) > 0} ein spektraler Schatten gegeben durch
ein lineares Matrixpolynom M. Wir kdnnen annehmen, dass M normiert ist. (Indem wir
Rr+m gof durch die affine Hiille des Spektraeders {(u,v) € R"*™ | M(u,v) > 0} ersetzen,
konnen wir annehmen, dass dieses nicht-leeres Inneres besitzt und damit nach Lemma 13.5
durch ein normiertes lineares Matrixpolynom beschrieben wird.) Wir schreiben

n+m

M(X) = Ik + Z X,'Al'
i=1

*In der Literatur hat sich noch kein einheitlicher Name etabliert. Es kursieren: Projections of spectra-
hedra, spectrahedral shadows, semidefinitely representable sets, lifted-LMI representable sets, etc.
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in n + m Variablen x = (xy,...,X,.n ). Fir w € R", betrachte das folgende duale Paar von
semidefiniten Programmen:

Finde inf(Ij, X) = tr(X)

unter (A, X)=w;furi=1,...,n

(P) (AuX)=0fiiri=n+l,...,n+m in der Variablen X € Sym, .
Xx>0
Finde sup((w,x) + (O,y)) . . nim
(D) unter Y xiA; 4 S A, < Iy in der Variablen (x, y) e R"*".

Sobald (P) einen zulédssigen Punkt besitzt, gibt es nach Satz 11.3 keine Dualitétsliicke, da I
positiv definit ist. Damit gilt nun

R°={weR"|(w,x) <1fiir alle x € R}
={w eR" | sup{(w,u)| (u,v) € R"" mit M(u,v) > 0} <1}
={weR" | inf{tr(X) | (A;, X) = w; fiiri <n,(A;, X)=0firi>nund X > 0} <1}
- pr, (R)
wobei
R’ ={(w,X) e R"xSym, [(A;, X) = w; firr i < n, (A;, X) = 0 fiir i > n,tr(X) <1und X > 0}.

Wir zeigen, dass R’ und damit auch R ein spektraler Schatten ist. Sei dazu

L:{X’: [lch IZ] €Sym,, | tr(X’) =1und (A;,X) =0fiiri = n+1,...,n+m}
und sei ¢: Sym, ,, - R"xSym, die lineare Abbildung ¢(X") = (({(A1, X),..., (4., X)), X),
wobei wir X’ € Sym, ,, wie oben als Blockmatrix mit linkem oberen k x k-Block X schrei-
ben. Dann gilt R" = (L n S}, ,), so dass R’ ein spektraler Schatten ist. O

Korollar 14.10. Der Abschluss eines spektralen Schattens ist ein spektraler Schatten.

Beweis. Sei S c R" ein spektraler Schatten. Durch Verschieben konnen wir 0 € S erreichen.
Nach dem Bidualsatz 8.4 gilt dann clos(S) = (S°)° und die Behauptung folgt aus 14.9. [

Ubung 14.5. Gib ein Beispiel eines nicht-abgeschlossenen spektralen Schattens.

Tatsachlich sind keine notwendigen Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Teil-
menge von R” als spektraler Schatten bekannt aufer den offensichtlichen: Spektrale Schat-
ten sind konvex und semialgebraisch (d.h. in einem bestimmten Sinn durch polynomiale
Ungleichungen beschrieben).

Vermutung 14.11. Jede konvexe semialgebraische Menge ist ein spektraler Schatten.

Diese Vermutung stammt von Helton und Nie und wird durch eine Reihe von Resulta-
ten aus den letzten zehn Jahren nahegelegt (vor allem die Sitze von Helton und Nie selbst
in [5], [6]), auf die wir im nédchsten Abschnitt noch zu sprechen kommen werden.
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15. DIE LASSERRE-RELAXIERUNG

In diesem Abschnitt beschreiben wir in groben Umrissen ein allgemeines Approxima-
tionsverfahren fiir konvexe semialgebraische Mengen durch spektrale Schatten.

Definition 15.1. Eine Teilmenge S c R" heifdt basisch abgeschlossen (genauer oft basisch-
abgeschlossen semialgebraisch), wenn es Polynome hy, ..., h, € R[x] in n Veridnderlichen
x = (xp,...,x,) gibt derart, dass

S={ueR”]hl(u)20,...,hr(u)20}.

Eine abgeschlossene semialgebraische Menge ist eine endliche Vereinigung von basisch
abgeschlossenen Mengen.! Wir betrachten aber nur basisch abgeschlossene Mengen.

Beispiele 15.2.

(1) Viele natiirliche Beispiele abgeschlossener konvexer Mengen sind per Definition
basisch abgeschlossen (etwa Polyeder, Kugeln, Ellipsoide...).

(2) Jedes Spektraeder ist basisch abgeschlossen. Denn ist S = S(M) ein Spektraeder,
gegeben durch ein lineares Matrixpolynom M, dann ist S die basisch abgeschlos-
sene Menge die durch alle symmetrischen Minoren von M beschrieben wird.

(3) Jede starr konvexe Menge ist basisch abgeschlossen. Das ist nicht ganz leicht zu
sehen, folgt aber etwa aus den Ergebnissen von Renegar [13].

Ubung 15.1. Sei S; = {u € R?* | uf + u3 <1} und S; = [0,1] x [~1,1]. Dann sind S; und S, basisch
abgeschlossen. Zeige, dass jedoch S; U S nicht basisch abgeschlossen ist. (Um diese Aufgabe exakt
zu l6sen, braucht man ein wenig reelle algebraische Geometrie).

Die Lasserre-Relaxierung, die wir jetzt vorstellen, stellt ein Verfahren da, um die konve-
xe Hiille einer basisch abgeschlossenen Menge durch einen spektralen Schatten zu appro-
ximieren. Sie geht auf Ideen von Lasserre aus der konvexen Optimierung zuriick. Unsere
Darstellung stiitzt sich wesentlich auf [14].

Notation 15.3. Es seien hy,. .., h, € R[x].
(1) Wir schreiben

T={gt++gtlk>1 g,....g e R[x]}
fur den konvexen Kegel der Quadratsummen in R[x]. Ist R[x]? die Menge aller
Quadrate in R[x], so gilt also = = cone(R[x]?).
(2) Es sei
M ={sg+sihi+ - +5,.h,|Sp,...,5, €2}
der von hy, ..., h, erzeugte quadratische Modul®.
'Das ist nicht die Definition, sondern eine Folgerung aus dem sogenannten Endlichkeitssatz; siche etwa

Thm. 2.4.1 im Buch von Prestel und Delzell [12].
*Ein quadratischer Modul ist ein ,Modul“ iiber £, kein Modul iiber einem Ring wie sonst iiblich.
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Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir h, = 1. Fiir jedes d > 0 sei nun
M, = {Z::o sih;| deg(s;h;) <dunds; eZfuri=0,..., r}.

Esistalso M, = cone(g?h; | g € R[x] mit 2deg(g) + deg(h;) <d, i=0,...,7).
(3) Fird > 0seiR[x], der endlich-dimensionale Unterraum der Polynome vom Grad
hochstens d in R[x]. Es sei R[x ]} = {¢| &:R[x]s - R linear} sein Dualraum.
(4) Schliefslich schreiben wir

M ={eeR[x];|€(f) >0 firalle f e My und £(1) = 1}.

Der Witz an der Definition von M ist, dass alle Elemente von M auf der Menge S nur
nicht-negative Werte annehmen, d.h. es gilt f(u) > O firalle f e Mund u € S.

Bemerkung 15.4. Ein wichtiger Punkt an der Definition von M; ist, dass die Inklusion
M, c¢ M nR[x], ia. strikt ist. Das liegt daran, dass ein Polynom vom Grad d auch als
Summe von Polynomen von héherem Grad als d dargestelllt werden kann. Seiz.B.r =n =1
und h; = 1 - x2 Dann ist x + 2 = (x + 1)2 + h; ein Element von M n R[x]; aber nicht in
M, = R. Es kann sogar passieren, dass M nR[x ], in gar keinem M, fiir e > d enthalten ist.

Ubung1s.2. Zeige: Sind g1, ..., gk € R[x], so gilt deg(gf + -+ g7) = 2max{deg(g)|i =1,...,k}.
Im Fall r = 0, also M = X, kann das Phanomen der ,Gradkiirzungen wie in der vorangehenden
Bemerkung also nicht auftreten.

Das zentrale Lemma besteht in der folgenden Beobachtung:
Lemma 15.5. Fiir jedes d > 0 ist die Teilmenge M von R[x ]} ein Spektraeder.

Beweis. Es sei d > 0 und schreibe

V= {(po, oo pr) €R[x] | 2deg(p;) + deg(h;) < d}.

Dies ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Fiir £ € R[x ]} setze

q)'{ VxV - R
“1 (o 20): (o> ---5ar)) = Tigl(pigihi)

eine symmetrische Bilinearform auf dem endlich-dimensionalen Vektorraum V. Dadurch
ist eine lineare Abbildung

) Rlx]; - Sym(V)
q).{ PR Yd)e

gegeben, wobei Sym( V') der Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen auf V ist. Be-
haupte nun, dass £ € R[x ] mit £(1) = 1 genau dann in M} liegt, wenn ®, positiv semide-
finit ist. Denn ist € € M, so gilt @,(p, p) = Yi_o €(pih;) > 0 furalle p = (po,...,p,) €V,
da jeder Summand in M, liegt. Ist umgekeht @, positiv semidefinit und ¢ € R[x] mit
g*h; € R[x]4, so gilt £(g%h;) = @,((0,...,¢,...,0),(0,...,g,...,0)) > 0, also £ € M.
Damit ist M} = ®1(Sym"(V)) n {€ € R[x]% | €(1) = 1}, wobei Sym™ (V) die posi-
tiv semidefiniten Bilinearformen auf V bezeichnet. Wir erhalten eine Beschreibung durch
Matrizen, wie in unserer Definition von Spektraeder, durch Wahl einer Basis der Linge
N =dim(V') von V, so dass Sym(V') = Sym,, und Sym* (V') = S3,. O

Bemerkung 15.6. Die Abbildung ® im Beweis ist fiir gerades d injektiv.
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Proposition 15.7. Es sei S eine basisch abgeschlossene Menge beschrieben durch hy, ..., h,
und sei M; c R[x]% fiir d > 0 wie oben. Es sei

71:{ Rlx]; - R”
e (e(x1),...,l(xn)).
Dann gilt conv(S) c m(M}).

Beweis. Sei u € S und sei
P { Rlxls - R
! o= f(u).

Dann ist u = 7(¢,) und da alle Polynome in M, auf S nicht-negativ sind, gilt £, € M. [

Definition 15.8. Die Menge (M} ) in der obigen Proposition heif3t die Lasserre-Relaxierung
vom Grad d von § beziiglich hy, . .., h, und wird mit L, bezeichnet.

Fiir d; < d, gilt My, © Mg, und deshalb M; c M} und damit L4, c Ly, Die Folge der
Lasserre-Relaxierungen vom Grad d fiir wachsendes d stellt also eine geschachtelte Folge
von Obermengen von conv(S) dar.

Definition 15.9. Es seien hy, ..., h, € R[x] und S c R" wie zuvor.
(1) Die Lasserre-Relaxierung L;, von S vom Grad d, beztiglich A, . . ., h, heifdt exakt,
wenn clos(L,) = clos(conv(S)) gilt.
(2) Die Folge der Lasserre-Relaxierungen (L;)4s0 von S beziiglich hy, ..., h, heifit
konvergent, wenn gilt:
clos(conv(S)) = () La-
d>0
Proposition 15.10. Es seien hy,..., h, € R[x], d > 1, My und S c R" wie zuvor. Falls jedes
Polynom m € R[x] mit deg(m) =1 und m(u) > 0 fiir alle u € S in My enthalten ist, so ist
die Lasserre-Relaxierung vom Grad d von S exakt.

Beweis. Es sei A = clos(conv(S)). Falls A # clos(Ly), so gibt es uy € L; mit uy ¢ A.
Nach Satz 5.4 existiert dann eine Hyperebene H in R”, die u, und A strikt trennt, etwa
H={ueR"|(cu) =p}furc = (yi,...,yn)T € R", B € R mit (c,v) > B fiir alle
v e Aund (c,up) < . Setze m = (¢c,x) — = X1, yixi — € R[x]. Wegen u € L, gibt es
£ € M} mit ug = (K(xl), oo €(xy)). Nunist &(m) = 6(X5, yixi— ) = (Z?:l yiﬂ(xi)) -B=
m(€(x;),...,€(x,)) =m(ug) <0 (beachte £(1) =1, also () = B). Esfolgt m ¢ M,;. O

Bemerkung 15.11. Falls S nicht-leeres Inneres besitzt, so gilt auch die Umkehrung; siehe
etwa [10, Prop. 3.1].

Satz15.12. Esseien hy,..., h, € R[x], M und S c R" wie zuvor. Falls S kompakt ist, so ist die
Folge der Lasserre-Relaxierungen von S bzgl. hy, ..., h, konvergent, falls eine der folgenden
beiden Bedingungen erfiillt ist:

(a) Esgibteinr € R mit r> — Y1, x? € M.

(b) M ist abgeschlossen unter Produkten, d.h. es gilt f g € M fiir alle f, g € M.}
Beweisskizze. Unter einer der beiden Voraussetzungen (a) oder (b) enthdlt der quadrati-
sche Modul M alle Polynome, die auf S nur strikt positive Werte annehmen (unter der

Voraussetzung (a) sagt das der Positivstellensatz von Putinar, unter der Voraussetzung (b)
der von Schmiidgen; siehe etwa [12]). Ist also uy € R” \ conv(S), dann gibt es (wie im

3Ein quadratischer Modul mit dieser Eigenschaft wird Priordnung genannt.



70 15. DIE LASSERRE-RELAXIERUNG

Beweis der vorangehenden Proposition) ein Polynom m € R[x] vom Grad 1 mit m(u) > 0
fir alle u € conv(S) und m(uy) < 0. Wegen M = U2, My und m € M gibt es dann ein d,
mit m € My,. Es folgt ug ¢ Ly, und insgesamt conv(S) = Ny L4, wie behauptet. U

Beispiel 15.13. Zur Illustration diskutieren wir ein Beispiel im Detail. Es seien h; = y — x3,
hy =x,h; =1-x, hy = y, hs =1 - y in Variablen x, y. Offenbar ist S bereits selbst konvex,
und wir behaupten, dass L; = S gilt. Wir benutzen Prop. 15.10 und zeigen, dass Mj; alle
Polynome m € R[x, y] vom Grad 1 enthilt, die auf S nicht-negativ sind.

Sei m € R[x] ein solches Polynom. Falls m(u) > 0

fir alle u € S, so nimmt u auf S sein Minimum ¢
/ an (da S kompakt ist) und wegen € € M; geniigt es

dann m — € € M; zu zeigen. Wir miissen also nur
solche m betrachten, die auf S eine Nullstelle ha-
ben, die also eine Stiitzgerade von S beschreiben.
Nach dem Farkasschen Lemma (Aufgabe 10.3)
ist jedes m € R[x];, das auf der Box [0,1] x [0,1]
nicht-negativ ist, in cone(x,1-x,y,1-y) c M;
enthalten. (Dabei ist iy = y redundant, denn es
gilt y=x2-x+y-x>=h +x%h,.)
Es bleibt nur der Fall zu betrachten, dass m eine Tangente an die Kurve y = x° fiir x €
(0,1) beschreibt. Die Tangente an diese Kurve im Punkt (a, a*) wird durch das Polynom
ma(x,y) = y—3a*x+2a®beschrieben. Durch etwas Probieren und quadratische Erginzung
finden wir

y

m, =y-3a*x +2a’ = x> -3a*x +2a’° + (y - x°)
= (x—a)*x+2a(x - a)2 +(y-x7)
= 2a(x - a)2 +h +(x—a)*hy € Ms.

Bemerkung 15.14. Man kann zeigen, dass die Lasserre-Relaxierung fiir die Menge in Bei-
spiel 3.6 (also SU[-1,0] x [0,1] mit S wie oben) beschrieben durch h; = y —x3, h; = x +1,
hs = y, hy =1 - y fiir kein d > 0 exakt ist, was im wesentlichen an dem nicht-exponierten
Punkt (0, 0) liegt. Trotzdem ist auch diese Menge ein spektraler Schatten (siehe [10]).

Ubung 15.3. Bestimme L; und L, in Beispiel 15.13.

Helton und Nie haben in [5], [6] eine Serie von Resultaten bewiesen, die hinreichende
Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer abgeschlossenen konvexen semialgebraischen
Teilmenge als spektraler Schatten formulieren. Diese Bedingungen sind recht verschiede-
ner Natur (von algebraisch bis differential-geometrisch), aber die Beweise reduzieren letz-
ten Endes immer auf die Exaktheit einer Lasserre-Relaxierung (global oder lokal). Eine
Kostprobe (siehe dazu auch [14] Thm. 4.25):

Satz 15.15 (Helton-Nie). Es sei S = {u € R" | hy(u) > 0,...,h.(u) > 0} eine kompakte
basisch abgeschlossene Menge und M der von hy, ..., h, erzeugte quadratische Modul wie
oben. Falls M unter Multiplikation abgeschlossen ist und die Funktionen hy, ..., h, auf der
Menge conv(S) strikt konkav sind, dann gibt es d > 0 derart, dass die Lasserre-Relaxierung
vom Grad d exakt ist. O

— E N D E —
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