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VORWORT

Die Vorlesung, der dieses Skript entstammt, wurde im Sommersemester 2012 an der
Universitdt Konstanz gehalten. Ziel war eine Einfithrung in die Theorie der Matrix-Lie-
Gruppen verbunden mit einem Einblick in die allgemeine Lie-Theorie. Uber weite Teile
habe ich mich dabei an dem Buch von Hall [3] orientiert. Die Vorlesung war zweistiindig,
begleitet von einer zweistiindigen Ubung. Die Teilnehmer waren etwa zehn Stundentinnen
und Studenten in unterschiedlichen Phasen (Bachelor bis Promotion). Das Skript zur Vor-
lesung wurde in jeder Sitzung zu Beginn zur Verfiigung gestellt. Im wesentlichen entspricht
jeder Abschnitt genau einer Doppelstunde (9o Minuten), was allerdings nicht immer ganz
eingehalten wurde. In der Ubung wurden jede Woche nur zwei vorbereitete Aufgaben be-
sprochen, die tibrige Zeit wurde mit dem gemeinsamen Losen von Pradsenziibungsaufga-
ben in der Gruppe und manchmal mit Erganzungen zur Vorlesung verbracht.

Dies ist ein Vorlesungsskript, kein Lehrbuch. Das bedeutet insbesondere:

o Ergdnzende Erlduterungen fehlen manchmal, veranschaulichende Zeichnungen
immer, da sie nur wiahrend der Vorlesung an der Tafel gegeben wurden.

o Es wird kein Anspruch auf Originalitit erhoben. Wie gesagt orientiert sich die
Vorlesung stark am Buch von Hall. Vor allem die Beweise und ein grofier Teil der
Ubungsaufgaben sind oft sinngemif3 iibernommen, ohne dass dies im Einzelnen
kenntlich gemacht ist. Auch das Buch von Hilgert und Neeb [5] habe ich haufig
herangezogen, vor allem in Abschnitt 9.

o Die Liste der zitierten Literatur stellt keine umfassende Ubersicht dar, sondern
enthélt nur die Referenzen, auf die im Text direkt Bezug genommen wird.

Konstanz, 31. Juli 2012
Daniel Plaumann
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1. MATRIX-LIE-GRUPPEN

Die moderne Algebra ist vor allem eine Strukturtheorie. D.h. sie geht von der Definiti-
on einer Struktur aus (Gruppe, Ring, Korper, Vektorraum etc.) und studiert systematisch
die Objekte, die unter diese Definition fallen. Alle diese Strukturen haben ihren Ursprung
in Beispielen, die schon lange vor der Entwicklung der Strukturtheorie untersucht wur-
den: Fiir Vektorrdume sind das Losungsraume linearer Gleichungssyteme in R”, C" oder
in Funktionenrdumen. Die (kommutative) Ringtheorie ist vor allem durch Polynomringe
und Ringe ganzer Zahlen und die Teilbarkeit in ihnen motiviert, die Kérpertheorie durch
das Studium der Losungen von algebraischen Gleichungen.

Die Gruppen sind in erster Linie als Symmetrie- und Transformationsgruppen entstan-
den: Die endlichen Permutationsgruppen S, und A, die Galoisgruppen (Symmetriegrup-
pen von Polynomgleichungen), die Symmetriegruppen der platonischen Korper usw. Die
Lie-Gruppen sind im wesentlichen Abstraktionen der sogenannten klassischen Gruppen,
die allesamt Gruppen von reellen oder komplexen Matrizen sind. Die Lie-Theorie ist eine
Verbindung von Analysis, Differentialgeometrie und Algebra, und der moderne, systema-
tische Zugang ist daher technisch sehr viel aufwendiger und setzt mehr voraus als bei einer
rein algebraischen Theorie. Wir beginnen deshalb mit den Beispielen.

1.1. GRUNDLAGEN UND ERSTE BEISPIELE

Wir werden sowohl reelle als auch komplexe Matrixgruppen betrachten. Wenn wir
Aussagen fiir beide Fille gleichzeitig formulieren wollen, schreiben wir haufig K fiir einen
Korper, der entweder R oder C sein darf. Wir schreiben Mat,,(K) fiir den n2-dimensionalen
Vektorraum der n x n-Matrizen mit Eintragen in K. Die Teilmenge

GL,(K) = {A € Mat, (K) | A ist invertierbar}

von Mat, (K) ist eine Gruppe (beziiglich der Matrizenmultiplikation) und heif3t die allge-
meine lineare Gruppe. Das neutrale Element von GL, (K) ist die Einheitsmatrix der Grofle
n, die wir mit I,, oder einfach I bezeichnen.

Definition 1.1. Eine (topologisch) abgeschlossene Untergruppe von GL, (K) wird Matrix-
Lie-Gruppe genannt.

Es sei G ¢ GL,(K) eine Matrix-Lie-Gruppe. Dass G in GL,(K) eine abgeschlossene
Teilmenge ist, bedeutet genau folgendes: Ist A; € Mat,(K), i € N, eine konvergente Folge
von Matrizen mit A; € G fiur alle i € Nund ist A = lim;_,.,(A;), dann gilt entweder A € G
oder A ist nicht invertierbar. Der zweite Fall ist erlaubt, da wir nicht verlangen, dass G
eine abgeschlossene Teilmenge von Mat, (K) ist, nur von GL, (K). Tatsdchlich ist GL, (K)
selbst nicht abgeschlossen (sondern offen) in Mat,, (K).

Beispiel 1.2. Die Gruppe
SL.(K) = {A € GL,(K) | det(A) =1}
ist eine Matrix-Lie-Gruppe, genannt die spezielle lineare Gruppe.

5



6 1. MATRIX-LIE-GRUPPEN

Ubung 1.1. Sei H c GL,,(K) eine Matrix-Lie-Gruppe und ¢: GL,(K) — H ein stetiger Gruppen-
homomorphismus. Dann ist ker(¢) eine Matrix-Lie-Gruppe.

Die Determinante einer Matrix ist ein Polynom in den Eintrdgen: Die Entwicklung

det(X) = Z (_l)sgn(a)xla(l)"'xno(n)

0€S,

.....

lesen. Das Beispiel SL,(K) motiviert damit die folgende allgemeine Definition:

Definition 1.3. Eine Teilmenge Z c Mat,, (K) heift algebraisch, wenn Polynome hy, ..., h, €
K[xu, ..., Xx.,] existieren derart, dass

X = {AeMat,(K) | i(A) =+ = h,(A) = 0}.

Dabei bedeutet /;(A), dass man den Eintrag a;; von A an der Stelle (i, j) fiir x;; einsetzt.
Eine Untergruppe G von GL, (K) heifit eine lineare algebraische Gruppe, wenn es eine al-
gebraische Teilmenge X von Mat,(K) gibt mit G = X n GL,(K).

Jede lineare algebraische Gruppe ist eine Matrix-Lie-Gruppe.

Beispiele 1.4.
(1) Die multiplikative Gruppe K* = (K ~ {0}, -) ist dasselbe wie GL;(K) und damit
eine lineare algebraische Gruppe.
(2) Die additive Gruppe (K, +) ist isomorph zur linearen algebraischen Gruppe

o 3] [xe)

(3) Durch die Abbildung ¢ ~ e’ ist ein Isomorphismus von (R, +) auf die Matrix-Lie-
Gruppe {a € R* | a > 0} gegeben. (Diese ist nicht algebraisch.)
(4) Essei a € R eine irrationale Zahl. Betrachte
te R} .

6-{xw-[5 ]

Offenbar ist G eine Untergruppe von GL,(C) (isomorph zur additiven Gruppe
(R, +)). Sie ist jedoch nicht abgeschlossen in GL,(C). Dies sieht man wie folgt:
Es gilt -I ¢ G. Denn da « irrational ist, konnen e und e®* nicht fiir dasselbe ¢
beide gleich -1 sein, denn dazu miissten ¢ und ta beide ungerade Vielfache von
7 sein. Andererseits existieren zu jedem & > 0 ungerade Zahlen m,n € Z mit
|m — na| < e. (Beweis: Betrachte I' = {m + na | m,n € 27Z}. Behaupte, dass T
einen Haufungspunkt besitzt. Angenommen, das ist nicht der Fall, dann existiert
y =min{x € I'|x > 0}. Fiir jedes x € T gibtes dann k ¢ Nmitky < x < (k+1)y.Es
folgt 0 < x —ky < yundx —ky eI, alsox = ky. Esgiltalso I' = Z - y. Das ist aber
unmoglich, da I' sowohl rationale als auch irrationale Zahlen enthélt (z.B. 0 und
2a). Also besitzt T einen Haufungspunkt. Damit ist jeder Punkt Hiufungspunkt,
d.h. T ist dicht in R. Denn wire 3 € R kein Haufungspunkt, dann gébe es wieder
y =min{x € I'| f < x}. Da T einen Haufungspunkt besitzt, gibt es x; < x, € I mit
X, —x1 < y—B.Danngilt f < y— (x — x1) < y, ein Widerspruch. Insbesondere ist
also 1+a ein Haufungspunkt von I'. Zu jedem ¢ > 0 existieren damit gerade Zahlen
m,n € Z mit|m—na- (1+a)|<ealso|(m—-1)—(n+1)al < ¢ wie gewiinscht.)
Also gibt es eine Folge (7 )key ungerader Zahlen derart, dass (X (1) )keny € G
gegen —I konvergiert, so dass G nicht abgeschlossen ist.
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Ubung 1.2. Zeige, dass die Vektorgruppe (K", +) zur einer Matrix-Lie-Gruppe isomorph ist.

Beispiel 1.5. Die linearen algebraischen Gruppen

On(K) = {A e Mat,(K) | AAT =1,} bzw.
$0,(K) = {A € Mat, (K) | AA" = I, und det(A) =1}

heiflen die orthogonale Gruppe bzw. die spezielle orthogonale Gruppe.

Ubung 1.3. Zeige, dass O,(K) und SO, (K) tatsichlich lineare algebraische Gruppen und damit
Matrix-Lie-Gruppen sind.

Ubung 1.4. Zeige, dass jede endliche Untergruppe von GL,(C) eine lineare algebraische Gruppe
ist. Zusatz: Gilt das Gleiche auch in GL,(R)?

Ubung 1.5. Bestimme das Zentrum der Gruppen GL,(K) und SL,(K).

Ubung 1.6. Essein > 0.

(a) Zeige: GL,(R) besitzt eine Untergruppe, die zur symmetrischen Gruppe S, isomorph ist.
(b) Es sei G eine endliche Gruppe. Zeige, dass es N > 0 gibt derart, dass GLy(RR) eine zu G iso-
morphe Untergruppe enthilt.

1.2. TOPOLOGIE UND ZUSAMMENHANG

Definition 1.6. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Ein stetiger Weg in X ist eine stetige Abbildung ¢:[0,1] - X. Die Punkte ¢(0)
und ¢(1) in X heiflen die Endpunkte von ¢. Man sagt, ¢ verbindet x mit y.
(2) Der Raum X heifSt zusammenhdngend, wenn zu je zwei Punkten x,y € X ein
stetiger Weg in X existiert, der x mit y verbindet.

Korrekterweise wird diese Eigenschaft in der Regel wegzusammenhdngend genannt.
Die eigentliche Definition von zusammenhangend steckt in der folgenden Ubungsaufgabe:

Ubung 1.7.
(1) Sei X ein wegzusammenhiangender topologischer Raum. Zeige: Sind U, V ¢ X offen mit
X=UuV,sogiltUnV # @.
(2) Zeige: Die Teilmenge {(x,sin(1/x)) | x € (0,1]} u {(0,0)} von R? (.die Sinuskurve des
Topologen®) hat die Eigenschaft aus (1), ist aber nicht wegzusammenhingend.

Der Unterschied zwischen Zusammenhang und Wegzusammenhang ist fiir uns jedoch
unerheblich’, so dass wir die beiden Begriffe nicht unterscheiden.

Zusammenhang spielt fiir die Lie-Theorie eine sehr wichtige Rolle. Wir haben in Auf-
gabe 1.6 gesehen, dass jede endliche Gruppe auch als Matrix-Lie-Gruppe auftritt. Eine end-
liche Gruppe ist aber nur dann zusammenhiangend, wenn sie ein-elementig ist. Man kann
sagen, dass die Lie-Theorie dagegen im wesentlichen nur von den zusammenhéingenden
Gruppen handelt, die Theorie der endlichen Gruppen also nicht beinhaltet.

Ubung 1.8. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Raumen X und Y.
Zeige: Ist X zusammenhingend, so auch f(X).

Lemma und Definition 1.7. Es sei X ein topologischer Raum.

'Jede zusammenhingende topologische Mannigfaltigkeit (s. §2) ist wegzusammenhingend.
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(1) Seien ¢, y stetige Wege in X mit ¢(1) = y(0). Dann ist

vt ] P falls0<E<s
e y(2t-1) falls<t<1

ein stetiger Weg von ¢(0) nach y(1), genannt die Komposition von ¢ und y.
(2) Die Relation

x~y <= Esexistiert ein stetiger Weg in X, der x mit y verbindet

ist eine Aquivalenzrelation auf X. Die Aquivalenzklassen heiflen die Zusammenhangskom-
ponenten von X.

Beweis. Ubung. O

Da es sich um Aquivalenzklassen handelt, ist X die disjunkte Vereinigung seiner Zu-
sammenhangskomponenten. Genau dann ist X zusammenhingend, wenn ganz X die ein-
zige Zusammenhangskomponente ist.

Ubung 1.9. Die Zusammenhangskomponenten eines topologischen Raums sind abgeschlossen.

Definition 1.8. Sei K ein Kérper. Wir schreiben E;; fiir die n x n-Matrix mit einer 1 an der
Stelle (i, j) und Nullen iiberall sonst. Weiter setzen wir F;;(«) = I + «E;; und D;(a) =
I+ (a—1)E; fur a € K. Damit ist also

B . "l .

Fij(a) = o Di(a) = o

Proposition 1.9. Sei K ein Kérper.
(1) Die Gruppe SL,(K) wird von den F;j(«), a € K, i # j, erzeugt.
(2) Die Gruppe GL,(K) wird von den F;j(a), a € K, i # j, und D;(«), a € K*, erzeugt.

Beweis. Fiir GL,(K) ist das im Wesentlichen gerade die Gauf3-Elimination: Sei A € GL,,(K).
Multiplikation mit F;;(«) von links addiert das a-Fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
Multiplikation mit D;(e) von links multipliziert die i-te Zeile mit a. Multiplikation von
rechts entspricht den gleichen Operationen auf den Spalten. Im Zusammenhang mit der
Gauf3-Elimination beweist man: Es gibt U, V € GL,(K) mit UAV = I, wobei U und V
Produkte von Matrizen des Typs F;;j(«), D;(«) sind. Es gilt also A = U'V~!, und wegen
Fij(a)™ = F;j(-a) und D;(«) ™! = D;(a™"), folgt daraus die Behauptung. Fiir SL, (K) muss
man noch iiberlegen, dass die D;(«) nicht gebraucht werden (Ubung!). O

Lemma 1.10. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe, und sei Gy die Zusammenhangskomponente
von G, die I enthdlt. Dann ist G, eine abgeschlossene Untergruppe von G.

Beweis. Es seien A, B € Gy und seien ¢, y:[0,1] - G, stetige Wege mit ¢(0) = y(0) = I,
¢(1) = Aund y(1) = B. Dann ist gy:[0,1] — G, t —» @(t)y(¢) ein stetiger Weg in G mit
(¢y)(0) = T'und (¢w)(1) = AB. Ferner ist ¢:[0,1] - G, t — ¢(t)7! ein stetiger Weg mit
¢(0) =Tund ¢(1) = AL Also folgen AB € G, und A™! € Gy, so dass G, eine Untergruppe
ist. Nach Aufgabe 1.9 ist G, auSerdem abgeschlossen. O
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Satz 1.11. Die Matrix-Lie-Gruppen GL,(C), SL,(C) und SL,(R) sind zusammenhiingend.
Die Gruppe GL, (R ) hat die beiden Zusammenhangskomponenten

GL;(R) = {A€GL,(R) | det(A) >0} und GL,(R)={AeGL,(R) ]| det(A) <0}.

Beweis. Betrachte die Erzeugendensysteme in Prop. 1.9: Fiir jedes o € Kiist t + F;;(ta) ein
stetiger Weg, der I mit F;;(«) verbindet. Fiir « € C* gibt es ferner einen stetigen Weg ¢ in
C*, der 1 mit & verbindet. Also verbindet t — D;(¢(t)) dann I mit D;(«). Fir G = GL,(C),
SL,(C), SL,(R) folgt damit G = G, nach Lemma 1.10, so dass G zusammenhingend ist.
Es bleibt der Fall G = GL,(R). DaR, = {« € R| a > 0} zusammenhingend ist, sehen
wir wie oben, dass GL,, (R) c G gilt. Andererseits kann A € GL,(R) mit det(A) < 0 nicht
in Gy liegen, da die Determinante entlang eines stetigen Weges von I nach A nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle haben miisste. Durch A — D;(-1)A ist ein Homomor-
phismus GL! (R) = GL, (R) gegeben, so dass auch GL,,(R) zusammenhingend ist. [

Definition 1.12. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe. Eine Untergruppe H von G heif3t diskret,
wenn es zu jedem A € H eine offene Umgebung U von A in G gibt derart, dass UnH = {A}.

Ubung Hi.1.

(a) Sein > 2 und sei v € R” mit ||v| = 1. Zeige: Es gibt einen stetigen Weg ¢:[0,1] — SO,(R)
derart, dass (0) = I und ¢(1) - v = ¢ gilt (wobei ¢; = (1,0,...,0)7).

(b) Zeige, dass SO, (R) fiir alle n € N zusammenhingend ist. (Vorschlag: Zeige, dass jedes A €
SO(n) durch einen stetigen Weg mit einer Blockmatrix der Form

b+

Ubung Hi.2. Essei G eine zusammenhingende Matrix-Lie-Gruppe. Zeige, dass jeder diskrete Nor-
malteiler von G im Zentrum von G enthalten ist.

mit A" € SO,,_;(R) verbindbar ist.)



2. LIE-GRUPPEN

2.1. MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 2.1. Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension # ist ein topologischer
Raum M zusammen mit einer Menge U/ von offenen Teilmengen von M und Abbildungen
oy: U — Wy ftidr jedes U € U, wobei Wy c R" offene Teilmengen sind, mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) U ist eine offene Uberdeckung von M, d.h. es gilt M = UU.

(2) Die Abbildungen oy sind Homéomorphismen, genannt Karten.

(3) Der Raum M ist ein Hausdorffraum (d.h. zu je zwei Punkten existieren disjunkte
offene Umgebungen) und erfiillt das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom.

Ist M eine Teilmenge von R™ fiir ein m > 0 (mit der induzierten Topologie), so ist Eigen-
schaft (3) automatisch erfiillt.

Definition 2.2. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit zugehériger Uberdeckung
U.Fiir U,V e U sei Wyy = oy(U n V) c R". Die Abbildungen 7yv = oy o o5'|w,, sind
Homo6omorphismen Wyy — Wy und heiflen Kartenwechsel.

Bemerkung 2.3. Die Topologie auf einer topologischen Mannigfaltigkeit ist durch die Kar-
ten eindeutig festgelegt: Eine alternative Definition, die hdufig bequemer zu verwenden
ist, geht deshalb so: Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension # ist eine Menge
M (zunichst ohne Topologie) zusammen mit einer Uberdeckung M = JU durch eine
Menge U von Teilmengen von M und Abbildungen oy: U — Wy, die Bijektionen mit of-
fenen Teilmengen Wy c R” sind, derart, dass die Kartenwechsel 7y fiir alle U,V € U
Homoomorphismen sind. (Dafiir wird jetzt nur die Topologie auf R” verwendet.) Nun
versieht man M mit der grobsten Topologie, die alle Karten stetig macht, die sogenannte
Initialtopologie, und fordert noch, dass dann Eigenschaft (3) erfiillt ist. Eine Teilmenge V'
von M ist nun genau dann offen, wenn oy (V n U) fiir alle U € U offen in Wy ist.

Definition 2.4. Eine topologische Mannigfaltigkeit heifdt glatte Mannigfaltigkeit, wenn alle
Kartenwechsel glatt (unendlich-oft differenzierbar) sind.
Beispiele 2.5.

(1) Die n-Sphire $" = {u € R™! | ||u|| = 1} ist eine glatte Mannigfaltigkeit. Fiir k =
0,...,nundi=0,1,setze U] = {u € S"| (-1)'x, > 0}. Die Karten sind die Projektionen

0,-.{ Uy —» We={veR[|v] <1}
k* ~
u = (UoyeenrUpyennsty)
Wie iiblich bedeutet dabei die Notation iy, dass die k-te Koordinate weggelassen wur-
de. Nun ist (0;): W} — U, gegeben durch (vo,...,Vks5...,Vs) = (Vos..., V) mit v =
(-1)'\/1- ¥,.x v2. Damit sind die Kartenwechsel zwischen den Mengen W, = ¢{ (U} n
U)) ={(vos...»Vks...,vs) €R"| |v]| <1und (-1)/v; > 0} gegeben durch
; { A - Wi
Tkr’ ™ i 2 7
(Voo o5 Vho e sVi) = (Voreo s Vi = (F1) N1 =3, V2o Ve, V)
o

1
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alle glatt, da der Ausdruck unter der Wurzel fiir v € W}/ nicht Null wird.

(2) Der n-dimensionale reelle projektive Raum ist die Menge aller eindimensionalen
Unterraume von R"*!, geschrieben P"(R) (geometrisch also die Menge aller Ursprungs-
geraden). Ein solcher Unterraum wird durch einen Vektor a = (ay,...,a,) e R, a %0
erzeugt. Natiirlich erzeugen a und Aa fiir A € R* denselben Unterraum, entsprechen also
demselben Punkt R-a = {Aa|A e R} von P*(R). Fiir i = 0, ..., n definieren wir

U,’Z{R'CIEPH(R)‘CH:#O}

. U,‘ i R»
Oi.{R-a s (@,... ai ﬂ)

ai

und eine Abbildung

’ai)"" a;
—

Istb = (bg,...,bi...,b,) €eR",s0isto;'(b) = R-(by,...,1,...,b,). Fir die Kartenwech-
selgilt VVlJ = O'i(U,' N U]) = {(bo,...,bi,...,bn) e R” | b] * 0} und

Wi N W

=0 1. 7"
Tij = 0j 0 0; {(bo,.--:bia-'-’bﬂ) — (Z—?,..-,bij,...,};_j)’

wobei 1/b; rechts an der mit i indizierten Stelle steht. Diese Abbildung ist glatt.

Der wesentliche Unterschied zum vorigen Beispiel, ist dass P" (R ) nicht bereits als Teil-
menge von R™ fiir ein m > 0 gegeben ist. Beachte, dass noch nichts tiber die Topologie
auf P*(R) gesagt wurde. Diese wird erst durch die Karten gegeben (siehe Bem. 2.3). Man
muss noch iberpriifen, dass P"(R) ein Hausdorffraum ist. Dann ist gezeigt, dass P"(R)
eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Ubung 2.1. Zeige, dass P!(R) homoomorph zu S ist.

Beispiel 2.6. Es sei f:R"” — R eine glatte Funktion und sei
H={ueR"|f(u)=0}.
Die Menge H heifit eine glatte Hyperfliche, falls der Gradient (Vf)(u) fur kein u € H
der Nullvektor ist. Jede glatte Hyperflache ist eine glatte Mannigfaltigkeit (der Dimension
n—1, falls sie nicht leer ist). Dies folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen. Denn dieser
besagt: Ist (Vf)(v) # 0 fiir v € H, etwa (9f/9x1)(v) # 0, so gibt es eine offene Umgebung
Won (v,,...,v,) in R"7} eine offene Umgebung V von v; in R und eine glatte Abbildung
@: W — V mit
{ue VxW]|f(u) :0}:{((p(w),w) eVxW|weW}.

Setze U = Hn (V x W). Dann ist 0:U — W, u = (uy,...,u,) eine Karte um v mit
Umbkehrfunktion o: w — (¢(w), w). Man erhilt auf diese Weise eine glatte Struktur auf H.

Ubung 2.2. Zeige, dass S” eine glatte Hyperfliche ist.

Bemerkung 2.7. Jede glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n—1in R” ist eine glatte
Hyperflache.
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Ubung 2.3. Essei f € R[x, y] ein Polynom und sei H = {u € R*| f(u) = 0}.
(a) Essei f = y* — x*(x +1). Zeige, dass H keine topologische Mannigfaltigkeit ist.
(b) Essei f = y* — x°. Zeige: H ist eine topologische, aber keine glatte Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.8. In der Definition einer glatten Mannigfaltigkeit wird nur verlangt, dass
die Kartenwechsel glatt sind. Tatséchlich wire es Unsinn, die Differenzierbarkeit der Kar-
ten selbst zu fordern, denn fiir eine Abbildung in einen abstrakten topologischen Raum
hat man gar keinen Begrift von Differenzierbarkeit. Erst durch die Karten wird die soge-
nannte glatte Struktur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit definiert. Dabei kann es
auf derselben topologischen Mannigfaltigkeit mehrere verschiedene glatte Strukturen ge-
ben." In diesem Zusammenhang gibt es einige sehr berithmte Sitze: Auf der topologischen
7-Sphire 7 gibt es 28 verschiedene glatte Strukturen, die sogenannten exotischen Spharen
(Milnor und Kervaire, 1959-63). Es gibt sogar unendlich viele glatte Strukturen auf R* (aber
nicht auf R” fiir n # 4). (Donaldson, Freedman und Kirby, 1983)

Ubung 2.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeige, dass auch M x M ,in natiirlicher Weise“ eine
glatte Mannigfaltigkeit ist.

Definition 2.9. Eine komplexe Mannigfaltigkeit der (komplexen) Dimension  ist eine glat-
te Mannigfaltigkeit der Dimension 2#n, wobei man iiberall R?" mit C" identifiziert und
fordert, dass alle Kartenwechsel holomorph seien.

Definition 2.10. Seien M bzw. N zwei glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n
mit zugehorigen Uberdeckungen U/ bzw. V. Eine stetige Abbildung f: M — N heif3t glatt
im Punkt p € M, wenn folgendes gilt: Es gibt U e Y mit p € Uund V € ¥V mit f(p) € V
derart, dass die Abbildung

(ov e fooy):ou(Un f7(V)) —ov(V)
zwischen offenen Teilmengen von R™ und R” glatt im Punkt oy (p) ist. Die Abbildung f
heif3t glatt, wenn sie in allen Punkten von M glatt ist.
Vollig analog definiert man eine holomorphe Abbildung zwischen komplexen Man-
nigfaltigkeiten, indem man R durch C und glatt durch holomorph ersetzt.
Eine glatte Abbildung f: M — N heif3t ein Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist und
die Umkehrabbildung f~: N — M ebenfalls glatt ist. Falls solches f existiert, sagt man

auch, dass M und N diffeomorph sind. Eine holomorphe Bijektion mit holomorpher Um-
kehrabbildung heifit biholomorph.

Bemerkung 2.11. So wie verschiedene glatte Strukturen auf einer topologischen Mannig-
faltigkeit moglich sind, kann es auch verschiedene komplexe Strukturen auf einer glatten
Mannigfaltigkeit geben. Anders ausgedriickt: Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten kénnen
diffeomorph sein, ohne biholomorph zu sein. Das Studium der verschiedenen komplexen
Strukturen auf einer topologischen oder glatten Mannigfaltigkeit ist eines der zentralen
Themen der komplexen Geometrie.

!, Verschieden“ soll heiflen, dass die Systeme von Karten keine gemeinsame Verfeinerung besitzen.
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2.2. LIE-GRUPPEN

Definition 2.12. Eine (reelle) Lie-Gruppe der Dimension # ist eine n-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit G mit einer glatten Gruppenstruktur, d.h. derart, dass die Abbildungen

{GxG - G and {G - G
(gh) = gh g ~ g

glatt sind. Eine komplexe Lie-Gruppe ist eine komplexe Mannigfaltigkeit mit holomorpher
Gruppenstruktur.

Natiirlich ist jede komplexe Lie-Gruppe der komplexen Dimension # eine reelle Lie-
Gruppe der Dimension 2n. Deshalb lassen wir das Wort ,,reell* hdaufig weg.

Aus dem, was wir bis jetzt gesehen haben, ist keineswegs klar, dass jede Matrix-Lie-
Gruppe eine Lie-Gruppe ist. Es ist zumindest nicht schwer zu sehen, dass GL, (K) selbst
eine (reelle bzw. komplexe) Lie-Gruppe ist: Denn GL,(K) ist eine offene Teilmenge von
Mat,(K) = K”* und damit eine glatte bzw. komplexe Mannigfaltigkeit (mit nur einer Kar-
te). Die Multiplikation von Matrizen ist auflerdem durch (quadratische) Polynome in den
Eintragen gegeben und damit sicher glatt bzw. holomorph. Um zu sehen, dass das auch fiir
die Inversenbildung der Fall ist, kann man die kramersche Regel

-1 _ 1 adj
~ det(A) A
benutzen. Dabei ist A*¥ die adjungierte Matrix (auch Cramer-Matrix oder Cofaktor-Matrix
genannt), deren Eintrage die signierten (#n — 1) x (n —1)-Minoren von A sind. Diese sind
Polynome in den Eintrégen von A, ebenso die Determinante, was zeigt, dass die Abbildung
A~ A7l glatt (bzw. holomorph) ist.
Die folgende allgemeine Aussage werden wir spater beweisen:

Satz 2.13. Jede abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe ist eine Lie-Gruppe. O
Korollar 2.14. Jede Matrix-Lie-Gruppe ist eine Lie-Gruppe. O

Bemerkung 2.15. Eine abgeschlossene Teilmenge, die eine Untergruppenstruktur tragt, ist
also automatisch glatt. Es ist eine natiirliche Frage, ob man denn dann eigentlich die Glatt-
heit in der Definition einer Lie-Gruppe iiberhaupt braucht. Diese Frage war das Fiinfte
Hilbertsche Problem aus dem Jahr 1900. Es gibt verschiedene (geloste und ungeldste) Va-
rianten des Problems, aber meistens wird der Satz von Gleason, Montgomery und Zippin
(1950) als Losung angesehen: Tatsachlich ist jede topologische Mannigfaltigkeit mit stetiger
Gruppenstruktur eine Lie-Gruppe (sogar analytisch, nicht nur glatt).

Definition 2.16. Es seien G und H Lie-Gruppen. Ein stetiger Homomorphismus ¢: G - H

von Gruppen heif$t Homomorphismus von (reellen) Lie-Gruppen oder Lie-Gruppen-Homo-

morphismus. Ein holomorpher Homomorphismus zwischen komplexen Lie-Gruppen heift
Homomorphismus von komplexen Lie-Gruppen.

Bemerkung 2.17. Wir beweisen spiter, dass jeder Homomorphismus von Lie-Gruppen
glatt ist. Deshalb haben wir die Glattheit im reellen Fall nicht in die Definition gesteckt.

Definition 2.18. Es sei G eine Lie-Gruppe. Die Zusammenhangskomponente von G, die
das neutrale Element enthalt, heif’t die Einskomponente von G und wird mit G° bezeichnet.

Satz 2.19. Die Einskomponente einer Lie-Gruppe ist eine abgeschlossene Untergruppe.

Beweis. Der Beweis ist wortlich der gleiche wie der von Lemma 1.10. O
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Ein Vorteil der abstrakten Definition von Lie-Gruppe besteht darin, dass sie wesentlich
flexibler ist. Zum Beispiel gilt folgendes: Ist G eine Lie-Gruppe und N ein abgeschlossener
Normalteiler, dann ist G/N wieder eine Lie-Gruppe. Genauer lautet die Aussage so:

Satz 2.20. Es sei G eine Lie-Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Dann
gibt es genau eine Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit auf der Menge G/H der Linksne-
benklassen derart, dass die Operation von G auf G/H durch Linksmultiplikation glatt ist.

Beweis. Siehe Varadarajan [6, Thm. 2.9.4]. O

Die analoge Aussage fiir Matrix-Lie-Gruppen ist dagegen nicht wahr: Ist N eine ab-
geschlossene Untergruppe einer Matrix-Lie-Gruppe, dann ist G/N eine Lie-Gruppe, aber
nicht unbedingt eine Matrix-Lie-Gruppe.

2.3. NEUE GRUPPE: TORI

Es sei

S'={zeC|lz|=1} c C* = GL,(C).
Betrachte die Abbildung ¢:RR — S! definiert durch ¢(t) = e?". Offenbar ist ¢ ein surjek-
tiver Lie-Gruppen-Homomorphismus mit ker(¢) = Z. Es gilt also S! 2 R/Z.

Bemerkung 2.21. Beachte, dass S' zwar eine Matrix-Lie-Gruppe ist, die als Untergruppe
von GL;(C) definiert ist, aber trotzdem keine komplexe Lie-Gruppe. Denn S' kann keine
komplexe Mannigfaltigkeit sein, da die Dimension ungerade ist.

Der n-dimensionale Torus ist die Lie-Gruppe

T" =8 x--x§'.
n-mal

Esgilt T" = (R/Z)" ~ R" /7" als Gruppen. Die Struktur auf R" /7" als glatte Mannigfaltig-
keit wird durch die Identifikation mit T" definiert. Man kann dem Quotient R”/Z" auch
eine ,von R” induzierte Struktur” verpassen (Satz 2.20), die mit der auf 7" identisch ist.

Zur Ubung iiberlegen wir uns das fiir R/7Z explizit: Wir schreiben 4 fiir die Restklasse
von a € R modulo Z. Definiere W, = (0,1) und W; = (-3,3) und sei U; = {a|a € W;},
j = 0,1. Es gilt sicher R/Z = W, u W;. Auflerdem sind die Abbildungen W; - Uj, a » a
bijektiv, es gibt also eindeutige Abbildungen 0;:U; » W; mit ¢;'(a) = @ fiir j = 0,1 Es
gilt Wo; = 0o(Ug n Uy) = (0,3) U (5,1) und Wy = 61(Up n Uy) = (=3,0) U (0,2). Der
Kartenwechsel 7;: Wy, — Wy, definiert durch 7o; = 07 © g;'|w,, ist schlicht und einfach
Toi(a) = a — 5 und damit glatt.

Bemerkung 2.22. Es gibt auch komplexe Tori. Esseivy, . .., v,, eine Basis von C" aufgefasst
als R-Vektorraum, und sei I’ dievon vy, . .., v, erzeugte Untergruppe der additiven Gruppe
(Cn,+), ein Gitter in C". Explizitist I = {Z?’jl a;v;|a; € Z}. Die abelsche Gruppe T(T') =
(C, +)/T hat eine Struktur als komplexe Mannigfaltigkeit, induziert durch die auf C". (Man
kann sie explizit angeben, dhnlich wie oben fiir R/Z.) Damit wird T(T') zu einer komplexen
Lie-Gruppe. Aufgefasst als reelle Lie-Gruppe ist T(T') isomorph zu T2". Denn es gibt einen
reellen Basiswechsel auf C" =~ R?", der vy, ..., vy, in die Standardbasis und damit I in das
Standardgitter Z?" iiberfiihrt. Dieser Basiswechsel ist aber i.a. nicht komplex-linear (auch
nicht holomorph). Deshalb hingt die komplexe Struktur auf T(T') vom Gitter T ab.

Komplexe Tori sind daher sehr viel komplzierter als reelle Tori und spielen eine wich-
tige Rolle in der komplexen algebraischen und analytischen Geometrie. Fiir n = 1 entspre-
chen sie gerade den elliptischen Kurven iiber C.
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2.4. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

Es sei X ein topologischer Raum. Ein stetiger Weg ¢:[0,1] - X heift geschlossen, wenn
¢(0) = ¢(1) gilt. Dabei heifit ¢(0) der Basispunkt von ¢. Ein geschlossener Weg ist also
gerade eine stetige Abbildung S!' - X.

Definition 2.23. Es seien p, g in X. Zwei stetige Wege ¢, ¥ mit Anfangspunkt p und End-
punkt g heiflen homotopiedquivalent, wenn es eine stetige Abbildung ®:[0,1] x [0,1] - X
gibt derart, dass folgendes gilt:

(1) ¢(t) =®(t,0) und w(t) = O(¢,1) fiir alle ¢ € [0, 1].

(2) ©(0,s) = pund @(1,s) = g furalles € [0,1].

Die Vorstellung ist dabei, dass der Weg ¢ in X stetig in den Weg y deformiert wird,
wobei die Endpunkte die ganze Zeit iiber festgelassen werden.

Ubung2.5. Zeige: Die Homotopiedquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der stetigen
Wege von p nach g in X.

Ubung 2.6. Sind p, g € X und ist ¢: [0,1] — X ein stetiger Weg von p nach g, soist 9Lt = @(1—1t)
ein stetiger Weg von g nach p. Zeige: ¢! * ¢ ist homotopiedquivalent zum konstanten Weg ¢ ~ p.

Lemma und Definition 2.24. Es sei p € X ein Punkt und sei 7;(X; p) die Menge aller Ho-
motopiedquivalenzklassen geschlossener Wege mit Basispunkt p. Ist ¢ ein geschlossener
Weg in X mit Basispunkt p, so schreiben wir [¢] € m,(X; p) fir die Homotopiedquivalenz-
klasse von ¢. Die Menge 7;(X; p) wird durch die Verkniipfung ([v], [¢]) ~ [v * ¢] zu
einer Gruppe, genannt die Fundamentalgruppe von X beztiglich p.

Beweis. Man muss tiberpriifen, dass die Verkniipfung mit der Homotopiedquivalenz ver-
traglich ist und dass die Gruppenaxiome erfiillt sind (siehe auch Aufgabe 2.6). O

Ubung 2.7. Zeige: Ist y:[0,1] — X ein stetiger Weg und ist p = y(0), g = y(1), so wird durch die
Abbildung [@] + [y * ¢ * y~!] ein Isomorphismus 7 (X; p) — m(X; q) induziert.

Diese Aufgabe zeigt insbesondere, dass die Fundamentalgruppe eines wegzusammen-
hidngenden Raums X bis auf Isomorphie nicht von der Wahl des Basispunkts abhéngt. Des-
halb schreibt man in diesem Fall oft einfach 7;(X), ohne den Basispunkt zu spezifizieren.

Definition 2.25. Ein topologischer Raum X heifit einfach zusammenhdingend, wenn er zu-
sammenhdngend ist und alle geschlossenen Wege in X homotopiedquivalent sind, also

m(X) = {1} gilt.

Ubung 2.8. Zeige, dass R” einfach zusammenhingend ist.

Beispiele 2.26. Die gelochte Ebene R2 \ {(0,0)} und die Kreislinie S! sind zusammen-
hingend, aber nicht einfach zusammenhingend. Die Fundamentalgruppe ist in beiden
Fillen 7, (R? \ {(0,0)}) = m;(S') = Z. Dabei ist die einem Weg entsprechende ganze Zahl
gerade seine Umlaufzahl (oder Windungszahl). Dagegen ist R" ~ {(0,...,0)} firn > 3
einfach zusammenhéangend.

Ubung H2.1. Zeige, dass SL, (R) eine glatte Hyperfliche in Mat,, (R) ist.

Ubung H2.2. Essei ¢: (R, +) » S' = {z € C| |¢| =1} ein stetiger Gruppenhomomorphismus.
Zeige: Es gibt a € R derart, dass fiir alle ¢ € R gilt:

go(x) - eioct.



3. DIE MATRIX-EXPONENTIALABBILDUNG

Die Matrix-Exponentialabbildung ist die Verallgemeinerung der komplexen Exponen-
tialfunktion auf Matrizen. Fiir X € Mat,(C) definieren wir die Matrixexponentialreihe

§
m=0 m!
Wie tiblich schreiben wir statt eX auch exp(X). Ein paar Vorbemerkungen, ehe wir uns mit

Konvergenz und weiteren Eigenschaften befassen: Das unitire Standard-Skalarprodukt
(x,y) = ¥} xjy; auf C" kann man genauso auf Mat,, (C) = C" definieren:

n
Y)= > XpYi
jok=1
Die resultierende Norm || X| = \/(X, X) auf Mat,(C) heiflt die Hilbert-Schmidt-Norm

(und ist vor allem von der Operatornorm zu unterscheiden).

Ubung 3.1. Zeige: Fiir alle X, Y € Mat,(C) gelten:
W 1Xy] < x| 1l
(2) (X,Y)=Re(tr(XY )).

Proposition 3.1. Die Matrixexponentialreihe eX konvergiert fiir jedes X € Mat, (C) absolut,
und die Abbildung X — eX ist stetig.

Beweis. Nach Aufgabe 3.1(1) gilt | X™| < | X]™ und damit
|Xx1

xXm
$ 10 ST g
m=0 m=0

m!

Also konvergiert eX absolut. Die Konvergenz ist auflerdem gleichmiflig auf allen Kompak-
ta {X € Mat,(C) | | X]| < r}, r > 0, was die Stetigkeit zeigt. O

Proposition 3.2. Fiir X, Y € Mat, (C) gelten:

(1) e* =1

(2) (e_X)T =X,

(3) eX ist invertierbar und es gilt (eX)™1 = e~X

(4) Fiir alle a, B € C gilt e(¢*F)X = gaX gBX,

(5) Falls XY = YX, so gilt eX+Y = eXe¥ = eVeX.

(6) Fiir C € GL,(C) gilt e€XC™" = CeXC1,

(7) ”eXH < eHX”
Definition 3.3. Die Abbildung Mat,,(C) - GL,(C), X ~ e, heif3t die Matrix-Exponential-
abbildung.

Beweis von 3.2. (1) ist klar und (2) rechnet man direkt nach. (3) und (4) sind Spezialfille
von (5). Um also (5) zu beweisen, multiplizieren wir die beiden Reihen einfach direkt aus:

SR IS S e
mOkok' (m—k)' = ‘
16
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Da X und Y vertauschbar sind, diirfen wir die iibliche binomische Formel
(X+7)" =) (m)XkY”‘k
o \k
verwenden und erhalten eXeY = eX*Y,
(6) folgt einfach aus (CXC1)™ = CX™C-!, und (7) haben wir schon gesehen. O

A+B A_B

Ubung 3.2. Finde ein Beispiel fiir zwei Matrizen A, B € Mat,(C) mit e#*? # e#e®.

Definition 3.4. Die Matrix-Logarithmusreihe ist fiir A € Mat,(C) definiert durch
ad A-1)m
log(4) = 3" (- A0,
m=1 m

Proposition 3.5.
(1) Fiir A € Mat,,(C) mit |A - I| <1 konvergiert log(A) absolut und es gilt
elos(4) = A

(2) Die Funktion A — log(A) ist stetig auf {A € Mat,(C) | ||A - I|| < 1}.
(3) Fiir alle A € Mat,,(C) mit | A| <log(2) gelten |e4 —I|| <1 und

log(e?) = A.

Beweisskizze. Die tibliche Logarithmusreihe log(z) = Zﬁzl(—l)m“% konvergiert fiir
z € C mit |z - 1| < 1 und fiir solche z gilt exp(log(z)) = z. Ferner gilt log(exp(z)) = z falls
|z| < log2. Wegen |(A—-1I)"| < |A-I|™ folgt |log(A)| < log(||A - I|| +1) und daraus
Konvergenz und Stetigkeit, wie im Fall der Exponentialreihe.

Sei nun A € Mat,(C) mit |A - I| < 1und seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von A. Es
gilt |\; -1 < 1fir j = 1,...,n. Falls A diagonalisierbar ist, etwa A = CDC™! mit D =
Diag(Ay,...,4,),s0gilt A—I=C(D-1)C\. Man erhilt direkt durch Einsetzen

log(A;) 0O
log(A) =C c
0 log(1,)
und somit exp(log(A)) = A. Falls A nicht diagonalisierbar ist, so gibt es nach Aufgabe
3.3 eine Folge (Ax)ken von diagonalisierbaren Matrizen, die gegen A konvergiert, so dass
exp(log(A)) = A aus der Stetigkeit folgt.

Gilt |A| < log(2), so folgt ||e4 — I| <1 (Aufgabe 3.4) und man zeigt log(exp(A)) = A

durch dieselbe Reduktion auf den diagonalisierbaren Fall wie oben. O

Ubung3.3. Zeige: Die diagonalisierbaren Matrizen sind dicht in Mat,, (C). Vorschlag: Benutze, dass
jede Matrix iiber C trigonalisierbar (dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix) ist.

Ubung 3.4. Zeige: Aus || A|| < log(2) folgt |e - I|| < 1.

Lemma 3.6. Es gibt eine Konstante c € R derart, dass fiir alle B € Mat,,(C) mit |B| < 3 gilt:
|log(I+B) - B| < c|B?.

Beweis. Es gilt

0 Bm o Bm—2
log(I+B)-B= > (-1)""'"— =B* > (-1)""——
m=2 m m=2 m
und damit . .
log(I + B) - B| < |B|? .
llog(r-+B) - BI<IBI* > 25



18 3. DIE MATRIX-EXPONENTIALABBILDUNG

Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert gegen die gewiinschte Konstante. O

Satz 3.7 (Liesche Produktformel). Fiir X, Y € Mat,(C) gilt

X+Y _ 1s L Iym
et = r}ll_l’)lgo (e e ) .
Beweis. Zunichst schaut man sich das Produkt e e als Reihe ausmultipliziert an: In allen
Termen aufler den ersten drei kommt 1/m mindestens quadratisch vor. Es ist also
Y 1 )

X
%e%:1+—+—+0(— .

e

Damit ist limy_, o0 (e e%) = I, so dass emew fiir grofle m im Konvergenzbereich des Lo-
garithmus liegt. Nach obigem Lemma gilt log(I + B) = B+ O(|B|?) und damit

log(e%e%) = log(I+ X + Y + O(L))

m m m?

2
:£+X+O(‘£+X+O(%) ):
m m m m m

X Y 1
:E-FE‘FO(%)

Anwenden des Exponentials auf beiden Seiten ergibt

X ¥ X Y 1
mem = —+t—+0(—
eme exp(m+m+ (mZ))
und damit
X Yym 1
(emem) =exp(X+Y+O(Z)).
Da die Exponentialabbildung stetig ist, folgt die Behauptung. O

Definition 3.8. Essei G eine Lie-Gruppe. Ein stetiger Gruppenhomomorphismus (R, +) —
G heif3t Einparameter-Untergruppe von G.

Proposition 3.9. Fiirjedes X € Mat, (C) ist die Abbildungyx:t — e'X eine glatte Einparameter-
Untergruppe, und es gilt

Yx(t) = Xe'™ = X
und damit insbesondere y(0) = X.

Beweis. Das sieht man einfach durch Ableiten nach Termen: yx(t) = >, tf“’%, also
Yi(t) = XX tm! X"~ XetX = etXX, m

(m-1)!

Satz 3.10. Jede Einparameter-Untergruppe von GL,,(C) ist von der Form yy fiir ein eindeutig
bestimmtes X € Mat,,(C). Insbesondere sind alle Einparameter-Untergruppen glatt.

Beweis. Dass yx fiirjedes X € Mat, (C) eine Einparameter-Untergruppe ist, ist klar aus den
Eigenschaften der Exponentialabbildung. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus Prop. 3.9, denn
es gilt X = y(0). Es bleibt, die Existenz von X zu beweisen. Dazu einige Voriiberlegungen:
Sei ¢ <log2und B,); = {X € Mat,(C) | | X| < &/2} und U = exp(B,»). Aus der Stetigkeit
von exp und log folgt, dass U offen ist.

Zeige zunichst folgendes: Zu jedem A € U gibt es eine eindeutig bestimmte Quadrat-
wurzel in U, also genau ein B € U mit B> = A, namlich B = exp(31og(A)). Sei dazu
C € U mit C? = A und sei X = log(C). Dann gilt exp(X) = C und exp(2X) = C?2 = A =
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exp(log(A). Wegen X € B,, gilt 2X € B,, ebenso log(A) € B,. Da exp auf B, injektiv ist,
folgt 2X =1log(A), also C = exp(X) = exp(3 log(A)) = B, wie behauptet.

Seinun y eine Einparameter-Untergruppe. Da y stetigist mit y(0) = I € U, gibtes t, > 0
derart, dass y(t) € U fiir alle ¢t mit |¢] < t, gilt. Setze X = ;- log(y(#)). Dann gilt t,X € B,
und y(t) = exp(t,X). Nun ist y(#,/2) € U nach Wahl von t, und es gilt y(#,/2)? = y(t,).
Wegen der Eindeutigkeit der Quadratwurzel in U folgt y(#y/2) = exp(#,X/2).

Durch induktives Anwenden dieses Arguments sieht man y(t,/2%) = exp(t,X/2*) fiir
alle k > 0. Auflerdem gilt y(mt,/2%) = p(to/2F)" = exp(toX/2F)™ = exp(mtyX/2F) fiir
alle m € Z. Das heift also, wir haben y(t) = exp(tX) fiir alle ¢ der Form m/2*, m € Z,
k > 0 gezeigt. Diese Zahlen bilden eine dichte Teilmenge von R. Aus der Stetigkeit von exp
und y folgt damit y(¢t) = exp(tX) furalle t € R. O

3.1. NEUE GRUPPE: UNITARE GRUPPE

Die Matrix-Lie-Gruppe
U, = {A € Mat,(C) | AAT = I,,}
heifdt die unitdre Gruppe. Die unitiren Matrizen mit Determinante 1 bilden die spezielle

unitdre Gruppe
SU, =U,nSL,(C).

Bemerkungen 3.11.

o Die unitdren Abbildungen erhalten das komplexe Skalarprodukt auf C". In gewis-
ser Weise ist U,, damit das komplexe Analogon zu O, (R). Sie ist aber keine kom-
plexe Lie-Gruppe. (Wir haben z.B. schon gesehen, dass S' = U; keine komplexe
Lie-Gruppe ist, da sie ungerade reelle Dimension hat.)

o Vollig analog zu O,(R) bzw. SO, (R) beweist man, dass U, und SU, kompakt
und zusammenhingend sind (Aufgabe Hi.1). (Hier besteht im Beweis kein Un-
terschied zwischen U, und SU,;,, da U; und SU, beide zusammenhéngend sind.)

Ubung 3.5. Bestimme die Dimension von U, und SU,,.

Ubung H3.1. Eine Matrix A € Mat, (C) heift nilpotent, wenn es k > 0 gibt mit A* = 0. Sie heif}t
unipotent, wenn A — I nilpotent ist. Fiir unipotentes A existiert log(A), da die Reihe abbricht. Zeige:

(a) Ist Aunipotent, so istlog(A) nilpotent und es gilt exp(log(A)) = A. (Hinweis: Betrachte A(t) =
I+t(A-1TI)furteR)
(b) Ist A nilpotent, so ist exp(A) unipotent und es gilt log(exp(A)) = A.

Ubung H3.2. Zeige: Zu jedem A € GL,(C) existiert X € Mat,(C) mit A = exp(X). Fiir n = 1 darf
die Aussage als bekannt vorausgesetzt werden. (Hinweis: Jordansche Normalform und H3.1)
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Definition 4.1. Es sei G c GL,(C) eine Matrix-Lie-Gruppe. Die Menge
g = {X e Mat,(C) | " € G fiiralle t ¢ R}
heif3t die Lie-Algebra von G.

Die Lie-Algebra besteht also genau aus den Matrizen, die nach Satz 3.10 die Einpara-
meteruntergruppen yx von G definieren.

Ubung 4.1. Gib ein Beispiel einer Matrix-Lie-Gruppe G und X € Mat,,(C) mit eX € G aber X ¢ g.

Beispiel 4.2. Die Lie-Algebra von GL, (C) ist per Definition Mat,,(C) und wird mit gl,,(C)
bezeichnet. Ebenso ist gl,(R), die Lie-Algebra von GL,(R), einfach Mat,(R). Denn ist
X € Mat,(C) mit e'X e GL,(R) fiiralle t € R, so ist X = %etx‘tzo reell.

Insbesondere sehen wir auch: Die Lie-Algebra einer Matrix-Lie-Gruppe, die als abge-
schlossene Untergruppe von GL,(RR) gegeben ist, ist eine Unteralgebra von gl,(R) und
besteht damit aus reellen Matrizen.

Proposition 4.3. Die Lie-Algebra einer Matrix-Lie-Gruppe stimmt mit der Lie-Algebra ihrer
Einskomponente iiberein.

Beweis. Das folgt sofort daraus, dass jede Einparameteruntergruppe zusammenhéngend
ist und damit vollstandig in der Einskomponente liegt. O

Proposition 4.4. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Fiir X € g und
AeGgilt AXAleg.

Beweis. Nach Prop. 3.2(6) gilt exp(t(AXA™) = Aexp(tX)A™L O
Definition 4.5. Es seien X, Y € Mat, (C). Die Matrix

[X,Y]=XY-YX
heiflt der Kommutator von X und Y.

Proposition 4.6. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra.

(1) Die Lie-Algebra g ist ein R-linearer Unterraum von Mat,,(C).
(2) Fiir X,Yeggilt[X,Y] e g.

Beweis. Es ist klar, dass sX € g fiir alle X € g, s € R gilt (nicht jedoch fiir s € C). Um
X +Y e gfir X,Y e g zu beweisen, benutzen wir die Liesche Produktformel 3.7. Diese
besagt exp(t(X + Y)) = lim,,_,..(exp(tX/m)exp(tY/m))™. Da G eine abgeschlossene
Untergruppe von GL,,(C) ist und exp(tX/m) € G fur alle t € R, m € N gilt, folgt auch
exp(t(X+7Y)) eGfiiralle t € R,also X + Y € g, wie behauptet. Damit ist (1) bewiesen.
Wir zeigen (2): Wegen £ e'X |t= = X gilt

d
—(e”®Ye ™) =XY-YX
dt o

20
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nach der Produktregel. Es folgt also
ehX. Y. e hX-y
h
und somit [X,Y] € g, da e"X - Y - e7"X € G fiir alle h (nach Prop. 4.4) und g nach (1) ein
R-linearer Unterraum von Mat, (C) ist. O

[X,Y]=XY - YX =lim
-0

Definition 4.7. Es sei K ein Korper. Eine Lie-Algebra tiber K ist ein K-Vektorraum g mit
einer Abbildung (X,Y) ~ [X,Y], gxg — g, genannt die Lie-Klammer, derart, dass fiir
alle X, Y, Z e g, a € K, das Folgende gilt:

() [X,Y]+[X,Z]=[X, Y+ Z]
[X,Z]+[Y,Z]=[X+Y,Z] (Bilinearitdt)
[ocX Y]=[X,aY]=a[X,Y]
(2) [X,Y]=-[Y,X] (Schiefsymmetrie)
) [X[Y,Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]]=0 (Jacobi-Identitiit)

Eine K-Unteralgebra einer Lie-Algebra ist ein K-linearer Unterraum h von g derart,
dass [X, Y] e h furalle X, Y € h erfullt ist.

Sind g und h zwei Lie-Algebren, so heifit eine lineare Abbildung ¢:g — h ein Lie-
Algebren-Homomorphismus, falls ([ X, Y]) = [¢(X), ¢(Y)] fur alle X, Y € g gilt.

Ubung 4.2. Bestimme alle ein- und zweidimensionalen reellen Lie-Algebren bis auf Isomorphie.

Wir haben jetzt zwei Definitionen: Einerseits fiir eine (abstrakte) Lie-Algebra und an-
dererseits fiir die Lie-Algebra einer Matrix-Lie-Gruppe. Die zweite fillt unter die erste:

Proposition 4.8. Die Lie-Algebra gl,(K) von GL,(K) ist eine (reelle bzw. komplexe) Lie-
Algebra mit dem Kommutator als Lie-Klammer. Die Lie-Algebra einer Matrix-Lie-Gruppe G
ist eine reelle Unteralgebra von g, (C).

Beweis. Fiir gl,(K) muss man nachrechnen, dass die Eigenschaften (1)-(3) fiir den Kom-
mutator erfiillt sind. Die Aussage fiir Matrix-Lie-Gruppen gilt dann nach Prop. 4.6. [

Bemerkungen 4.9.

(1) Aus jeder assoziativen K-Algebra' A macht man durch den Kommutator [x, y] =
xy — yx fiir x, y € A eine Lie-Algebra tiber K. Ist char(K) = 0, so existiert zu jeder
Lie-Algebra g tiber K eine assoziative K-Algebra A derart, dass g eine Unteralgebra
von A (mit dieser Lie-Klammer) ist. Die kleinste solche Algebra ist durch eine ent-
sprechende universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt und heif3t die universelle
Einhiillende von g (siehe Varadarajan [6, §3.2]).

(2) Der Satz von Ado besagt, dass jede endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber einem
Korper K der Charakteristik 0 isomorph zu einer K-Unteralgebra von gl,,(K) ist,
fir ein n € N. Der Beweis ist recht aufwendig (siehe Varadarajan [6, §3.17]).

'Eine assoziative K-Algebra ist ein K-Vektorraum mit einer assoziativen, bilinearen Multiplikation.
(Oder dquivalent: Ein Ring A zusammen mit einem Ring-Homomorphismus K — A).
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4.1. BEISPIELE

Wir bestimmen die Lie-Algebren der uns bekannten Matrix-Lie-Gruppen.
(1) Die spezielle lineare Gruppe. Um die Lie-Algebra sl, (K) von SL, (K) auszurechnen,
brauchen wir ein

Lemma 4.10. Fiir X € Mat,(C) gilt det(eX) = "),

Beweis. Falls X diagonalisierbar ist, etwa X = C - Diag(A;,...,1,) - C7}, so folgt eX = C-
Diag(e™,...,eM)-Cund det(eX) = [T}, eV = eZinhi = ¢t'(X), Da die diagonalisierbaren
Matrizen dicht in Mat,, (C) sind (Aufg. 3.3), folgt die Behauptung fiir alle X. O

Ist also X € Mat,(K) mit tr(X) = 0, so folgt det(e'X) = 1 fiir alle t ¢ R und damit
X € sl,(K). Ist umgekehrt X € Mat,(C) mit det(e*X) = 1 fiir alle ¢ € R, so gilt e!"(X) =1
fur alle t € R. Damit ist ¢ - tr(X) fiir alle ¢ € R ein ganzzahliges Vielfaches von 271, also
muss tr(X) = 0 gelten. Wir haben also gezeigt:
sl,(K) = {X € Mat,(K) | tr(X) = 0}.

(2) Die orthogonale Gruppe. Fir X € Mat,(K) und ¢ € R ist /X genau dann ortho-
gonal, wenn (eX)~! = (eX)T gilt, also wenn e’X" = =X gilt. Fiir alle t € R ist das genau
dann der Fall, wenn XT = —X gilt. Da jede solche Matrix die Spur 0 hat, gilt dann auch
det(eX) = 1. Die Lie-Algebra

50,(K) = {X € Mat,(K) | X" = -X},

von O, (K) bzw. SO, (K) besteht also gerade aus den schiefsymmetrischen Matrizen. Dass
O, (K) und SO, (K) dieselbe Lie-Algebra haben, ist nicht iiberraschend (nach Prop. 4.3),
da SO, (K) die Einskomponente von O, (K) ist. (Fiir K = R siehe dazu Aufgabe Hi.1.)

(3) Die unitire Gruppe. Analog zum orthogonalen Fall sieht man, dass

u, = {X e Mat,(C) | X' =-X}
die Lie-Algebra der unitiren Gruppe U, ist. Fiir SU,, erhélt man
su, = u, Nsl,(C) = {X € Mat,(C) |XT =-X und tr(X) =0}.
Ubung 4.3. Bestimme explizit die allgemeine Form eines Elements von so3(IR).

Ubung 4.4. Sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Zeige oder widerlege durch ein Ge-
genbeispiel: Ist A € G mit ||[A - I|| < 1, so gilt log(A) € g.
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4.2. HOMOMORPHISMEN
Das Hauptergebnis fiir diese Woche ist die folgende Aussage.

Satz 4.11. Esseien G und H Matrix-Lie-Gruppen mit Lie-Algebren g bzw. h und sei ®:G - H
ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbil-
dung ¢:g — h derart, dass
D (e¥) = 2™

fiir alle X € g erfiillt ist. Diese hat die folgenden zusdtzlichen Eigenschaften:

(1) Esgilt o([X, Y]) = [@(X), (Y)] fiiralle X, Y € g, d.h. ¢ ist ein Homomorphismus

von Lie-Algebren.

(2) Fiiralle X e g und A € G gilt p(AXA™) = O(A)p(X)D(A)L

(3) Fiir alle X € g gilt £®(eX)|,=0 = ¢(X).

Die Zuordnung ® — ¢ ist funktoriell, d.h. ist K eine weitere Matrix-Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra k und ist ¥: H — K ein Lie-Gruppen-Homomorphismus mit zugehorigem Ho-
momorphismus y:h — k, soist (y o ¢):g - h der zu (¥ o ¢): G - K gehdrige Homomor-
phismus von Lie-Algebren. Ferner gehort zur Identitit idg: G — G die Identitit idg: g — g.

Beweis. Da @ ein stetiger Homomorphismus ist, ist @ (e'¥*) fiir jedes X € g eine Einpara-
metergruppe in H. Nach Satz 3.10 gibt es also genau eine Matrix Z € h mit ®(eX) = 2
fur alle t € R. Wir setzen ¢(X) = Z und zeigen, dass ¢ die behaupteten Eigenschaften hat.
Wir bemerken zunichst, dass die Definition gerade so gewiéhlt ist, dass (3) erfiillt ist.

Auflerdem gilt p(e*) = e?X) nach Definition (mit t = 1). Wir zeigen, dass ¢ R-linear
ist: Fiir s € R gilt ®(e®X) = ¢#¢(X) und damit ¢(sX) = s@(X). Fiir X, Y € g gilt unter
Verwendung der Lieschen Produktformel 3.7

el P(XHY) _ po(1(X+Y)) _ q)(et(x+y))
_ o (lim (/7 eImym) = lim (@ (eI (eIm))"

= lim (e!?X)/mete(V)/mym _ ptlo(X)+o(¥))

m— 0o

Ableiten dieser Gleichheit in ¢ = 0 ergibt o(X + Y) = ¢(X) + ¢(Y).
Um (2) zu beweisen, sei A € G und X € g. Dann gilt

et(p(AXA’l) _ e(p(tAXA’l) _ CD(etAXA’l) _ q)(AetXA—l) _ q)(A)(D(etX)cD(A)—I
= O(A)e?OD(A)L
Wiederum folgt p(AXA™) = ®(A)p(X)DP(A)! durch Ableiten in ¢ = 0. Also gilt (2).

Wir zeigen (1). Wie oben im Beweis von Prop. 4.6 gesehen, gilt

[X,Y] = %etXYetX

t=0
und damit, unter Verwendung von (2),

o([X.Y]) - w(%Y

_d o xy X
t:O)—dtgo(e Ye )

d t
o dt

t=0

d tX -tX
- L0(e)p(V)D(e ™)

=[o(X), 9(Y)].

Damit ist (1) bewiesen.

t=0
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Um die Eindeutigkeit von ¢ zu zeigen, sei ¢: g — h eine weitere lineare Abbildung mit
®(eX) = e?(X). Dann gilt e??(X) = ¢?(tX) = O (e!X) fiir alle ¢ € R, also

5(X) = 0] = ()

t=0
nach Eigenschaft (3).
Es bleibt noch die Funktorialitit zu tiberpriifen. Fiir X € g gilt

(¥ o ®@)(e™) = ¥(D(eX) = D(eVX)) = (o)

und damit die Behauptung. Dass id; gerade zu id, fiihrt, ist klar nach (3). O

4.3. DIE ADJUNGIERTE ABBILDUNG

Als Vorbereitung auf den Fall abstrakter Lie-Gruppen werfen wir noch einen etwas
formaleren Blick auf die Lie-Klammer einer Matrix-Lie-Gruppe.

Definition 4.12. Es sei g eine Lie-Algebra. Definiere

.} &8 = g
adx.{ Y o [X,Y]

fiir festes X € g und

X o adx.

Dabei ist End(g) der Vektorraum aller linearen Abbildungen g — g. Beachte, dass ady «
End(g) aufgrund der Bilinearitit der Lie-Klammer gilt.

ad;{ g — End(g)

Definition 4.13. Es sei g eine Lie-Algebra. Der Raum End(g) wird durch die Definition
[f.8]l=fog-gof

zu einer Lie-Algebra, die wir mit gl(g) notieren.

Proposition 4.14. Es sei g eine Lie-Algebra. Die Abbildung ad:g — gl(g) ist ein Homomor-
phismus von Lie-Algebren, d.h. es gilt

adrx,y] = [adx,ady].

Beweis. Man schreibt einfach beide Seiten aus und verwendet Schiefsymmetrie und Jacobi-
Identiat: Fir alle X, Y, Z € g gilt
adixy)(2) = [[X, Y], 2] = [ Z,[X, Y]]
=[X [V, 2]) + [V, [2,X]] = [X.[Y, 2] - [V, [X, Z]] = [adx, ady](Z). O

Im Fall von Matrix-Lie-Gruppen konnen wir ad wesentlich konkreter beschreiben.

Definition 4.15. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Fiir A € G schreibe

g - g
AdA‘{ X = AXAL

Es sei GL(g) die Gruppe der invertierbaren linearen Abbildungen g — g. Da g ein
endlich-dimensionaler R-Vektorraum ist, sagen wir der Dimension N, ist GL(g) = GLy(RR)
als Gruppen. In diesem Sinn verstehen wir GL(g) als Matrix-Lie-Gruppe. Dann ist gl(g)
Maty(RR) genau die Lie-Algebra von GL(g).
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Proposition 4.16. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Fiir jedes A € G gilt
Ad, € GL(g) mit (Ads)™ = Ady-1. Die Abbildung

]G - GL(g)
ist ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. Fiir alle X,Y € g gilt ferner Ad,([X,Y]) =
[AdA(X), Ada(Y)].

Beweis. Nach Prop. 4.4 gilt Ad,(X) € g furalle X € g. Die Abbildung Ad ist offenbar stetig.
Das Weitere rechnet man einfach nach. O

Proposition 4.17. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist ad: g — gl(g)
gerade der durch Ad: G — GL(g) bestimmte Homomorphismus von Lie-Algebren.

Beweis. Sei a:g — gl(G) der durch Ad nach Satz 4.11 bestimmte Homomorphismus von
Lie-Algebren. Nach 4.11(3) gilt

d d
X)(Y)=—Ad(e™)(Y)| =—e¥ve ™™
A0 = AU = etve|
=[X,Y] =adx(Y)
tir alle X, Y € g, und damit die Behauptung. O

4.4. NEUE GRUPPE: DIE HEISENBERG-GRUPPE

Die Gruppe der unipotenten reellen oberen Dreiecksmatrizen der Grofle 3 x 3

1 a b
H=<|10 1 ¢||a,b,ceR
0 0 1

ist eine Matrix-Lie-Gruppe, genannt die Heisenberg-Gruppe.

Ubung 4.5.
(a) Zeige, dass H zusammenhangend ist.
(b) Bestimme das Zentrum von H.

Ubung 4.6.

(a) Bestimme die Lie-Algebra h der Heisenberg-Gruppe H.
(b) Zeige, dass die Exponentialabbildung exp:h — H, X + X bijektiv ist.

Ubung H4.1. Zeige, dass die folgenden Matrizen eine Basis der Lie-Algebra su, bilden:

1[i o 1o 1 1[0 i
El_i[o —i]’ EZ_E[—l o]’ E3_E[i o]‘

Berechne [ Ey, Ez ], [ E2, Es| und [ Es, E; |. Zeige, dass es eine invertierbare lineare Abbildung ¢: su; —
R3 gibt derart, dass ¢([X, Y]) = ¢(X) x ¢(Y) gilt, wobei x das Kreuzprodukt bezeichnet.

Ubung Hg.2.
(a) Zeige, dass su, und so3(R) isomorph sind.

(b) Zeige, dass su; und sl;(R) nicht isomorph sind.
(Hinweis: Zeige, dass su; keine 2-dimensionale Unteralgebra besitzt.)



5. DIE EXPONENTIALABBILDUNG

Die Verbindung zwischen den Lie-Gruppen und den Lie-Algebren wird durch die Ex-
ponentialabbildung hergestellt, wie etwa in Satz 4.11. In diesem Abschnitt wird die Ein-
schrinkung des Matrix-Exponentials auf die Lie-Algebra genauer untersucht.

Definition 5.1. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Exponentialabbil-
dung von G ist die Abbildung exp:g - G, X — e*.

Die Exponentialabbildung fiir GL,(C) ist surjektiv (nach Aufgabe H3.2), jedoch nicht
injektiv. Fiir allgemeines G ist sie weder injektiv noch surjektiv.

Beispiel 5.2. Es sei A = [‘é _11] € SL,(K). Behaupte, dass A nicht im Bild der Exponen-
tialabbildung sl,(K) — SL,(K) liegt. Denn ist X € sl,(K) mit zwei verschiedenen kom-
plexen Eigenwerten, dann ist X diagonalisierbar iiber C und damit auch eX. Das ist aber
fiir A bekanntermaflen nicht der Fall. (Denn A hat den doppelten Eigenwert —1. Wire es
diagonalisierbar, dann miisste A = —I gelten.) Hat X € sl,(K) dagegen einen doppelten
Eigenwert, dann muss dieser gleich 0 sein, wegen tr(X) = 0. Dann wire X nilpotent und
eX uniponent, hitte also einen Eigenwert 1, was ebenfalls nicht der Fall ist.

Ubungs.1. Zeige, dass das Bild der Exponentialabbildung exp:sl,(R) — SL,(R) genau aus —I und
allen Matrizen A € SLy(R) mit tr(A) > -2 besteht.

Ubung 5.2. Zeige, dass die Exponentialabbildung fiir U, surjektiv, aber nicht injektiv ist.
(Insbesondere gibt dies einen neuen Beweis dafiir, dass U, zusammenhéngend ist.)

Trotzdem ist die Lage nicht ganz schlecht: Wir zeigen, dass die Exponentialabbildung
immerhin lokal bijektiv ist. Zunichst eine Erganzung zu Abschnitt 3:

Proposition 5.3. Die Exponentialabbildung exp: Mat, (C) - GL,(C) und der Logarithmus
log: {X € Mat,,(C) | | X - I| <1} - Mat,(C) sind glatt, und es gilt (D exp)(0) = idpat, (c)-
Insbesondere ist exp lokal um 0 ein Diffeomorphismus.

Beweis. Der Beweis der Glattheit findet sich etwa in Hilgert-Neeb [5, Lemmata 3.1.5, 3.2.1
und 3.3.1]. Die Aussage iiber die Ableitung in 0 folgt daraus, dass wir schon £ exp(tX) = X
fur alle X € Mat,(C) gezeigt haben (Prop. 3.9). O

Satz 5.4. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann gibt es eine offene Um-
gebung U von 0 in g und eine offene Umgebung V von I in G derart, dass exp: U — V ein
Homdomorphismus ist.

Beweis. Fir 0 < ¢ < log(2), sei U, = {X € Mat,(C) | |X| < &} und V, = exp(U,). Wir
beweisen zunichst die folgende Hilfsaussage:

Es sei (By,), m €N, eine Folge in G NV, mit B,, - I und sei Y,,, = log(B,,). Falls Y,,, fiir
alle m ungleich Null ist und die Folge Y,, /|| Y. | gegen eine Matrix Y € Mat,,(C) konvergiert,
danngilt Y e g.

Sei also t € R. Wir miissen e’¥ € G zeigen. Aus B,, — I folgt Y,, - 0 und damit
| Y| = 0.Da |Y,,| # O fur alle m, gibt es dann eine Folge (k,,) von ganzen Zahlen mit

26
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km|Ym| — t. Dann gilt

exp(knYn) = exp( ) — exp(tY).

[ Yo
Nun ist exp(k,, Y,,) = exp(Y,,)*» = (B,,)*n € G fiir alle m, also exp(tY) € G, da G abge-
schlossen ist. Damit ist die Hilfsaussage bewiesen.

Nun zum Beweis der eigentlichen Behauptung. Wir wissen, dass exp: U, — V, ein
Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung log ist. Zu zeigen bleibt also folgendes: Es gibt
e € (0,log(2)) derart, dass log(A) € g fiir alle A € V, n G gilt.

Essei L = gt das orthogonale Komplement von g in Mat, (C). Betrachte die Abbildung
®:goL - GL,(C) gegeben durch

O(X,Y) = efe’.

Wir fassen @ auf als Abbildung von R2* = C” = Mat,(C) = g@®L auf sich selbst. Dann
gilt L0(tX, 0)| = X, ebenso £ (0, tY)‘ = Y fiir alle X € g, Y € L. Dies zeigt, dass
(D®)(0,0) = Ian gilt. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung besitzt ® also lokal um
I=d(0,0) eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung.

Angenommen, es gibt kein ¢ derart, dass log(A) € g fiir alle A € V, n G gilt. Dann gibt
es eine Folge A, € G mit A, > I mitlog(A,,) ¢ g fiir alle m € N. Fiir grofle m liegt A,, im
Definitionsbereich von @1, es gibt also X, € g und Y,,, € L mit

A, = eXme¥m,

mit X, - 0 und Y,, — 0. Dabei muss Y,, # 0 fiir alle m gelten, denn sonst hétten wir
log(A,,) = X, € g, im Widerspruch zur Wahl von (A,,).

Setze B,, = exp(-X,,)A, = exp(Y,). Dann gilt B,, € G und B,, — I. Die Folge
Yu/| Y| enthilt eine konvergente Teilfolge, da die Einheitssphire in Mat, (C) kompakt
ist. Wir gehen zu dieser Teilfolge tiber und nehmen an, dass Y,,,/||Y,,| = Y € Lmit | Y] = 1.
Nun sind wir genau in der Situation der eingangs bewiesenen Hilfssaussage und kénnen
Y € g schlieflen. Das ist aber ein Widerspruch zu Y € L \ {0}. O

Als néchstes zeigen wir, dass das Bild der Expontialabbildung einer zusammenhangen-
den Gruppe immerhin ausreichend grof3 ist, um die Gruppe zu erzeugen. Dies folgt aus
dem vorangehenden Satz und allgemeinen Uberlegungen zu offenen Untergruppen.

Lemma 5.5. Jede offene Untergruppe einer (Matrix-)-Lie-Gruppe ist abgeschlossen.

Beweis. Sei H eine offene Untergruppe einer (Matrix-)Lie-Gruppe G. Es gilt gHNH # & fiir
g € G genau dann, wenn g € H. Da H offen ist und Multiplikation mit ¢ ein Homomor-
phismus von G auf sich selbst, ist auch gH offen fiir alle g € G. Damit ist Uy .y gH als
Vereinigung offener Mengen wieder offen. Also ist H = G \ Ugeg . gH abgeschlossen. [

Bemerkung 5.6. Es ist natiirlich nicht wahr, dass jede abgeschlossene Untergruppe auch
offen ist (siehe etwa SL,(K) c GL,(K)). Aus dem Beweis des obigen Lemmas sieht man
jedoch, dass jede abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index (also mit nur endlich
vielen Nebenklassen) offen ist, da ihr Komplement eine endliche Vereinigung von abge-
schlossenen Mengen und damit abgeschlossen ist.

Korollar 5.7. Eine zusammenhdingende (Matrix-)Lie-Gruppe besitzt keine echten offenen
Untergruppen.
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Beweis. Nach Ubung 5.3 hat eine zusammenhingende Gruppe G keine zugleich offenen
und abgeschlossenen Teilmengen, aufler G und @. Da jede offene Untergruppe nach dem
obigen Lemma auch abgeschlossen ist und 1 enthilt, folgt die Behauptung. O

Ubung 5.3. Es sei X ein zusammenhingender topologischer Raum. Dann sind X und @ die einzi-
gen Teilmengen von X, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Proposition 5.8. Eine zusammenhingende (Matrix-)Lie-Gruppe wird von jeder nicht-leeren
offenen Teilmenge erzeugt.

Beweis. Es sei V eine offene Teilmenge von G, und sei H die von V erzeugte Untergruppe
von G. Wegen V c H giltauch x - V c H fiir jedes x € H. Da die Multiplikation mit x von
links ein Hom&omorphismus von G auf sich ist, ist auch x - V offen. Ist also xo € V und
x € H,soistxx;!'- V eine offene Umgebung von x, die in H enthalten ist. Damit ist H offen
und stimmt somit nach Kor. 5.7 mit G tiberein. O

Bemerkung 5.9. Die differenzierbare Struktur einer Lie-Gruppe ist in den drei vorange-
henden Aussagen nicht benutzt worden. Sie gelten genauso fiir topologische Gruppen.

Korollar 5.10. Es sei G eine zusammenhdngende Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Zu
jedem A € G existieren Xy, ..., X,, € g mit

A=eX..eXm

Beweis. Sei U eine offene Umgebung von 0 in g und sei V = exp(U) wie in Satz 5.4. Nach
Prop. 5.8 erzeugt V die ganze Gruppe G. Jedes Element von V ist von der Form eX mit
X € g. Indem wir U durch U n (-U) ersetzen, erreichen wir, dass fiir eX € V mit X € U
auch (eX)™! = e=X € V gilt. Also ist jedes Element der von V erzeugten Untergruppe ein
Produkt von Elementen aus V. O

Korollar 5.11. Es seien G, H zwei Matrix-Lie-Gruppen mit Lie-Algebren g und h, und sei G
zusammenhdingend. Zwei Lie-Gruppen-Homomorphismen @, ®,: G — H stimmen genau
dann tiberein, wenn die induzierten Homomorphismen @y, ¢,: g — h iibereinstimmen.

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Fiir die Umkehrung gelte ¢; = ¢,. Sei g € G. Da G
zusammenhangend ist, gibt es X;, ..., X, € g mit g = eX1---eX». Dann gilt

Dy(g) = Oy (M) (eX) = e (X101 (Xm)
= e72(X)..e92(Xn) = @, (M) Dy (e¥m)

D,(g). O

Ubung 5.4. Es sei ®:G — H ein Homomorphismus zwischen zusammenhingenden Matrix-Lie-
Gruppen und sei ¢: g — h der induzierte Homomorphismus von Lie-Algebren. Zeige, dass @ genau
dann surjektiv ist, wenn ¢ surjektiv ist. Welche Implikationen gelten fiir Injektivitat?
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5.1. NEUE GRUPPE: SYMPLEKTISCHE GRUPPE

Definition 5.12. Es sei ] die 2n x 2n-Blockmatrix [—10,1 I ] . Die Menge
Sp,,(K) = {A € Mat, (K) | A"JA = J}.

ist eine Matrix-Lie-Gruppe, genannt die symplektische Gruppe.

Ubung 5.5. Zeige, dass Sp, (K) tatsichlich eine Matrix-Lie-Gruppe ist.

Ubung 5.6. Es sei b(x, y) = xTJy fiir x, y € K". Zeige, dass A € Mat,(K) genau dann in Sp, (K)
liegt, wenn b(x, y) = b(Ax, Ay) firalle x, y € K" gilt. Die symplektische Gruppe besteht also genau
aus den Transformationen, die die symplektische Bilinearform b erhalten.

Ubung 5.7. Zeige, dass det(A) € {1, -1} fiir alle A € Sp, (K) gilt.

Ubung 5.8. Bestimme die Lie-Algebra sp,,(K) von Sp, (K) und die Dimension von sp,, (K).

Ubung Hs.1. Eine Lie-Algebra g heifSt kommutativ, wenn [X, Y] = 0 fiir alle X, Y € g gilt.
Zeige, dass eine zusammenhingende Matrix-Lie-Gruppe genau dann kommutativ ist, wenn ihre
Lie-Algebra kommutativ ist.

Ubung Hs.2. Zeige: Die Exponentialabbildung einer zusammenhingenden kommutativen Matrix-
Lie-Gruppe ist surjektiv.



6. DIE LIE-ALGEBRA ALS TANGENTIALRAUM

Allgemeine Lie-Gruppen sind glatte Mannigfaltigkeiten mit einer glatten Gruppen-
struktur. In diesem Abschnitt wird erklart (zum Teil ohne Beweise), wie sich Lie-Algebren
und Exponentialabbildung verallgemeinern, die wir im bisher nur fiir Matrix-Lie-Gruppen
definiert haben.

6.1. MATRIX-LIE-GRUPPEN ALS LIE-GRUPPEN

Definition 6.1. Eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension k in R™ ist
eine Teilmenge M c R™ mit den folgenden Eigenschaften: Es gibt eine Menge ¢/ von of-
fenen Teilmengen von R™ mit M c UU und Diffeomorphismen oy: U — Wy auf offene
Teilmengen Wy c R™ derart, dass

ou(MnU)={weWy|wky=-=w,=0}

tir alle U e U gilt.
Ersetzt man R™ durch C™ und diffeomorph’ durch ’biholomorph; so erhilt man den
Begrift einer komplexen einbetteten Untermannigfaltigkeit.

Eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension k ist also lokal diffeo-
morph zu einem k-dimensionalen linearen Unterraum von R™.

Ubung 6.1. Zeige, dass eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit eine glatte Mannigfaltigkeit
entsprechend der Definition in Abschnitt 2 ist.

Satz 6.2. Essei G c GL,(C) eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei k = dimg(g).
Dann ist G eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension k von Mat,(C) =
R2"* und damit eine k-dimensionale Lie-Gruppe.

Beweis. Nach Satz 5.4 gibt es eine offene Umgebung U von I in GL,(C) und eine offene
Umgebung W von 0 in Mat, (C) derart, dass exp: W — U ein Diffeomorphismus ist (nach
Satz 5.3) und mit

log(UNG) =gnW.
Zu jedem A € G, betrachte die offene Umgebung U, = A - U und den Diffeomorphismus

04: B~ log(A™'B) fiir B € U,. Dann gilt 6,(Us N G) = gnW, was zeigt, dass G eine glatte
eingebettete Untermannigfaltigkeit der Dimension k ist. O

Korollar 6.3. Jeder stetige Homomorphismus zwischen Matrix-Lie-Gruppen ist glatt.

Beweis. Es sei ®: G — H stetiger Homomorphismus von Matrix-Lie-Gruppen und ¢: g —
h der induzierte Homomorphismus von Lie-Algebren. Sei wieder U eine Umgebung von
I € G wie in Satz 5.4, und fiir A € G sei Uy = A- U. Fiir B € U, gilt dann B = A - ¢los(4™'8)
und damit

O(B) = D(A)D(5A7E)) = @(A)e?los(4B)),

30
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Auf U, ist @ also eine Komposition der linearen Abbildung ¢ mit der Exponentialabbil-
dung, dem Logarithmus und der Multiplikation mit ®(A) von links. Da alle diese Abbil-
dungen glatt sind, ist ® damit glatt im Punkt A. O

6.2. DER TANGENTIALRAUM
Definition 6.4. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und sei
C*(M)={f:M - R| fist glatt}

der Ring der glatten Funktionen von M nach R (mit der punktweisen Addition und Mul-
tiplikation). Es sei p € M ein Punkt. Eine Derivation in p ist definiert als eine lineare Ab-
bildung X:C> (M) — R derart, dass fiir alle f, g € C>°(M) das folgende gilt:

(1) X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g) (Produkitregel)
(2) Falls f|y = g|u auf einer Umgebung U von p, so X(f) = X(g). (Lokalitdit)

Der Tangentialraum von M in p ist der Vektorraum T,(M) aller Derivationen in p (mit
der Addition (X +Y)(f) = X(f) + Y(f) fir X, Y € T,(M), f e C>(M)).

Diese Definition des Tangentialraums ist algebraisch sehr kompakt, aber unanschau-
lich und ohne unmittelbaren Bezug zur Geometrie. Wir fassen hier kurz die wichtigsten
Eigenschaften des Tangentialraums zusammen. Siehe etwa Hall [3] und Brocker-Jéanich [1]
fir Beweise und weitergehende Erlauterung.

(1) Essei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension k, sei p € M ein Punkt und
U c M ein Kartengebiet um p mit Karte 0: U — W c R, Die partielle Ableitung

fro () = 2 (f o0 )(o(p))

fur f € C=(M) ist eine Derivation in p. Die partiellen Ableitungen (9/0x;)(p) fiir i =
1,..., k bilden eine Basis von T, (M ). Insbesondere hat T,,(M) die Dimension k.

(2) Eine glatte Abbildung y: (-1,1) — M mit y(0) = p heifit eine glatte Kurve in M
durch p. Dann ist

X { C*(M) - R
Lf e B0,

eine Derivation in p. Auflerdem ist die Abbildung y — X, surjektiv, d.h. jede Derivation
in p ist durch eine glatte Kurve gegeben.

(3) Seinun M eine glatte Untermannigfaltigkeit von R™, p € M ein Punkt und y eine
glatte Kurve in M durch p. Fiir f € C*=(M) gilt dann’

X,(f) = O] 0= Y (0)- () (p).

Also ist die Derivation X, durch y’(0) bestimmt. In dieser Weise konnen wir T,(M) als
linearen Unterraum von R™ auffassen, naimlich

T,(M) = {X e R™ | Es gibt eine glatte Kurve y in M durch p mit y’'(0) = X}

Im Fall einer Matrix-Lie-Gruppe in Mat,(C) ist der Tangentialraum an die Einheits-
matrix damit ein R-linearer Unterraum von Mat, (C) = R2"*. Wir zeigen, dass dieser Un-
terraum genau die Lie-Algebra ist.

Tedes f € C*>°(M) ist Einschrinkung einer Funktion in C*°(R™). In diesem Sinn ist hier (Vf)(p) zu
verstehen.



32 6. DIE LIE-ALGEBRA ALS TANGENTIALRAUM

Proposition 6.5. Es sei G c GL,,(C) eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann gilt
g = T1(G).

Mit anderen Worten, genau dann liegt eine Matrix X € Mat,(C) in g, wenn es eine glatte

Kurve y in G durch I gibt derart, dass X = y'(0) gilt.

Beweis. Fiir X € g, setze y(t) = exp(tX), dann gilt y(0) = I und y’(0) = X nach Prop 3.9.
Dies zeigt g ¢ T;(M). Fir die umgekehrte Inklusion, sei y eine glatte Kurve in G durch I.
Nach Satz 5.4 gilt dann log(y(t)) € g fiir |¢| hinreichend klein. Damit liegt

dlog(y(0)| . log(y(h) -0
dt h—0 h

t=0

in g, da g abgeschlossen ist. Nun ist
_I)2 _T)3
(-1, G(B-1F

log(y(t)) = (y(t) - 1I) - B 3

Durch termweises Ableiten sehen wir, dass wegen y(0) = I alle Terme aufler dem ersten in
der Ableitung in t = 0 verschwinden. Es gilt also

dIOgg(t)) _/(0)

t=0

und damit y’(0) € g. O

6.3. DIE TANGENTIALABBILDUNG

Definition 6.6. Es seien M, N zwei glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension k bzw. ¢, sei
®: M — N eine glatte Abbildung und sei p € M ein Punkt. Die lineare Abbildung

Ty(M) — Tr(p) (N)
(DOY(P)4 {C""(N) - R
fm X(fe®)

heif3t die Tangentialabbildung von @ in p.

In Koordinaten ist die Tangentialabbildung gerade durch die Jacobi-Matrix beschrie-
ben. Genauer gilt folgendes: Es seien M, N zwei glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension
k bzw. ¢, sei ®: M — N eine glatte Abbildung und sei p € M ein Punkt. Sind 0: U - W c
RFund :V - Y c R¢ Karten in M bzw. N mit o(p) = 0, dann setze ¥ = (1o Do
071):0(@(V)nU) - 7(V). Beziiglich der Basen 5., ..., 52- € T,(M) und 5,..., 5 €

To(py(N) wird die Tangentialabbildung (D®)(p) dann durch die Jacobi-Matrix

(D¥)(0) - [iwm]

0x; i=Leik, j=l,..l
der Abbildung ¥ dargestellt.
MoU—2~VcN T, (M) 222 T (N

B !

RkDWLYCRe Rk D¥(0) R?
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6.4. DIE EXPONENTIALABBILDUNG

Im Fall einer Matrix-Lie-Gruppe G ist die Lie-Algebra g gerade dadurch charakteri-
siert, dass t — e'X fiir X € g eine Einparameter-Untergruppe von G ist. Aulerdem ist jede
Einparameter-Untergruppe von dieser Form (Satz 3.10). Dieser Zusammenhang zwischen
Lie-Algebra und Einparameter-Untergruppen ist die fiir die Lie-Thoerie entscheidende Ei-
genschaft der Exponentialabbildung.

Proposition 6.7. Es sei G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e. Zu jedem X € T,(G)
gibt es genau eine glatte Einparameter-Untergruppe yx: (R, +) - G mit y'(0) = X.

Beweis. Siehe etwa Fulton-Harris [2, §8.3]. O

Definition 6.8. Es sei G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e. Die Abbildung

| T.(G) - G
exp.{ X o yx(1)

heif3t die Exponentialabbildung von G.

Es ist unmittelbar, dass diese Definition im Fall von Matrix-Lie-Gruppen mit der alten
tibereinstimmt. Man muss nun beweisen, dass die allgemeine Exponentialabbildung glatt
ist und die iiblichen Eigenschaften besitzt.

Proposition 6.9. Es seien G und H Lie-Gruppen und sei ®: G — H ein glatter Homomor-
phismus. Die Tangentialabbildung ¢ = (D®)(e) ist gerade die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung T,(G) - T,(H) mit exp(¢(X)) = ©(exp(X)) fiir alle X € T,(G).

Beweis. Essei X € T,(G) und yy die durch X bestimmte Einparameter-Untergruppe von
G. Dann ist @ o yy eine Einparameter-Untergruppe von H mit (D o yx)’(0) = ¢(X). Also

gilt ©(exp(X)) = @(yx(1)) = (P o yx)(1) = yo(x) (1) = exp(¢(x)). 0

6.5. DIE LIE-ALGEBRA EINER LIE-GRUPPE

Es sei G eine Lie-Gruppe der Dimension n mit neutralem Element e. Wir definieren auf
dem Tangentialraum T,(G) die Struktur einer Lie-Algebra wie folgt: Fiir x € G, sei @,: G —
G die glatte Abbildung y — xyx~! und sei Ad,: T,(G) - T.(G) die Tangentialabbildung
von @, in e. Fiir jedes x € G ist Ad, invertierbar mit (Ad,)™! = Ad,-1. Wir erhalten also
einen Homomorphismus Ad: G — GL(T,(G)). Dieser ist wiederum glatt. Der Tangential-
raum von GL(T,(G)) an id, ist End(T.(G)) (so wie Mat, (C) der Tangentialraum an I in
GL,(C) ist). Wir erhalten also zu Ad wiederum eine Tangentialabbildung

ad:g — End(T.(G)).
Proposition 6.10. Der Tangentialraum T,(G) wird mit der Lie-Klammer
[X, Y] = adx(Y)

zu einer Lie-Algebra, genannt die Lie-Algebra von G.
Ist ©: G — H ein glatter Homomorphismus, so ist die Tangentialabbildung (D®)(e): T,(G) —
T.(H) ein Homomorphismus von Lie-Algebren.

Beweis. Siehe Varadarajan [6, §2.3]. O

Im Fall von Matrix-Lie-Gruppen haben wir wieder nichts Neues definiert:
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Proposition 6.11. Es seien G und H Matrix-Lie-Gruppen mit Lie-Algebren g bzw. h und
sei @:G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann ist der durch ® nach Satz 4.11
induzierte Homomorphismus von Lie-Algebren gerade die Tangentialabbildung (D®)(I).

Beweis. Das folgt aus Prop. 6.9, da der induzierte Homomorphismus ¢:g — h nach Satz
4.11 durch die Eigenschaft ®(exp(X)) = exp(¢(X)) fiir alle X € g bestimmt ist. O

Damit sehen wir nun auch, dass die neue und die alte Definition der Lie-Klammer fiir
Matrix-Lie-Gruppen tibereinstimmen. Denn Ad ist in diesem Fall gerade durch Ad(A): X —
AXA™ fur A € G, X € g gegeben und stimmt damit mit der Definition von Ad in 4.15
tiberein. Nach Prop. 4.17 ist ad fiir Matrix-Lie-Gruppen gerade der durch Ad bestimm-
te Homomorphismus von Lie-Algebren und damit deren Tangentialabbildung. Dies zeigt
auch die explizite Rechnung im Beweis von Prop. 4.17: Sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra g = T;(G) und seien X, Y € g. Dann gilt

ad(X)(Y) = T (ad(e)(¥))| = & (eXver)

t=0

t=0

=XY-YX.

6.6. KOMPLEXE LIE-GRUPPEN

Eine Matrix-Lie-Gruppe, die eine komplexe eingebettete Untermannigfaltigkeit von
Mat,, (C) ist, bezeichnen wir als komplexe Matrix-Lie-Gruppe. Sie ist dann eine komplexe
Lie-Gruppe entsprechend der Definition in Abschnitt 2.

Proposition 6.12. Genau dann ist eine Matrix-Lie-Gruppe G c GL,,(C) komplex, wenn ihre
Lie-Algebra g c gl,(C) ein C-linearer Unterraum von gl,(C) ist, also genau dann, wenn
iX eg fiiralle X € g gilt.

Beweisskizze. Der Tangentialraum einer komplexen eingebetteten Untermannigfaltigkeit
ist ein C-linearer Unterraum. Dazu geht man analog zum reellen Fall vor und betrachtet
C-lineare Derivationen®. Ist umgekehrt die Lie-Algebra ein C-linearer Unterraum, so ver-
wendet man, dass die Matrix-Exponentialfunktion lokal biholomorph ist, um zu zeigen,
dass G eine komplexe eingebettete Untermannigfaltigkeit ist. O

Beispiel 6.13. Die unitire Gruppe U, ist als Untergruppe von GL,(C) definiert. Sie ist
jedoch keine komplexe Lie-Gruppe. Wir haben schon gesehen, dass U; = S§! ungerade reelle
Dimension hat und deshalb keine komplexe Mannigfaltigkeit sein kann. Mit Prop. 6.12
sehen wir jetzt einen prézisen Grund fiir alle n: Die Lie-Algebra

u, = {X e Mat,(C) | X' =-X}
ist kein C-linearer Unterraum. Denn es gilt z.B. i - I, e g, aber i - (i-I,) = -1, ¢ g.
Ubung 6.2. Zeige, dass SL, (C) und SO,,(C) komplexe Matrix-Lie-Gruppen sind.

Ubung 6.3. Bestimme die Dimension der Lie-Gruppen SL, (K), SO, (K), U, und SU,, iiber die
Dimension ihrer Lie-Algebren.

*Nicht jede in einer Umgebung eines Punktes definierte holomorphe Funktion setzt sich zu einer holo-
morphen Funktion auf der ganzen Mannigfaltigkeit fort. Daher muss man die Definition der Derivationen
geeignet modifizieren.
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Wir wissen, dass jeder Homomorphimus ®: G — H von Lie-Gruppen einen Homo-
morphismus ¢: g — h der zugehorigen Lie-Algebren bestimmt, der durch die Eigenschaft

D(eX) = e?(X)

tir alle X € g eindeutig festgelegt ist. (Wir wissen nun auch, dass dieses ¢ geometrisch
gerade die Tangentialabbildung von © ist.)

G2

H
exp [ ] exp
h

A

Um die Korrespondenz zwischen Lie-Gruppen und Lie-Algebren zu vervollstindigen, hitte
man gern auch die umgekehrte Richtung: Also gegeben Lie-Gruppen G, H mit Lie-Algebren
g bzw. h und gegeben ein Lie-Algebren-Homomorphismus ¢: g — h, dann hétte man gern
einen Lie-Gruppen-Homomorphismus ®: G - H mit ®(exp(X)) = exp(¢(X)) fur X € g.

Im allgemeinen ist das leider nicht méglich. Die gewiinschte Eigenschaft mit dem Ex-
ponential fithrt aber zu einem Ansatz. In einer kleinen Umgebung U von 1 in G ist die
Exponentialabbildung bijektiv mit Umkehrabbildung log. Dort muss also

D (x) = e?los(x))

gelten. Diese Gleichung kann man auf U als Definition von @ hernehmen. Um daraus
tatsdchlich einen Homomorphismus zu basteln, muss man zwei Probleme l6sen:

(1) Essoll ®(xy) = D(x)D(y) fiir alle x, y € U gelten.

(2) Falls (1) gilt, soll der lokale Homomorphismus @ von U auf G fortgesetzt werden.

Wir beschiftigen uns in diesem Abschnitt zundchst mit dem ersten Problem. Die Schwie-

rigkeit besteht offenbar wieder einmal darin, dass eXeX = eX*¥ im allgemeinen nicht zu
gelten braucht, wenn X und Y nicht vertauschen. Mit anderen Worten, im allgemeinen
istlog(eXe¥) # X + Y. Der genaue Unterschied zwischen der linken und der rechten Seite
wird durch einen der zentralen Sitze iiber die Exponentialabbildung beschrieben, die soge-
nannte Baker-Campbell-Hausdorft-Formel. Wir beschranken die Aussagen und vor allem
die Beweise auf den Fall von Matrix-Lie-Gruppen. Sie gelten aber auch im allgemeinen.

Definition 7.1. Es seien X, Y € Mat,,(C) mit | X||, | Y] < 3log(2 - %) Wir definieren
X * Y =log(e*e").
Ubung 7.1. Zeige: Aus | X, | Y| < 1log(2 - 4) folgt ||eXe¥ — 1| < L.

Die Baker-Campbell-Hausdorft-Formel (BCH-Formel) ist eine explizite Reihendar-
stellung von X * Y. Die ersten Terme sehen so aus:

1 1 1
(7.2) X*Y=X+Y+ E[X’ Y]+ E[X’ [X,Y]] - E[Y’ [X, Y]]+

35
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Die Piinktchen sollen nicht suggerieren, dass man den Rest der Reihenentwicklung leicht
raten konnte. Es handelt sich aber um weitere Ausdriicke von ineinander geschachtelten
Kommutatoren. Wie diese Darstellung genau aussieht, ist dabei im Grunde weniger wichtig
als die Tatsache, dass sie existiert. Die sinngemafle Aussage der BCH-Formel ist also:

Es gibt eine Reihenentwicklung von X * Y, in der jeder Term rekursiv aus Kommutatoren
in X und Y gebildet ist.

Es ist technisch bequemer, statt mit einer Reihenentwicklung mit einer Integraldarstel-
lung zu arbeiten, die wir nun angeben. Erinnerung: Fiir X € Mat, (C) bezeichnet ady die
lineare Abbildung Y ~ [X, Y].

Satz 7.3 (Integralform der Baker-Campbell-Hausdorft-Formel).
Es seien X, Y € Mat,,(C) mit | X|, | Y| < 5 log(2 - ?) Dann gilt
1
X+Y=X+ f r(e*xe! ) (Y)dt
0

wobei

r(z) = Zlogz kzo( 1)( E firlz—1] <1,

Dabei wird ady: Mat,(C) - Mat,(C) als lineare Abbildung (nach Wahl einer Basis also
als n? x n?-Matrix) aufgefasst. In diesem Sinn ist exp(ady) = Y., (ai’j) zu verstehen.

Den Beweis verschieben wir auf spéter (Abschnitt 9). Zunéichst die wichtigste Folgerung:

Proposition 7.4. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei ¢:g — gl,(C)

ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Dann gibt es eine Umgebung V von 0 in g mit
X+Yeg und P(X*Y)=09(X)x*p(Y)

fiiralle X,Y e V.

Beweis. Seien X,Y € g mit |X||,| Y] < 3log(2 - %) Da ady(g) c g fir alle Z € g gilt,
ist auch r(exp(ady)exp(tady))(Y) € g. Aus Satz 7.3 folgt damit X * Y € g. Es bleibt
P(X *Y) = ¢(X)*¢(Y) zu zeigen. Das sieht man wie folgt: Da ¢ ein Homomorphismus
von Lie-Algebren ist, gilt o[ X, Y] = [@(X), ¢(Y)]. In ad-Schreibweise bedeutet dies

¢(ady (X)) = ady(r)(¢(X))
und damit induktiv
¢((ady)"(X)) = (ady(x))" (9(X)).
Da das Integral linear ist und {iber eine Reihe in solchen Ausdriicken lduft, sieht man, dass
¢ sich durch den ganzen Ausdruck durchzieht. Genauer gilt

o/ (X)) - iot—m'go((ady)m(X))

> —(adl )" (9(X))

m=0 M

' (9(X)).

Analog sieht man
gD(eadxetady()/)) ead¢(X)etad¢(Y)((/)(Y)).
Die Funktion r ist analytisch auf {z € C| |z—1| < 1} und hat deshalb eine Reihenentwicklung

(@)= an(z—1)"

m=0
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fur gewisse a,, € C (siehe unten). Sind | X| und | Y| hinreichend klein, damit die BCH-
Formel auf X, Y und ¢(X), ¢(Y') angewendet werden kann, so erhalten wir wie gewiinscht

o0 ¥) = 9(0)+ [ 3 apgl(ee™r— 1) (1))

=p()+ [ 3 an(eoenethon - 1y (p(¥) )t
0 m=0
= ¢(X) * o(Y). [
Damit erreichen wir das Ziel fiir diesen Abschnitt.

Korollar 7.5. Es seien G und H Matrix-Lie-Gruppen mit Lie-Algebren g und h und sei ¢: g —
h ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Sei U’ eine offene Umgebung von I in G und sei
®: U’ - H eine Abbildung mit

D (eX) = e
fiir alle X € g mit eX € U'. Dann gibt es eine Ungebung U c U’ von I in G derart, dass ®
auf U stetig ist und
®O(AB) = D(A) - O(B)
fiir alle A, B € U gilt.
Beweis. Es sei V eine Umgebung von 0 in g wie in Prop. 7.4 mit V ¢ U’ und so klein, dass
exp: V — U mit U = exp(V) bijektiv ist. Es gilt dann ®(A) = exp(¢(log(A)) fiir A € U,
so dass @ auf U stetig ist. Seien A,B € U, etwa A = eX, B=e¥ mit X, Y € g. Dann gilt
®(AB) = D(e¥e¥) = e?(X*Y) — o9(X)+o(Y)
= e?M (V) = @ (X)D(e")
O(A)D(B). O

Wir diskutieren noch kurz die Herleitung der ersten Terme der Reihenentwicklung
von X * Y in Gleichung 7.2. Dazu bestimmen wir einfach ausreichend viele Terme der
beteiligten Reihen und rechnen alles aus. Zunichst tiberlegt man sich, dass

Hz) = Zl"gz Z O™ S+ 2D (-1

“m(m+1)

Ferner ist

2 2 2
etdxetady _ 1= (I+ ady +@ + ---)(I+ tady +@ + ) -1

(adx)2 + t2(ady)2 +
2 2

=adyx +tady +tadyxady +

Durch Einsetzen sehen wir

(adx)2 + tz(ady)z
4 4
1

- g((adx)z + tz(ady)z + tadX ady +tady adx)

1 t t
r(eadxetady) :I + E adX +§ adY +§ adX ady +

+ Terme hoherer Ordnung in ¢.
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Damit gilt

1
X*xY=X+ [ r(e®xetdr)(Y)dt
0

X+ /01(Y+ ST+ [ Y]] - <[ [X, Y]] - £ [V, [ Y]]+ ---)dt

S XiYs %[x, Y]+ é[x, (X, Y]] - é foltdt[Y, (X, Y]] +--
1 1 1
=X+Y+ E[X’ Y]+ E[X’ [X,Y]] - E[Y’ [X, Y]]+

Ubung H7.1. Betrachte die Abbildung adx:gl,(C) — gl,(C), adx(Y) = [X, Y].
Zeige: Falls X diagonalisierbar ist, so ist auch adx diagonalisierbar.

Ubung H7.2. Fiir kommutierende Matrizen X, Y € Mat,(C) gilt X * Y = X + Y.
Verifiziere direkt, dass auch die rechte Seite der Baker-Campbell-Hausdorft-Formel in Satz 7.3 in
diesem Fall gleich X + Y ist, fiir | X, | Y| hinreichend klein.
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Es seien G und H zwei Lie-Gruppen mit zugehorigen Lie-Algebren g und h und sei
¢:g — h ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Wir gehen weiter der Frage nach, ob
¢ durch einen Homomorphismus ®: G — H von Lie-Gruppen induziert ist. Im vorigen
Abschnitt wurde gezeigt, dass ein solches ® zumindest lokal in einer Umgebung der Eins
konstruiert werden kann (Kor. 7.5). Als ndchstes wird gezeigt, dass ein lokaler Homomor-
phimus auf ganz G fortgesetzt werden kann, falls G einfach zusammenhéngend ist.

Zur Erinnerung (Abschnitt 2.4): Ein topologischer Raum X heif3t einfach zusammen-
hingend, wenn seine Fundamentalgruppe trivial ist. Per Definition bedeutet dies, dass X
zusammenhidngend ist und alle geschlossenen Wege in X homotopiedquivalent zu einem
Punkt sind. Tatsdchlich sind in diesem Fall je zwei Wege mit gleichen Anfangs- und End-
punkten (also zwei stetige Wege ¢, y:[0,1] - X in X mit ¢(0) = y(0) und ¢(1) = y(1))
homotopiedquivalent (vgl. Def. 2.23).

Satz 8.1. Es seien G und H Lie-Gruppen und sei G einfach zusammenhdngend. Sei U eine of-
fene Umgebung der Eins in G und ®: U — H eine stetige Abbildung mit ®(xy) = ®(x)D(y)
fiir alle x, y € U. Dann setzt O eindeutig zu einem Homomorphismus ®:G — H von Lie-
Gruppen fort.

Beweisskizze. Sei x € G und sei e € G das neutrale Element. Da G zusammenhéngend ist,
gibt es einen stetigen Weg x(t):[0,1] - G, mit x(0) = e und x(1) = x. Ferner gibt es eine
Unterteilung 0 = #( < #; < --- < ty_; < tx = 1 von [0, 1] derart, dass

() x(s)x(r)leU falls f,<r<s<t,
furallei=1,..., k gilt (siche Aufgabe H8.1). Wegen x(t;) = x gilt
x = (e(ti)x (ter) ™) (x(teen) 2 (tx-2) ™) (x(82)x (1) ) x (1)

und jeder Faktor liegt in U. Wir definieren also
(82)  O(x) = D(x(t) (1) )Pt )x (b 2) ) D(x(8)x(1) ) D(x(1)).

Wir miissen nun zeigen, dass die Definition von @ (x) nicht von der Wahl des Weges x(t)
sowie von der Unterteilung t, ..., t; von [0, 1] abhingt.

Unabhdngigkeit von der Wahl der Unterteilung. Beachte zundchst, dass jede Verfeine-
rung einer Unterteilung mit der Eigenschaft (+) wieder die Eigenschaft () besitzt. Da ®
auf U multiplikativ ist, gilt

D (x(:)x(r) P (x(r)x(ti) ™)) = P(x(ti)x(tis) ™)
fur alle r € [¢;_y, t;]. Daraus folgt, dass sich die Definition von @ nicht dndert, wenn wir die
Unterteilung durch Einfiigen von r zwischen t;_; und ¢; verfeinern. Da je zwei Untertei-
lungen eine gemeinsame Verfeinerung besitzen (nidmlich ihre Vereinigung), folgt daraus
bereits die Unabhangigkeit von der Wahl der Unterteilung.
Unabhdngigkeit von der Wahl des Weges. Es seien x, und x; zwei stetige Wege in G mit
%0(0) = x,(0) = e und x4(1) = x;(1) = x. Da G einfach zusammenhingend ist, sind x, und
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x; homotope Wege, d.h. es gibt eine stetige Abbildung X:[0,1] x [0,1] - G mit
xo(t) = X(0,t) und x(t)=X(11) fur alle t € [0,1],

wobei die Endpunkte festbleiben, d.h. X(s,0) = e und X(s,1) = x fiir alle s € [0,1]
(vgl. Def. 2.23). Wir werden die Homotopie von x, nach x; geeignet an die Umgebung
U anpassen, auf der ® multiplikativ ist.

Da [0,1]? kompakt ist, gibt es eine natiirliche Zahl N mit X (s, t) X(s’, #')~! € U, sobald
|s —s’| <2/N und |t — #/| < 2/N. Wir definieren Wege y;, :[0,1] = G wie folgt:

X((k+1)/N,t)  fir te[0,(6-1)/N]
yre(t) =1 X((k+€)/N-t,1) firte[(€-1)/N,e/N]
X(k/N, 1) fiir t € [¢/N,1]

firk = 0,...,N—-1und ¢ = 0,...,N. Fiur ¢ = 0 sind die ersten beiden Intervalle leer
bzw. liegen auflerhalb von [0, 1] und es kommt nur die dritte Bedingung zum Tragen. Da-
mit ist yx o(¢) = X(k/N, t) und insbesondere yg ¢ = xo.

Wir wollen nun zeigen, dass ®(x) berechnet wie in (8.2) entlang yj , dasselbe ergibt
wie entlang yy .. Wir haben schon gezeigt, dass die Unterteilung keine Rolle spielt. Wir
wihlen entlang beider Wege die Unterteilung

1 2 -1 ¢+1 N -1
NN NN N
Diese Unterteilung besitzt nach Wahl von N die Eigenschaft (). Da sich yx, und yi o4
in diesen Punkten nicht unterscheiden, ergibt (8.2) fiir beide dasselbe. Analog zeigt man,
dass sich von yi n zu yi.10 nichts dndert. So gelangt man induktiv von xy zu yy_;y und
schliellich von yy_; n zu x;.

0

)

Es bleibt zu zeigen, dass ® ein Homomorphismus ist. Seien x, y € G, dann miissen wir
O(xy) = O(x)D(y) zeigen. Seien dazu x(t), y(t) stetige Wege in G mit x(0) = y(0) =e,
x(1) = x und y(1) = y. Betrachte den Weg z gegeben durch z(t) = x(2t) fiir 0 < t < 5 und
z(t) = x- y(2t —1) fiir ; < t < 1. (D.h. also, z lduft von e nach xy iiber x.) Es sei t, ...,
eine Unterteilung mit der Eigenschaft (*) fiir x(¢) und so, ..., s, eine entsprechende Un-
terteilung fiir y(¢). Dann ist

to tr 1+5s 1+s,

3 e e ey > e ooy

2 2 2 2

eine Unterteilung mit der Eigenschaft (+) fiir z(¢). Nun berechnet man ®(xy) entlang
z(t) gemif (8.2) und erhilt ®(xy) = O(x)D(y).

Da G zusammenhingend ist, wird G von U erzeugt. (Dies haben wir in Kor. 5.10 ge-
zeigt; es folgt auch erneut aus Aufgabe H8.1). Deshalb ist ® eindeutig bestimmt. Nach Kon-
struktion ist @ stetig auf G und damit ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. O

Korollar 8.3. Es seien G und H Lie-Gruppen mit Lie-Algebren g bzw. h und sei ¢:g — h ein
Homomorphismus von Lie-Algebren. Falls G einfach zusammenhdngend ist, so gibt es einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus ®: G — H von Lie-Gruppen, der ¢ induziert, also
O (exp(X)) = exp(9(X)) fiir alle X € g erfiillt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur im Fall von Matrix-Lie-Gruppen. Es sei U’ eine
Umgebung von I € G derart, dass exp:exp™'(U’) n g — U’ bijektiv ist. Wir definieren

®(A) = exp(¢(log(A)))
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fir A € U’. Nach Kor. 7.5 existiert eine ggf. kleinere Umgebung U c U’, auf der ® multipli-
kativ ist. Dann zeigt der vorangehende Satz, dass ® eindeutig zu einem Homomorphismus
®: G — H fortsetzt. Da @ = exp o¢ o log auf U gilt, folgt

d d
Zd(etX -
)| T

t=0

e!9(X)

= ¢(X)

t=0

fiir alle X € g. Also ist ¢ der durch ® induzierte Homomorphismus von Lie-Algebren und
hat damit die Eigenschaft ®(eX) = e#() fiir alle X € g. Da die Exponentialabbildung auf
U bijektiv ist, ist ® auf U’ eindeutig bestimmt und damit insgesamt eindeutig. O

Korollar 8.4. Es seien G und H einfach zusammenhdngende Lie-Gruppen mit Lie-Algebren
g und h. Falls g und h isomorph sind, so auch G und H.

Beweis. Sei ¢:g — h ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Nach dem vorigen Korollar
gibt es Homomorphismen ®:G — H bzw. ¥: H — G die ¢ bzw. ¢! induzieren. Dann
induziert @ o ¥ den Lie-Algebren-Homomorphismus ¢ o ¢! = id,. Aus der Eindeutigkeit
in Kor. 8.3 folgt ® o ¥ = idg, analog ® o ¥ = idy. O

Zuniéchst ist Satz 8.3 nur fiir einfach zusammenhingende Lie-Gruppen von Nutzen. Aller-
dings gehort zu jeder Lie-Gruppe eine einfach zusammenhéngende Gruppe mit derselben
Lie-Algebra.

Satz 8.5. Es sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe. Dann gibt es eine einfach zusam-
menhiingende Lie-Gruppe G zusammen mit einem Homomorphismus ®:G — G derart, dass
der induzierte Homomorphismus ¢:g — g von Lie-Algebren ein Isomorphismus ist. O

Definition 8.6. Die Gruppe G heift die universelle Uberlagerung von G.

Die universelle Uberlagerung ist eindeutig bis auf Isomorphie (Aufgabe H8.2). Wir
werden spiter auf den obigen Satz zuriickkommen und auch den Beweis skizzieren (Satz
9.9). Ein wesentlicher Punkt ist dabei, dass die universelle Uberlagerung einer Matrix-Lie-
Gruppe nicht unbedingt eine Matrix-Lie-Gruppe sein muss.

Beispiel 8.7. Die Gruppe S' = {z € C* | |z| = 1} ist nicht einfach zusammenhingend (denn
ihre Fundamentalgruppe ist isomorph zu Z; vgl. Beispiel 2.26). Ihre universelle Uberla-
gerung ist gerade ®: (R, +) — S, t = e?™’. (Die Lie-Algebra beider Gruppen ist einfach
R mit der trivialen Lie-Klammer und der induzierte Homomorphismus ¢ ist nicht null,
damit ein Isomorphismus).

Ubung H8.1. Es sei G eine Lie-Gruppe mit neutralem Element e, U eine offene Umgebung von e
in G und x: [0,1] - G ein stetiger Weg in G mit x(0) = e. Zeige: Esgibt k > lund 0 =ty < 1 < -+- <
ty_1 < ty = 1derart, dass x(s)x(r) ' e Ufiiralle t; ; <r<s < t;undallei =1,..., k gilt.

Ubung H8.2. Sei G zusammenhiingende Lie-Gruppe mit universeller Uberlagerung ®: G — G.

(a) Zeige, dass @ surjektiv ist.
(b) Zeige: Ist ®": G’ - G eine universelle Uberlagerung von G, so gibt es einen Isomorphismus
¥:G > G mit®=0" 0.



9. DIE BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-FORMEL UND
UBERLAGERUNGEN VON LIE-GRUPPEN

Wir schlieflen an die vorhergehenden beiden Abschnitte an und beweisen zunachst die
Baker-Campbell-Hausdorft-Formel. Eine ihre Konsequenzen ist die Existenz eines lokalen
Homomorphismus von Lie-Gruppen zu gegebenem Homomorphismus von Lie-Algebren
(Kor. 7.5). Dieses Resultat haben wir benutzt, um die vollstindige Korrespondenz zwischen
Lie-Gruppen- und Lie-Algebren-Homomorphismen im Fall einfach zusammenhéngender
Gruppen herzustellen (Kor. 8.3). In diesem Zusammenhang diskutieren wir nun die Uber-
lagerungstheorie fiir Lie-Gruppen.

9.1. BEWEIS DER BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-FORMEL
Ziel ist der Beweis der Integralform der BCH-Formel (Satz 7.3).

Satz (Integralform der Baker-Campbell-Hausdorft-Formel).
Es seien X, Y € Mat,,(C) - \/75) Dann gilt

log(e*e¥) = X + v/;lr(eadxetady)(Y)dt
mit r(z) = (zlogz)(z-1)

Zunichst bekommt die ganze Funktion r(z) im Integrand noch ein Gegenstiick:

Lemma 9.1. Betrachte die Funktionen

1 = (-1)k
(z)— z ng zZ 1) (z— )* firlz-1]<1,
- k=0
1l & l)k 5
s(z)= . I; k+1)' fiirz € C.

Es gilt
r(e*)s(X) =1 fiir X e Mat,(C) mit | X| < log(2).

Beweis. Ist z € C mit |z| < log(2), so folgt |e* — 1| < 1 und damit log(e?) = z, also

e’z l-e? e*(l-e7?)
2 = : = =1
r(e?)s(z) ee-1 z e?(1-e?)
Ist nun X € Mat,(C) mit | X| < log(2), so folgt ebenso | eX — I| < 1 (nach Ubung 3.4), so
dass r(eX) und s(X) wohldefiniert sind und r(e*X)s(X) = I folgt. O

Desweiteren brauchen wir eine Formel fiir das Differential der Exponentialfunktion.
Dazu berechnen wir die Ableitung entlang einer beliebigen glatten Kurve in Mat, (C).

Proposition 9.2. Es sei y:R - Mat,,(C) eine glatte Kurve. Dann gilt

d Id —e 20 / /
PTA (me <r>>) - 0 (ady ) (¥ (1))
Y

mit s wie in Lemma 9.1.
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Beweis. Betrachte die Funktion I': R? - Mat,(C) gegeben durch

d
T(t,u) = e () 2 gur(D),
(t,u)=e €

Wir berechnen

0 d d
—T(t,u) =- —uy(t) 22 puy(t) 4 pmuy(t) 22 uy(t)
o, L () = —y()e e 4+ e (y()e)

d d
= (D) e L gy —uy(t).( (£ et () 4 uym)
Y(£)e 700 g0 4 o1 (31 (1)) (1) S e

_ e—uy(t)y/(t)eu)’(t) = Ade_uy(t)(yl(t)) = e—uady(t)(y/(t))

und damit

1
e—y(t)iey(t) =T(t,1) = T(t,0) +(/ e—uadymdu)(y'(t))-
dt N—— 0

=0

Nun bestimmen wir das Integral. Fiir alle X € Mat,, (C) gilt

fole—uadxdu:/ Z( ad.x kdu—Z( ady ) f —du

(—1)
- ,;) (k=) ad, = s(ady).

Einsetzen ergibt die Behauptung. O

Beweis der BCH-Formel. Wir geben den Beweis hier erst einmal ohne diverse Abschétzun-
gen, die an verschiedenen Stellen zeigen, dass alles wohldefiniert ist. Die entsprechenden
Rechnungen finden sich im Anschluss (9.3).
Es sei y(t) = log(eXe!"). Man muss zeigen, dass eXe!Y fiir t € (-1,1) tatsdchlich im Defi-
nitionsbereich des Logarithmus liegt (9.3). Es gelten y(0) = log(e*) = X und log(eXe?) =
y(1) =9(0) + /01 y'(t)dt. Wir bestimmen y’(¢). Einerseits gilt
d d

ae”(t) = Eexe” =eXe!Vy = 2y,
Andererseits konnen wir auch Prop. 9.2 anwenden und erhalten

d :

ﬁey(t) = W s(ady () (' (1))
Ein Vergleich zeigt

s(ady)(y'(1)) = Y.

Nun zeigt man, dass || ad(y(t))] < log(2) gilt (9.3) und damit r(e*%®)-s(ad,(s)) = idmar, (c)
nach Lemma 9.1. (Beachte, dass das Lemma hier auf Matrizen der Gréfe n? bzw. Endor-
morphismen von Mat, (C) angewandt wird.) Damit erhalten wir insgesamt

y'(t) = r(e0)s(ady(r)) (' (1)) = r(e*v0)(Y)
= 1(Adexp(y(1)) (Y) = 1(Adexp () exp(1) ) (V)
= 7(Adexp(x) Adexp(er) ) (Y) = r(e*¥xe)(Y). 0
Rechnung 9.3. Zu den Abschitzungen: Es sei ¢ > 0 und gelte | X||, | Y| < e. Dann folgt
le¥e™] = [[(e* ~D)(e" = I)+ (e* 1) + (e - I)]
<le = TIffe" = I+ fe* — I+ [e" -]
<(ef-1)2+2(ef-1)=e* -1
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Fiir € < log(+/2) = 1log(2) und t € (-1,1) folgt insbesondere
|eXe —1I| < el°8? —1=1.

Also liegt eXe!Y im Definitionsbereich des Logarithmus. Setze a(t) = eXe'Y, dann gilt
o t) I)|x (- 1)"
(0] = og(a(e)] < 32 LI -5 = cfato) - 1)

=—10g(1—||0¢(t)—IH)<—10g(1—( - ))=—10g(2—€ )-
Fl‘irs=%(2—§)<lngzzlog\/ifiihrtdiesauf

17001 < -log(2- ) =g 2] ~1ou(V2).

Um | ad, ) | <log(2) zu zeigen, bemerke zunéchst | XY - YX| < 2| X||| Y| firalle X, Y €
Mat, (C) aus der Dreiecksungleichung. Daraus folgt || adx | < 2||X|| fiir alle X € Mat,,(C).
Mit der obigen Abschitzung fiir ||y(t)| ergibt sich

[ady (o | <2y(1)] < 2log(V2) = log(2).
Damit ist alles gezeigt. O

Wenn man die Expansion des Integrals wie am Ende von Abschnitt 7 allgemein durch-
tithrt, erhilt man die folgende liebliche Reihendarstellung, die wir aber nicht verwenden.

Korollar 9.4 (Reihenform der Baker-Campbell-Hausdorft-Formel).
Es seien X, Y € Mat,,(C) mit | X|, | Y| < 1log(2 - %E) Dann gilt

—1)k (adX)Pl(ady)ql---(adX)Pk(ady)CIk(adX)m
1 e¥)=X (
og(e™e’) = +k;0 (k+1)(q1+-+qx+1) g1l prlgi!m!

pi+qi>0

(Y).

Beweis. Siehe Hilgert-Neeb [5, Prop. 3.4.5]. O
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9.2. UBERLAGERUNGEN

Im Zusammenhang mit Kor. 8.3 hatten wir im vorigen Abschnitt bereits eine Definition
(8.6) der universellen Uberlagerung einer Lie-Gruppe gegeben. Diese werden wir jetzt mit
der allgemeineren topologischen Definition in Einklang bringen.

Definition 9.5. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Uberlagerung von X ist topologi-
scher Raum C mit einer stetigen Surjektion p: C — X mit der folgenden Eigenschatft:
Zujedem Punkt x € X existiert eine offene Umgebung U von x in X derart, dass p~!(U) die
disjunkte Vereinigung von offenen Teilmengen von C ist, die alle durch p homéomorph
auf U abgebildet werden. Die Uberlagerung p: C — X heifit universell, wenn C einfach
zusammenhidngend ist.

Beispiele 9.6.
(1) Die Abbildung p:R — S' = {z € C||z] = 1}, t — " ist eine Uberlagerung.
Ist zB. x = 1 € S, so betrachte die Umgebung U = {x € S'|Re(x) > 0}. Es gilt
p(U) = Useaz((a-3)m, (a+1)m), und eingeschrinkt auf jedes dieser Intervalle
ist p ein Homéomorphismus.
(2) Allgemeiner ist die Surjektion p:R” — T" = §! x .- x S! mit Kern Z" (vgl. §2.3) die
universelle Uberlagerung des n-dimensionalen Torus.

Proposition 9.7. Es sei ®:G — H ein Homomorphismus von zusammenhdngenden Lie-
Gruppen. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Die stetige Abbildung @ ist eine Uberlagerung.

(2) Die Abbildung O ist ein lokaler Isomorphismus, d.h. es gibt eine Umgebung U der
Eins in G derart, dass ®: U - ®(U) ein Homdéomorphismus ist.

(3) Der induzierte Homomorphismus ¢: g — h zwischen den Lie-Algebren von G und
H ist ein Isomorphismus.

(4) © ist surjektiv und ker(®) ist eine diskrete Untergruppe von G.

Beweisskizze. (1) == (2) ist klar aus der Definition einer Uberlagerung.

(2) = (3). Da ® ein Homomorphismus von Lie-Gruppen ist und lokal ein Homéomor-
phismus, ist @ lokal ein Diffeomorphismus. (Dieser Punkt ist aus den uns bekannten Re-
sultaten leider nicht ganz klar.) Damit ist die Tangentialabbildung in Eins ein Isomorphis-
mus. Diese ist gerade der induzierte Homomorphismus von Lie-Algebren (Prop. 6.10).

(3) = (4). Nach Kor. 7.5 gibt es eine Umgebung U des neutralen Elements e in H, auf
der ® eine inverse (sogar multiplikative) stetige Abbildung besitzt. Insbesondere ist ® auf
U eine offene Abbildung und damit ®(U) offen in H. Da H zusammenhingend ist, folgt
daraus ®(G) = H nach Prop. 5.8. Auflerdem ist @ auf U injektiv, also gilt Unker(®) = {e}.
Fiir jedes x € ker(®) ist dann xU eine Umgebung von x in G mit xUnker(®) = {x}. Also
ist ker(®) eine diskrete Untergruppe.

(4) = (1). Es sei U eine offene Umgebung von e mit U N ker(®) = {e}. Dann wird U
isomorph auf V = ®(U) abgebildet. Fiir y € H gilt dann @~ (V) = Uy eker(o) Xy V).
Wegen Unker(®) = {e} ist diese Vereinigung disjunkt. Also ist ® eine Uberlagerung. [
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Satz 9.8. Es sei X eine zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeit'.

(1) Es gibt eine universelle Uberlagerung p: X — X. (Existenz)

(2) Sei Z eine einfach zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeit und f: Z — X
eine stetige Abbildung. Sei z € Z und sei y € X - mit p(y) = f(2). Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte stetige Abbildung f:Z — X mit f = po f und f(z) = y.

(Die Abbildung f wird ein Lift von f genannt.) (Liftungseigenschaft)

(3) Ist g:C — X eine universelle Uberlagerung von X, so gibt es einen Homéomorphis-

mus f: X > Cmitp=qo f. (Eindeutigkeit)

Beweis. Siehe z.B. Hatcher [4, §1.3]. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun zeigen, dass jede zusammenhdngende Lie-
Gruppe eine universelle Uberlagerung als Lie-Gruppe besitzt. (Dies haben wir schon in
Satz 8.5 formuliert).

Satz 9.9. Es sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe. Dann gibt es eine einfach zusam-
menhdingende Lie-Gruppe G zusammen mit einem Homomorphismus ®: G — G derart, dass
der induzierte Homomorphismus ¢:g — g von Lie-Algebren ein Isomorphismus ist.

Beweisskizze. Nach dem vorangehenden Satz existiert die universelle Uberlagerung p: G —
G als topologischer Raum. Auf diesem Raum definieren wir die Gruppenstruktur wie folgt:
Betrachte die Abbildung u: G x G — G definiert durch u(x, y) = p(x)p(y). Sei e € G das
neutrale Element und wihle ey € G mit p(ey) = e. Dann gibt es nach der Liftungseigen-
schaft eine eindeutig bestimmte Abbildung 7:G x G — G mit p(u(x,y)) = p(x)p(y)
und 7(ep, e9) = €. Analog gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung 7G — G mit
p(1(x)) = p(x) ™ und T(ey) - .

Behaupte, dass G durch die Verkniipfung p zu einer Gruppe mit neutralem Element
eo wird, wobei 7(x) das Inverse zu x ist. Wir zeigen exemplarisch, dass g(x,7(x)) = e
fir alle x € égilt Per Definition gilt p(¢(x,1(x))) = p(x) - p(i(x)) = p(x) - p(x)~' =
e. Also ist G - G, x ~ Ji(x,7(x)) ein Lift der konstanten Abbildung G - G, x = e
mit zi(eg,7(e9)) = eo. Nach der Eindeutigkeit des Lifts (Satz 9.8(2)) muss x — u(x,7(x))
damit mit dem konstanten Lift x ~ e, iibereinstimmen. Analog zeigt man mithilfe der
Eindeutigkeit von Lifts die Assoziativitidt und dass e, ein neutrales Element ist. Aus der
Definition ist auflerdem klar, dass p ein Homomorphismus ist.

Dies realisiert die universelle Uberlagerung als topologische Gruppe. Man muss nun
noch zeigen, dass G eine geeignete (eindeutige) differenzierbare Struktur besitzt, die G zu
einer Lie-Gruppe macht. Siehe dazu etwa Hilgert-Neeb [5, §9.4.2]. O

Bemerkungen 9.10.

(1) Ist G eine einfach zusammenhingende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, so ist G die
universelle Uberlagerung jeder anderen Lie-Gruppe, deren Lie-Algebra isomorph
zu g ist (nach Kor. 8.3).

(2) Ist p: G — G die universelle Uberlagerung einer zusammenhingenden Lie-Gruppe
G, so kann man beweisen, dass ker(p) gerade zur Fundamentalgruppe 7;(G) von
G isomorph ist (siehe Hilgert-Neeb [5, Thm. 9.5.4]). Andererseits ist ker(p) nach
Prop. 9.7 eine diskrete Untergruppe von G und damit nach Ubung Hz.2 abelsch.
Es folgt insbesondere, dass die Fundamentalgruppe einer Lie-Gruppe abelsch ist,
was fiir allgemeine topologische Raume nicht der Fall sein muss.

'Allgemeiner gilt der Satz fiir jeden topologischen Raum, der wegzusammenhingend, lokal wegzusam-
menhingend und semi-lokal einfach-zusammenhingend (!) ist.
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Die topologische Theorie sichert damit die Existenz der universellen Uberlagerung.
Insbesondere erhélt man zu jeder der uns schon bekannten Matrix-Lie-Gruppen eine neue
Gruppe (sofern die urspriingliche Gruppe nicht bereits einfach zusammenhingend ist).
Die folgende Tabelle werden wir in der Ubung teilweise noch genauer besprechen.

Gruppe Dimension Einfach Fundamentalgruppe
zusammenhingend?

GL,(R) (n>2) n? nein wie SO, (R)

SL,(R)(n>2) n2-1 nein wie SO, (R)

SO,(R) 1 nein A

SO,(R) (n>3) in(n-1) nein 72

U,(R) n? nein Z

SU,(R) n?-1 ja {1}

GL,(C) n? (C-Dim.) nein 7

SL,(C) n*-1  (C-Dim.) ja {1}

SO,(C) (n>2) 3n(n-1)(C-Dim.) nein wie SO, (R)

Ubung 9.1. Verifiziere die angegebenen Dimensionen iiber die Dimension der Lie-Algebren.

Bemerkung 9.11. Wir haben gesehen, dass SU, und SO;(R) isomorphe Lie-Algebren ha-
ben (Ubung H4.2). Da SU, einfach zusammenhingend ist, zeigt dies, dass SU, die univer-
selle Uberlagerung von SOs(R) ist. Explizit kann man die Uberlagerungsabbildung wie
folgt sehen: Sei V = {X € Mat,(C) | X' = X und tr(A) = 0} der dreidimensionale Raum
der hermiteschen 2 x 2-Matrizen mit Spur 0. Die Gruppe SU, operiert auf V durch Kon-
jugation, also durch SU, xV 5 (A, X) » AXA™! € V. Dadurch ist ein Homomorphismus
p:SU, —» GL(V) mit ker(p) = {+I} gegeben. Die Basis

01 0 i 10

von V ist eine Orthonormalbasis fiir das Skalarprodukt (A, B) = tr(AB) auf V. Man
rechnet nun nach, dass p(SU,) in GL(V) bezuglich dieser Basis gerade SO;(R) ist (siehe
etwa Hall [3, §1.6.1]).

Ziel der folgenden beiden Ubungen ist es zu beweisen, dass die universelle Uberlage-
rung von SL, (R) fiir n > 2 keine Matrix-Lie-Gruppe ist.

Ubung Ho.1. Essei G c GLy(RR) eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei ¢:sl,,(R) — g
ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Zeige, dass es einen Homomorphismus ®:SL,(R) - G
von Lie-Gruppen mit ®(eX) = ¢?() fiir alle X € sl,(R) gibt.

(Hinweis: Verwende (ohne Beweis), dass SL,,(C) einfach zusammenhingend ist.)

(Bemerkung: Diese Aussage ist nicht wahr, wenn G keine Matrix-Lie-Gruppe ist.)

Ubung Ho.2. Essein > 2, sei p:SL,(R) - SL,(R) die universelle Uberlagerung von SL, (R) und
sei @: Sm) — GLy(R) ein Homomorphismus von Lie-Gruppen (fiir ein N > 0). Zeige, dass @
nicht injektiv ist.

(Hinweis: Verwende (ohne Beweis), dass SL,,(R) nicht einfach zusammenhingend ist.)
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Es sei G eine (Matrix-)Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und H eine abgeschlossene Un-
tergruppe von G. Da H wieder eine (Matrix-)Lie-Gruppe ist, ist die Lie-Algebra von H eine
Unteralgebra von g. In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, inwieweit auch die Um-
kehrung stimmt: Gegeben eine Unteralgebra h von G, gibt es dann eine Untergruppe von
G mit Lie-Algebra h? Die Antwort ist ja oder nein, je nachdem, was man genau fordert.
Betrachte zunichst das folgende Beispiel: Es sei G = GL,(C) und

it 0
(ls )

wobei « € R eine irrationale Zahl ist. Dies ist eine eindimensionale (damit kommutative)
Unteralgebra von g = gl,(C). Betrachte H = exp(h), also

eit 0
e 2 |

Dies ist eine Einparameter-Untergruppe von G, die jedoch nicht abgeschlossen ist (vgl. Bei-
spiel 1.4(4)). Das Argument dort zeigt, dass der Abschluss von Hj in G genau der Torus

et 0
T—{[O e"sl s,teR}

ist. Dieser ist jedoch zweidimensional. Es gibt also keine abgeschlossene Untergruppe von
G mit Lie-Algebra h, denn sonst enthielte h die zweidimensionale Lie-Algebra von T.
Immerhin gehort zu h sehr wohl eine Untergruppe von G, namlich H,. Da diese aber
nicht abgeschlossen ist, macht es nach unserer bisherigen Definition keinen Sinn zu sagen,
dass h die Lie-Algebra von H) ist. Deshalb erweitern wir die Definition entsprechend:

Definition 10.1. Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Eine Untergruppe H von G
heif3t eine analytische Untergruppe von G, wenn folgendes gilt:

(1) Die Menge
h={Xeg|eXeHfiralletecR}

ist ein linearer Unterraum von g, genannt die Lie-Algebra von H.
(2) Jedes Element x € H besitzt eine Darstellung

mitXl,...,Xm € h.

48
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Proposition 10.2. Jede analytische Untergruppe einer Lie-Gruppe ist zusammenhdngend.

Beweis. Ist H c G eine analytische Untergruppe von G und x € H, so schreibe x = eX1...eXn

mit Xj,...,X,, € h und h wie oben. Dann ist x(¢) = xe **» ein stetiger Weg in H mit
x(0) = x und x(1) = eX1---eXm-1, Durch Induktion nach m sieht man, dass x mit der Eins
durch einen stetigen Weg verbunden werden kann. O

Proposition 10.3. Ist G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und H eine analytische Unter-
gruppe von G, so ist der zugehirige Unterraum h = {X € g | e!X € H fiirallet € R} eine
Unteralgebra von G, d.h. es gilt [ X, Y] € h fiir alle X, Y € h.

Beweis. Wir beschrianken uns auf den Fall von Matrix-Lie-Gruppen. Dort geht der Beweis
genauso wie Prop. 4.6: Fiir alle X, Y € hund ¢ € R gilt e7™XYe'X € h und damit [X, Y] =
d

£ (e*Ye )|, € h, da h als linearer Unterraum in g abgeschlossen ist. O

Das Hauptergebnis in diesem Abschnitt ist der folgende Satz.

Satz 10.4. Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei h eine Unteralgebra von G.
Dann gibt es genau eine analytische Untergruppe von G mit Lie-Algebra h.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Wir beweisen die Existenz fiir den Fall von Matrix-Lie-
Gruppen. Wir kénnen dann G = GL,(C) und damit g = gl, (C) annehmen. Es sei H die
Menge aller Produkte eX1---eX» mit Xj, ..., X,, € h. Offenbar ist H eine Untergruppe. Wir
wollen zeigen, dass H analytisch mit Lie-Algebra h ist. Der Beweis verwendet die folgende
Hilfsaussage, die sich aus der Baker-Campbell-Hausdorft-Formel ergibt.

Lemma 10.5. Wiihle eine Basis von h und nenne ein Element R € h rational, wenn es be-
ziiglich der Basis rationale Koeffizienten hat. Dann gibt es fiir jedes 6 > 0 und jedes A € H
rationale Elemente Ry, ..., R,, € h und ein X € h mit | X| < § und

— pRi. pRm X
A=c¢e e'me”,

Beweis des Lemmas. Wir wihlen zunichst ¢ > 0 klein genug, dass die Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel fiir alle X, Y € h mit | X|, | Y| < e gilt. Insbesondere ist dann
XV = XY

(wobei X * Y =log(eXeY)). Weiter wihlen wir 0 < ¢’ < § so klein, dass | X * Y| < & fiir alle
X,Y mit | X|, | Y] < ¢ gilt. Es sei nun A € H, etwa

A=eXi..eXm

mit Xi,...,X,, € h. Da exp(X) = (exp(X/n))" gilt, kénnen wir | X;| < ¢ fur alle i =
1,...,m annehmen, indem wir m ggf. vergrofiern. Da h eine Unteralgebra ist, und damit
abgeschlossen unter ady, und ady;, impliziert die BCH-Formel dann X; * X € h.

Weiter gilt fiir R; € h mit |R|| < ¢ die Gleichheit
X2 _ oKXz _ pRi

—RleXl*Xz — eRl —Rl*(Xl*Xz).

elle
Da die Abbildung (X,Y) — X * Y stetig ist und —(X; * X5) * (X; * X5) = —(X; * Xp) +
(X * X;) = 0ist, gilt | - Ry * (X; * X5)| < ¢, wenn Ry nah genug an X; * X, liegt. Wir
wihlen nun ein rationales R;, dass diesen Anforderungen geniigt. Es gilt dann also

€ €

A= eRleXVzeX%-eX'"
mit X, = =R, * (X; * X3) und | X; || < ¢’. Nun fahren wir induktiv fort, bis wir
A =eli..gRm eXV'"

mit Ry, . .., R, rational und | X,,|| < & < & erreicht haben. O
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Weiter im Beweis des Satzes: Um zu zeigen, dass H eine analytische Untergruppe mit
Lie-Algebra h ist, miissen wir nur folgendes beweisen: Jedes Z € g mit e’ € H furalle t e R
ist in h enthalten.

Wir schreiben g = h @h*, wobei h* das orthogonale Komplement von h in g ist. Es gibt
dann Umgebungen U von 0in h, V von 0 in h* und W von I in G derart, dass jedes A € W
eine eindeutige Darstellung A = eXeY mit X € U und Y € V besitzt, wobei X und Y stetig
von A abhingen. (Dies haben wir im Beweis von Satz 5.4 ausfiihrlich diskutiert.)

Ist nun Z wie oben, dann kénnen wir fiir hinreichend kleine ¢ also

etZ — eX(t)eY(t)

schreiben, wobei X, Y stetige Funktionen in ¢ mit X(¢) € U c hund Y(t) € V c h* sind.
Wir wollen zeigen, dass Y (¢) identisch 0 ist, denn dann folgt tZ = X(¢) € h fiir kleine t,
da das Exponential auf U x V injektiv ist, und damit Z € h.

Fiir kleine ¢ gilt e¥(*) = e=X(Ve*Z ¢ Hund Y (t) € V. Wir zeigen, dass das fiir hochstens
abzihlbar viele verschiedene Y () méglich ist, woraus folgt, dass Y (¢) konstant sein muss.
Wegen Y(0) = 0, ist Y(#) dann konstant 0, wie behauptet.

Zeige dazu folgendes: Sei & > 0 klein genug, damit X * Y € U fiir alle X, Y € h mit
|X|l, | Y| < & gilt. Dann gibt es fiir jede (fest gewdhlte) Folge R, ..., R,, von Elementen
in h hochstens ein X € h mit | X| < & derart, dass eRi---eRmeX € exp(V) gilt. Denn sind
X1, X; € h zwei solche Elemente, dann gilt etwa

R pRmpXi — o1

e ...e

eRi...pRm X2 _ Y2

fur Y}, Y, € V und damit

*X] eX2 7X1>(—X2.

e’ =ele =elle
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung folgt dann Y; = Y, und -X; * X, = 0, also X1 = ¢X2
und damit X; = X,.

Fiirjedes Y € V mit e¥ € H gibt es nach dem Lemma eine Darstellung e¥ = efi...eRmeX
mit | X| < SundRy,..., R, rational. Da es aber nur abzihlbar viele Wahlméglichkeiten fiir
Ry, ..., R, und m > 0 gibt und X dadurch eindeutig fest gelegt ist, ist gezeigt, dass e¥ (") ¢ H

fir hochstens abzihlbar viele Y (¢) gelten kann. Damit ist die Behauptung bewiesen. [

Bemerkung 10.6. Nach dem Satz von Ado ist jede Lie-Algebra isomorph zu einer Un-
teralgebra von gl,,(C) fiir geeignetes n (vgl. Bem. 4.9(2)). Zusammen mit Satz 10.4 folgt,
dass jede Lie-Algebra als Lie-Algebra einer analytischen Untergruppe von GL,, (C) auftritt.
Diese analytische Untergruppe ist nicht unbedingt eine Matrix-Lie-Gruppe, wenn sie nicht
abgeschlossen ist. Man kann sie aber mit einer Struktur als abstrakte Lie-Gruppe versehen
(die im wesentlichen durch die Exponentialabbildung gegeben ist). Insgesamt zeigt dies,
dass jede Lie-Algebra die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe ist.

Ubung Hio.1. Es seien F und G zusammenhingende Matrix-Lie-Gruppen. Sei ®:F — G ein
Homomorphismus von Lie-Gruppen und ¢:f — g der induzierte Homomorphismus von Lie-
Algebren. Zeige, dass ®(F) die analytische Untergruppe von G mit Lie-Algebra ¢(f) ist.

Ubung Hio.2.
(1) Zeige, dass alle analytischen Untergruppen von SU, abgeschlossen sind.
(Hinweis: Um die Unteralgebren von su; zu bestimmen, benutze Aufgabe H4.2.)
(2) Finde eine analytische Untergruppe von SUs3, die nicht abgeschlossen ist.
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Eine Darstellung ist eine lineare Operation einer Lie-Gruppe auf einem Vektorraum.
Ist die Gruppe eine Matrix-Lie-Gruppe, so operiert sie bereits per Definition auf dem un-
terliegenden Vektorraum. Ziel der Darstellungstheorie ist es jedoch, die Gesamtheit aller
Darstellungen einer Gruppe moglichst vollstandig zu verstehen.

Die Darstellungstheorie entspricht einem Ansatz, der vielfach in der modernen Ma-
thematik verfolgt wird: Die abstrakten Objekte (hier die Lie-Gruppen) werden moglichst
unabhingig von ihren konkreten Realisierungen (als Matrix-Lie-Gruppen) definiert und
untersucht. Die Realisierungen (hier die Darstellungen) werden dann getrennt studiert.

11.1. ERSTE DEFINITIONEN

Definition 11.1.

(1) Essei G eine reelle Lie-Gruppe. Eine reelle bzw. komplexe Darstellung von G ist ein
Homomorphismus von Lie-Gruppen

I: G - GL(V),

wobei V ein endlich-dimensionaler R-bzw. C-Vektorraum mit dim(V') > 1 ist.
(2) Es sei g eine reelle bzw. komplexe Lie-Algebra. Eine Darstellung von g ist ein Ho-
momorphismus von Lie-Algebren

m:g —gl(V)
wobei V ein endlich-dimensionaler R oder C-Vektorraum mit dim(V') > 1 ist.

Eine Darstellung I1: G - GL( V) einer Lie-Gruppe G ist also gerade eine (glatte) Ope-
ration von G auf dem Vektorraum V durch lineare Abbildungen:

GxV -V
(x,v) ~ TI(x)v.

Dabei ist II(x)v die Anwendung der linearen Abbildung I1(x) auf den Vektor v. Analog
operiert bei einer Darstellung 7: g — gl(V') von Lie-Algebren auch die Lie-Algebra auf V
durch (X,v) » n(X)v fiir X € g, v € V, mit dem Unterschied, dass die lineare Abbildung
7(X) nicht unbedingt invertierbar sein muss.

Beispiele 11.2.

(1) Die Gruppe G = (R, +) operiert auf R? durch Scherungen, d.h. die Abbildung
IT:a ~— [§ 4] ist eine Darstellung von G. Sie operiert aber auch durch Drehungen

cos(a) —sin(a)

sin(a) cos(a)
lungen derselben Gruppe. Auf R? operieren dabei tatséchlich zwei verschiedene
Gruppen, da I1(G) = G, wihrend 2(G) = SO,(R) ist.

(2) Ist G c GL,(KK) eine Matrix-Lie-Gruppe, so ist die Inklusion G c GL,(K) selbst
eine reelle bzw. komplexe Darstellung, genannt die Standarddarstellung von G.

unter der Darstellung X: a — [ ] Dies sind zwei verschiedene Darstel-
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(3) Es sei G eine Lie-Gruppe und sei V = C. Dann ist die Abbildung G - GL(V),
x + idy eine komplexe Darstellung von G, genannt die triviale Darstellung.
(4) Ist G c GL,(K) eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g c gl (K), so ist

]G - GL(g)
Ad'{ A~ Ady (X~ AXAT)

eine Darstellung von G, genannt die adjungierte Darstellung.
(5) Entsprechend besitzt jede Lie-Algebra g die adjungierte Darstellung

a1l e - gl(e)
X » adx:(Yr~[X,Y])
(6) Es sei G eine Lie-Gruppe und seien II: G - GL(V) und 2:G - GL(W) zwei
Darstellungen von G (iiber demselben Kérper). Dann ist die direkte Summe

MNe2G->GL(Ve W)

wieder eine Darstellung von G. Die Operation ist dabei fiir (v,w) € V & W und
x € Gdurch (IT® 2)(x)(v,w) = (II(x)v, II(x)w) gegeben. Entsprechend gibt es
eine direkte Summe von Darstellungen von Lie-Algebren.

Definition 11.3. Es sei G eine Lie-Gruppe und seien II: G - GL(V) und £: G - GL(W)
zwei Darstellungen von G. Eine lineare Abbildung ¢: V' — W heift dquivariant, wenn

e(I(x)v) = Z(x)(p(v))
fir alle x € G und alle v € V erfullt ist. (Mit anderen Worten, es gilt ¢ o IT(x) = Z(x) o ¢

fiir alle x € G). Ein dquivarianter Isomorphismus heif3t eine Aquivalenz von Darstellungen.
Analog sind Aquivarianz und Aquivalenz fiir Darstellungen von Lie-Algebren definiert.

Beispiel 11.4. Betrachte die Standarddarstellung von SO, (IR) auf R? (Operation durch Dre-
hungen um den Nullpunkt). Jede Streckung (x, y) — a(x, y), a € R, ist dquivariant. (Es ist
egal, ob man zuerst streckt und dann dreht oder umgekehrt.) Dagegen ist die Spiegelung
(x,y) = (x,—y) nicht dquivariant.

Bemerkung 11.5. Es sei [I: G — GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G und sei
¢:V — V eine bijektive lineare Abbildung. Per Definition ist ¢ genau dann dquivariant,
wenn ¢! o I1(x) o ¢ = II(x) fur alle x € G gilt. Wenn ¢ nicht dquivariant ist, dann kann
man durch X = g1 o II(x) o ¢ eine neue Darstellung von G definieren und ¢ ist dann eine
dquivariante Abbildung zwischen den Darstellungen IT und .

Der Zusammenhang zwischen Darstellungen von Lie-Gruppen und Darstellungen von
Lie-Algebren wird durch Satz 4.11 (im Fall von abstrakten Lie-Gruppen durch Prop. 6.10)
gegeben, den wir hier fiir diesen Fall wiederholen.

Satz 11.6. Es sei G eine reelle Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei II: G — GL(V) eine
endlich-dimensionale Darstellung von G. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung
m:g — gl(V) von g mit

I(eX) = e
gegeben durch n(X) = %H(etx)‘tzo,ﬁir alle X e g. O
Ubung 11.1. Es sei G eine Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Seien IT;: G — GL(V') zwei Dar-

stellungen von G und 7; die zugehorigen Darstellungen von g (i = 1,2). Zeige, dass II; und II,
genau dann dquivalent sind, wenn m; und 7, dquivalent sind.
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11.2. IRREDUZIBILITAT

Definition 11.7. Es sei I1: G - GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G. Ein linearer
Unterraum W von V heif3t invariant, wenn IT(x)w € W fiir alle x € G und w € W gilt. In
diesem Fall erhélt man durch Einschrinkung von IT auf W wieder eine Darstellung, die
wir mit [Ty, bezeichnen. (Es ist also ITy: G — GL(W), x — I1(x)|w.)

Der Unterraum W heif3t nicht-trivial, wenn W # {0} und W # V. Die Darstellung IT
heif3t irreduzibel, wenn sie keinen nicht-trivialen invarianten Unterraum besitzt. Analog
sind invariante Unterrdaume und irreduzible Darstellungen fiir Lie-Algebren definiert.

Beispiel 11.8. Die zyklische Gruppe G = {1, x} mit zwei Elementen hat die Darstellung
G - GL,(R) gegeben durch x — [} % ]. Sie operiert also durch die Spiegelung (a, b) ~
(a,-b) an der Achse W = {(a,0) | a € R}. Diese Darstellung ist nicht irreduzibel, da
W offenbar ein invarianter Unterraum ist. Beachte, dass auch W’ = {(0,b) | b € R} ein
invarianter Unterraum ist, obwohl W’ nicht punktweise festgelassen wird.

Ubung 11.2. Zeige, dass Kern und Bild einer dquivarianten Abbildung zwischen Darstellungen in-
variante Unterrdume sind.

Ubung11.3. Essei G eine zusammenhingende Matrix-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und sei IT: G —
GL(V) eine Darstellung von G mit zugehoriger Darstellung 7 von g.

Zeige: Genau dann ist ein Unterraum W von V invariant unter I, wenn er invariant unter 7 ist.
Insbesondere ist IT genau dann irreduzibel, wenn 7 irreduzibel ist.

Satz 11.9 (Lemma von Schur). Es sei G eine Lie-Gruppe und seien I1: G - GL(V') und
2:G — GL(W) zwei irreduzible komplexe Darstellungen von G.

(1) Ist ¢: V. — W eine dquivariante Abbildung, so gilt ¢ = 0 oder ¢ ist ein Isomorphismus.
(2) Ist : V - V dquivariant, so gilt ¢ = Aidy fiir ein A € C.
(3) Sind @1, 92: V = W beide dquivariant, so gilt ¢, = A, fiir ein A € C.

Beweis. (1) Nach Aufgabe 11.2 ist der Kern von ¢ ein invarianter Unterraum. Da V irredu-
zibel ist, ist also ¢ = 0 oder ¢ ist injektiv. Ebenso ist das Bild von ¢ invariant und deshalb
gleich {0} oder W.Ist ¢ # 0, so ist ¢ damit injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus.

(2) Da C algebraisch abgeschlossen ist, besitzt ¢ einen Eigenwert A. Sei U # {0} der
Eigenraum zu A. Dann ist U invariant, denn fiir alle x € G und u € U gilt

¢(I(x)u) = T(x)p(u) = AT (x)u,
also gilt TI(x)u € U. Da V irreduzibel ist, folgt U = V und damit die Behauptung.

(3) Falls ¢, = 0, so gilt die Behauptung mit A = 0. Andernfalls ist ¢, nach (1) ein
Isomorphismus und nach (2) gibt es A € C mit ¢; 0 ¢;' = 1idy, also ¢; = A¢,. O

Korollar 11.10. EsseiI1: G -~ GL(V) eine irreduzible komplexe Darstellung einer Lie-Gruppe
G. Ist x ein Element im Zentrum von G, so gibt es A € C mit n(x) = Aidy.

Beweis. Dass x im Zentrum von G liegt bedeutet genau, dass 7(x): V — V dquivariant ist.
Die Aussage folgt damit aus (2) im Lemma von Schur. O

Korollar 11.11. Jede irreduzible komplexe Darstellung einer kommutativen Lie-Gruppe ist
eindimensional.

Beweis. Seill: G — GL(V) eine komplexe Darstellung. Wenn G kommutativ ist, dann liegt
jedes Element von G im Zentrum. Nach dem vorangehenden Korollar operiert also jedes
Element von G durch Streckung mit einem Faktor auf V. Insbesondere ist jeder Unterraum
von V invariant. Ist die Darstellung irreduzibel, so muss V eindimensional sein. O
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Bemerkungen 11.12.

(1) Das Lemma von Schur und die beiden Korollare gelten genauso fiir Darstellungen
von Lie-Algebren, mit (im Prinzip) denselben Beweisen. Auch die Glattheit wurde
nirgends benutzt, so dass die Aussagen fiir alle Darstellungen von Gruppen gelten.

(2) Teil (1) im Lemma von Schur gilt offenbar auch fiir reelle Darstellungen. Die tibri-
gen Aussagen gelten dagegen nur im komplexen Fall. Zum Beispiel ist die Stan-
darddarstellung von SO, (RR) auf R? durch Drehungen um den Ursprung irredu-
zibel, so dass Kor. 11.11 iiber R nicht gelten kann. (Das liegt gerade daran, dass
Drehmatrizen im allgemeinen keine reellen Eigenwerte besitzen.)

11.3. IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN VON sl,(C)

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle irreduziblen Darstellungen der Lie-Algebra
sl,(C). Es zeigt sich, dass das ohne jede Theorie recht mithsam ist, selbst fiir eine so einfa-
che Lie-Algebra. Andererseits sieht man sehr gut, dass der Ubergang von der Gruppe zur
Lie-Algebra die Sache deutlich vereinfacht. Es sei

Vin = {f € C[z1,2;] | f homogen vom Grad m}

Der C-Vektorraum V,, hat die Dimension m + 1, denn seine Elemente sind die Polynome

f(z1,22) = Az + 2] 'z + Q22" 225 + - + apZy' mitay,...,a, €C.

Durch die Standarddarstellung operiert SL,(C) auf C2. Betrachte die Darstellung IT,,: SL,(C) —
GL(V,,) definiert durch

Iu(A)f = f(A2)

fir A € SL,(C) und f € V,,, wobei z = [ 7! |. Wir konnen das ganz explizit ausrechnen: Ist
A=[4" 42 ]eSLy(C),s0gilt A = [ 42 "] und damit

I1,,(A)f = Z ar(Axnz - Alzzz)mfk(AuZz - A2121)k-
k=0

Dass wir mit A1 statt mit A operieren, ist wichtig, damit IT ein Homomorphismus wird:
Fir Ay, A, € SL,(C)und f € V,, gilt Hm(Al)(Hm(Az)f) = (IL,,(A2) f)(A7'2) = f(AJ'AT'2) =

f((A142)7'2) = T1,u(A1A,) f.
Wir berechnen die zugehérige Darstellung 7, von sl,(C). Fiir X = [g e ] esl,(C)

gilt 7, (X) = %Hm(etX)L:O und damit

Tn(X)f = - f(e2)

t=0

Schreibe y(t) = e"**z. Dann gilt y’(0) = —Xz und damit

(1113)  mn(X)f = (Vf)(2)- [ QES% ] ) _g_zfl'

a=lo 8] x=[o o r=[: 3]

0
(XnZl + Xlzzz) - % : (X21Z1 - anz)-
2

Wir fixieren die Basis
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von sl,(C). Diese erfiillt die Kommutatorrelationen

[H,X]=2X
[H,Y]=-2Y
[X,Y]=H.
Wir berechnen explizit die Wirkung dieser Basiselemente auf die Basis 2", z]" 'z,, . . ., 23"

von V,, unter 7,,. Aus (11.13) erhalten wir fir 0 < k < m

T H) (2h25™) = (m — 2k) 2 25
(11.14) T (X) (2K27F) = —kgk1gmh1
125"

ﬂm(Y)(Z z k) (k m)ZkH m—k— 1
Proposition 11.15. Die Darstellungen m,,:sl,(C) — gl(V,,) sind irreduzibel.

Beweis. Sei W # {0} ein 7,,-invarianter Unterraum von V,,. Sei

W= A2l + Q12" 2 + Q220225 + o + g2
ein Element # 0 in W und sei k, der grof3te Index k mit ay # 0. Betrachte die Wirkung von
7, (X)ko auf w. Nach der Berechnung von 7,,(X) in (11.14) gilt

() (202 7) = ()l

Andererseits sieht man, dass 7,,(X)* alle anderen Summanden in w auf 0 abbildet, nach
Wahl von ky. Damit gilt ﬂm(X)kOW = bz mit b = (-1)kokolay, # 0. Es folgt zJ' € W.
Nun ist aber 7,,(Y)* z2 = czkz" ¥ mit ¢ # 0, wiederum nach (11.14). Also enthilt W alle

Elemente der Basis zfz2~* fiir 0 < k < m und ist damit gleich V. O

Satz 11.16. Jede irreduzible Darstellung von sl,(C) ist dquivalent zu einer der Darstellun-
gen 1y, fiir ein m > 0. Insbesondere besitzt sl,(C) fiir jedes m > 0 genau eine irreduzible
Darstellung der Dimension m + L.

Beweis. Es sei m:sl,(C) — gl(V) eine irreduzible Darstellung. Wir zeigen die Behauptung
in mehreren Schritten:
(1) Sei u ein Eigenvektor von n(H) zum Eigenwert a € C. Dann gelten

n(H)n(X)u = (a+2)n(X)u
n(H)a(Y)u=(a-2)n(Y)u.

Dennesgilt [n(H), n(X)] = n[H, X] = 2n(X),also n(H)7n(X) = n(X)n(H)+27(X) und
damit 7(H)7(X)u = n(X)(au) + 2n(X)u = (a + 2)7(X)u und analog firr 7(H) (Y )u.

(2) Esgibtein N >0 mit n(X)Nu # 0 und n(X)N+*lu = 0.

Denn aus (1) sehen wir das 77(X)u entweder 0 ist oder ein Eigenvektor von 7(H) zum
Eigenwert « + 2. Damit folgt 7(H)7(X)"u = (a +2n)n(X)"u fir alle n > 1. Da n(H) nur
endlich-viele Eigenwerte besitzt, kann («a +2n) nicht fiir alle n > 1 ein Eigenwert von 7( H)
sein. Deshalb muss 77(X)"u = 0 fiir ein n > 0 gelten. Es sei N + 1 das kleinste solche #.
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(3) Es gibt eine Basis u, . .., Uy, von V mit
(H)ug = (m = 2k)uy

n(Y)uy = ugy  (furk < m)

(11.17) n(X)ug = (km - k(k -1)u;, (fiurk >0)
n(X)ug=0
n(Y)u, =0

Denn sei 4y = 7(X)Nu und uy = 7(Y)*u, fiir k > 0 und setze m = « + 2N, mit N wie in
(2). Zunichst ist noch nicht klar, dass m eine natiirliche Zahl ist. Wir betrachten einfach
die unendliche Folge uy, u;, u,, ... und zeigen, dass die ersten drei Zeilen von (11.17) fiir
alle k > 0 gelten. Die erste Zeile folgt direkt aus (1) und die zweite per Definition von uy.
Ferner gilt die vierte Zeile nach Wahl von N. Wir zeigen die dritte Zeile durch Induktion
nach k. Sei k = 1. Wegen [7(X), n(Y)] = n(H) gilt
(X)uy = (X)) m(Y)uo = (n(Y)n(X) + n(H))uo = n(H)uy = mu.
Sei nun k > 2, dann gilt
n(X)ug = n(X)m(Y)ugy
= (n(Y)n(X) + 7n(H))ur
= ﬂ(Y)((k -Dm-(k-1)(k - 2))uk,2 +(m=-2(k-1))ux,
=((k-1)m—(k-1)(k=2) + (m-2(k-1)))urs
= (km —k(k—-1))ug_.
Es bleibt die fiinfte Zeile. Da die uy allesamt Eigenvektoren von 7( H) zu verschiedenen
Eigenwerten sind, muss es ein k > 1 mit u; # 0 und uy.; = 0 geben. Nach (1) gilt dann

0=m(X)upss = ((k+1)m—k(k+1))uy = (k+1)(m - k)ux.

Wegen uy # 0 passiert das genau fiir k = m. Insbesondere folgt, dass m (und damit auch
der Eigenwert & = m — 2N) eine natiirliche Zahl sein musss.

Da die Vektoren uy, ..., u,, Eigenvektoren von 7(H) zu verschiedenen Eigenwerten
sind, sind sie linear unabhéngig. Andererseits zeigt (11.17), dass der von uy, . . ., u,, erzeugte
Unterraum invariant unter 77(H), 7(X) und 7(Y') ist und damit unter ganz 7(sl,(C)). Da
m irreduzibel ist, spannen uy, . .., u, ganz V auf und bilden somit eine Basis.

(4) Esgibt eine Basis von V,, derart, dass m,, beziiglich dieser Basis gerade den Relationen

(11.17) geniigt. Definiere diese Basis durch

|
up = (7 (V)5 (20 = (—l)kﬁzfzg’“k firk=0,...,m.
m — .

Die Relationen priift man nun direkt aus (11.14) nach. Dann ist alles bewiesen. O

Ubung Hi.1. Zeige, dass die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra so3(KK) zu ihrer Standard-
darstellung dquivalent ist.

Ubung Hi1.2. Es sei G eine Lie-Gruppe und seien I1j: G — GL(V;) fiir j = 1,2 zwei indquivalente
irreduzible komplexe Darstellungen von G. Sei IT; ®I1: G - GL(V; @ V) ihre direkte Summe. Zei-
ge,dass V1@ {0} und {0} @ V; die einzigen nicht-trivialen invarianten Unterrdume von V; & V; sind.
(Hinweis: Betrachte einen irreduziblen invarianten Unterraum von V; @ V, und die Projektionen
P:Vie V, - V)
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12.1. VOLLSTANDIGE REDUZIBILITAT

Definition 12.1. Ein unitdrer Raum (oder komplexer Prihilbertraum) ist ein Paar (V, (-, -))
bestehend aus einem Vektorraum V iiber C und einem unitiren Skalarprodukt (-, —) auf
V (also einer positiv definiten hermiteschen Form). Eine Abbildung ¢: V' — V heif3t uni-
tdir, wenn (@(u), p(v)) = (u, v) fur alle u, v € V gilt. Die Gruppe GL(V') enthilt dann die
Untergruppe U(V) aller unitiren Elemente von GL( V). Eine Darstellung IT1: G — GL(V)
einer Lie-Gruppe G (V endlich-dimensional) heif3t unitir, wenn I1(G) c U(V) gilt.

Ubung 12.1. Erinnerung an die lineare Algebra: Sei V ein endlich-dimensionaler unitirer Raum.
Wihlt man eine Orthonormalbasis von V und identifiziert GL(V') durch diese Basis mit GL,(C),
soist U(V) = U,.

Definition 12.2. Eine Darstellung einer Lie-Gruppe oder Lie-Algebra heif3t vollstindig re-
duzibel, wenn sie zu einer direkten Summe von irreduziblen Darstellungen dquivalent ist.

Proposition 12.3. Jede unitdire Darstellung einer Lie-Gruppe ist vollstindig reduzibel.

Beweis. Es sei II: G — U(V) eine unitire Darstellung. Sei W c V ein invarianter Un-
terraum und sei W+ das orthogonale Komplement von W in V. Dann ist auch W+ ein
invarianter Unterraum. Denn sind x € G, w € W und v € W+, so gilt (v, w) = 0 und damit
auch (IT(x)v,w) = (v, II(xV)w) = 0 wegen I[T(x )w e W.

Ist nun V nicht irreduzibel, so gibt es einen nicht-trivialen invarianten Unterraum W.
Dannist V.2 W& W' und I = [Ty & [Tyy.. Wegen dim(W),dim(W*') < dim(V) <
oo folgt durch Induktion nach der Dimension, dass Iy, und ITy.: und damit auch IT zu
direkten Summen von irreduziblen Darstellungen dquivalent sind. O

Satz 12.4 (Maschke). Jede Darstellung einer endlichen Gruppe ist vollstindig reduzibel.'

Beweis. Esseill: G - GL(V') eine komplexe Darstellung. Wir zeigen, dass II fiir ein geeig-
netes Skalarprodukt auf V' zu einer unitdren Darstellung wird. Wihle dazu ein beliebiges
Skalarprodukt (-, —) auf V und definiere ein neues Skalarprodukt (-, —)¢ durch

(viva)g = > (T(x)vy, I(x)vs)

xeG
fur vy, v, € V. (Man iiberzeugt sich, dass (-, —) tatsachlich wieder ein Skalarprodukt ist).

Das Skalarprodukt (-, —) ist G-invariant, was bedeutet, dass
(TT(y)vi, TI(y)v2)e = 3 (TI(x)TI(y)v1, TT(x)TI(y)v2)

xeG

= S (M (xy)vy, TI(xy)vy)

geG

= Z(H(x)vl,l_[(x)vz) = (v, 12)

geG

'Beachte, dass wir nur iiber den Kérpern R und C arbeiten. Allgemein gilt die Aussage iiber Kérpern der
Charakteristik Null. In Primzahlcharakteristik stimmt sie dagegen nur, wenn die Charakteristik die Grup-
penordnung nicht teilt (Stichwort: Modulare Darstellungen).

57
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fur alle y € G gilt. (Die Gleichheit der zweiten mit der dritten Zeile gilt wegen {xy | x €
G} = G). Aber dies sagt gerade, dass I1(G) c U(V) beziiglich (-, —)¢ gilt. Die Behauptung
folgt damit aus Prop. 12.3.

Ist [I:G - GL(V) eine reelle Darstellung, so kann man das analoge Argument fiir
ein eukldisches Skalarprodukt durchfiithren. (Korrekterweise sagt man dann statt unitar
tiberall orthogonal.) O

Will man diesen Beweis fiir Lie-Gruppen nachmachen, dann merkt man sofort wo der
Hund begraben liegt: Wenn die Gruppe nicht endlich ist, kann man das invariante Skalar-
produkt nicht einfach durch eine Summe tiber alle Elemente definieren. Es liegt nahe, die
Summe durch ein geeignetes Integral zu ersetzen.

Definition 12.5. Essei G eine Lie-Gruppe. Ein linksinvariantes Haar-MafS auf G ist ein Maf3
¢ # 0 auf der Borelschen o-Algebra von G mit den folgenden beiden Eigenschaften®

(1) Jeder Punkt x € G besitzt eine offene Umgebung U mit u(U) < oo.
(2) Fir jede Borel-Menge B ¢ G und jedes x € G gilt u(xB) = u(B) (wobei xB =
{xb| b e B}).
Das Maf} u heif3t endlich, wenn u(G) < oo gilt.

Satz 12.6. Auf jeder Lie-Gruppe existiert ein linksinvariantes Haar-Mafs. Dieses ist (bis auf
Skalierung mit einem Faktor) eindeutig bestimmt. Das linksinvariante Haar-Maf$ einer Lie-
Gruppe G ist genau dann endlich, wenn G kompakt ist.

Beweis. Siehe z.B. Hall [3, §C.4]. O

Damit erhalten wir das Analogon des Satzes von Maschke fiir kompakte Lie-Gruppen.
Satz 12.7. Jede Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe ist vollstindig reduzibel.

Beweisskizze. Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und II: G - GL(V) eine Darstellung. Wie
im Beweis von Satz 12.4 definieren wir ein invariantes Skalarprodukt (-, —)s auf V durch

(v, v2)6 = /;EG(H(x)vl,H(x)vz)dy

fir vi, v, € V, wobei y ein links-invariantes Haar-Maf§ auf G ist. Nun gilt wieder I1(G) c
U(V) beziiglich (-, -} und die Behauptung folgt aus Prop. 12.3. O

Ubung 12.2. Sei 1: G - GL(V) eine vollstindig reduzible Darstellung einer Lie-Gruppe G. Zeige:

(1) Jeder invariante Unterraum von V ist vollstandig reduzibel.
(2) Zujedem invarianten Unterraum W von V existiert ein invariantes Komplement, d.h. ein
invarianter Unterraum W/ von Vmit V=W o W'.

*Ein Satz zur Maf3theorie, soweit sie nicht bekannt ist: Ein Maf$ auf der Borelschen o-Algebra von G ist
im wesentlichen eine Abbildung, die jeder offenen (oder abgeschlossenen) Teilmenge von G in sinnvoller
Weise ein abstraktes Volumen zuordnet, das eine nicht-negative reelle Zahl oder co sein kann.
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12.2. KOMPLEXIFIZIERUNG

Essei V ein reeller Vektorraum. Die Komplexifizierung Vi von V ist der Vektorraum al-
ler formalen Summen? v+iw mit v, w € V mit der offenkundigen Struktur als C-Vektorraum
gegeben durch (a+ib)-(v+iw) = av—-bw+i(aw+bv). Fasst man V¢ als reellen Vektorraum
auf, so ist V ein Untervektorraum von V.

Ubung 12.3. Ist V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, so gilt dimg (V) = 2dimg (V)
und dimg (V) = dim¢(Ve).

Ubung 12.4. Essei V ein reeller Vektorraum und sei 1: V — V linear mit 12 = —idy. Zeige, dass V
durch die Definition (a+ib)-v = av+bi(v) firv € V und a+ib € C zu einem C-Vektorraum wird.
(Beachte: Ist dimp (V') < oo, so folgt insbesondere, dass dimgr (V') gerade sein muss.) Wie hingt
diese Konstruktion mit der Komplexifizierung V¢ von V zusammen?

Es sei g eine reelle Lie-Algebra. Auf dem Vektorraum g definiert man eine Lie-Algebra-
Struktur durch

(X, +iXp, Vi + i3] = ([ X0, 1] - [Xo, Vo)) + i ([ X0, Vo] + [ X, Yi]).
Die Lie-Algebra g mit dieser Lie-Klammer heif3t die Komplexifizierung von g.

Ubung 12.5. Zeige, dass g tatsichlich eine komplexe Lie-Algebra ist. Zeige, dass die obige Defini-
tion der Lie-Klammer die einzig mogliche ist, die auf der reellen Unteralgebra g mit der urspriing-
lichen tibereinstimmt.

Da jede komplexe Matrix X eine eindeutige Darstellung X = X; +iX, mit reellen X;, X,
besitzt, ist klar, dass (Mat, (R) )¢ als C-Vektorraum zu Mat,, (C) isomorph ist. Dies ist tat-
sichlich ein Isomorphismus von komplexen Lie-Algebren. Es gilt also g, (R)¢ = g, (C).

Ubung 12.6. Fiir alle n > 1gilt so,(R)¢ 2 so,(C).

Proposition 12.8. Fiir alle n > 1 gelten (u,)c = gl,(C) und (su,)c 2 sl,(C).
Beweis. Es giltu, = {Y € Mat,(C) ]7T = -Y} (siehe §4.1). Ist X € gl (C), so schreibe

T —T
S Y
2 2i
Dann sind (X - XT) /2und (X + XT) /(2i) beide Elemente von u,,. Mit anderen Worten,
jedes X € gl,(C) besitzt eine Darstellung X = X; + i X, mit X;, X, € u,, und man iiberzeugt
sich, dass diese Darstellung eindeutig ist. Daraus folgt, dass (u, )¢ als Lie-Algebrazu gl (C)
isomorph ist. Falls X die Spur 0 hat, so auch X; und X,, was (su,)c 2 sl,(C) zeigt. O

Die reellen Lie-Algebren sl,(R) und su,, werden also nach Komplexifizierung isomorph,
obwohl sie iiber R nicht isomorph sind (siehe Ubung H4.2). Man sagt auch, die komplexe
Lie-Algebra sl,,(C) besitzt zwei verschiedene reelle Formen.

Proposition 12.9. Es sei g eine reelle Lie-Algebra und g ihre Komplexifizierung. Dann setzt
jede komplexe Darstellung m:g — gl(V') von g zu einer eindeutig besimmten Darstellung
nc:ge — gl(V) fort, die durch

ﬂ(C(Xl + 1X2) = 7T(X1) + lT[(Xz)
SMathematisch korrekter geht das so: V ist die direkte Summe V & V versehen mit der C-Vektorraum-

Struktur (a + ib) - (v,w) = (av — bw, aw + bv). Nun definiert man die Notation v + iw := (v, w). Diese
Konstruktion ist vollig analog zur Definition der komplexen Zahlen selbst iiber Paare von reellen Zahlen.
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fiir alle X, X, € g gegeben ist. Ein Unterraum W von V ist genau dann n(g)-invariant, wenn
er ic (g )-invariant ist. Insbesondere ist w genau dann irreduzibel, wenn nic irreduzibel ist.

Beweis. Dass nc die eindeutige C-lineare Fortsetzung ist, kann man direkt nachrechnen.
Auflerdem ist 77¢ ein Homomorphismus von Lie-Algebren, denn es gilt

me([X+iX0, i +iY5]) = me([ X0 Y] - [X0, Vo] + i([ X0, Yo + [ X0, Y1)
= ([ X, Yi] - [Xo, Ya]) + in([ X0, Vo] + [Xo, Yi))
= [nX0, aV] - [7Xo, nYa] + i([nXy, nYs] + [ X5, 1))
= [nXy+ inX,, Yy + inY,]
=[nc(Xi+iXy), me(V1 +iYs)].

Ist W ein Unterraum von V, der unter allen Elementen von 71¢ (g ) invariant ist, dann auch
unter allen Elementen von 7(g) c nc(gc). Ist umgekehrt W ein (C-linearer) Unterraum
von V der unter 7(g) invariant ist, so gilt 7¢(Xi + iXo)w = n(Xy)w + n(X,) (iw) € W, fiir
alle X; + iX, € g- und w € W, so dass W invariant unter 7z¢(gc) ist. O

In der Situation der vorangehenden Aussage befinden wir uns immer dann, wenn wir
die komplexen Darstellungen einer reellen Lie-Gruppe betrachten. Diese induzieren also
Darstellungen der komplexifizierten Lie-Algebra. Im niachsten Abschnitt werden wir das
firr den Fall der Gruppe SO(3) diskutieren.

12.3. IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN VON SU(2) UND SO(3)

Wir haben gesehen, dass die Komplexifizierung der Lie-Algebra su, gerade sl,(C) ist
(Prop. 12.8). Da SU, einfach zusammenhéngend ist, entsprechen die komplexen Darstel-
lungen von SU, genau den komplexen Darstellungen der Lie-Algebra su, (nach Kor. 8.3),
und diese nach Prop. 12.9 genau den Darstellungen von sl,(C). Irreduzibilitit bleibt dabei
in alle Richtungen erhalten, und im vorigen Abschnitt haben wir die irreduziblen Darstel-
lungen von sl,(C) bestimmt. Aus der Beschreibung dieser Darstellungen konnen wir jetzt
genau sagen, wie die irreduziblen komplexen Darstellungen der Gruppe SU, aussehen.

Satz 12.10. Fiir jedes m > 0 besitzt SU, genau eine irreduzible komplexe Darstellung der
Dimension m+1, ndmlich I1,,: SU, - GL(V,,), wobei V,, der Vektorraum der komplexen ho-
mogenen Polynome vom Grad m in zwei Variablen ist und die Operation durchI1,,(A) f(z) =
f(A™2) fiir A e SU, und f € V,, gegeben ist.

Beweis. Fiir den Beweis muss man sich nur noch tiberzeugen, dass die Darstellung IT,, auf
der Lie-Algebra sl,(C) genau die Darstellung 7, auf Satz 11.16 induziert. Das ist klar, da
wir 71, durch die gleiche Wirkung von SL,(C) auf V,, definiert haben. O

Wir haben aulerdem gesehen, dass die Lie-Algebren su, und sos;(R) isomorph sind
(Aufgabe H4.2). Explizit haben wir gezeigt, dass ein Isomorphismus ¢:su, — so;(R) durch
¢(E;) = F,; beziiglich der Basen

1[i o 1[ o 1] 1[o i
EI‘E[O —i]’Ez‘El—l 0 ’E3_§li 0]

und -
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
F=100 -1|,Fb=| 0 0 O |,F=]1 0 0
01 O -1 0 O 0 0 O
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gegeben ist. Da SU, einfach zusammenhidngend ist, gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus ®: SU, - SO5(R), der ¢ induziert. Dieses @ ist surjektiv (da ¢ surjek-
tiv ist) und es gilt ker(®) = {I,-I} (sieche Aufgabe Hi2.2). Beachte, dass damit ®:SU, —
SO;(R) gerade die universelle Uberlagerung von SO;(R) ist.

Da die Gruppe SO;(R) aber nicht einfach zusammenhéngend ist, ist nicht klar, ob jede
Darstellung von sl,(C) tatsachlich einer komplexen Darstellung von SO;(RR) entspricht.

Satz 12.11. Es sei m > 0 und sei m,,:suy — gl(V,,) die m + 1-dimensionale irreduzible kom-
plexe Darstellung von su,. Sei ¢, = 7,, o ¢! die entsprechende Darstellung von sos;(R).

(1) Falls m gerade ist, dann existiert eine komplexe Darstellung X,,: SO3(R) - GL(V,,)
mit 2, (eX) = e X fiir alle X € so3(R).
(2) Falls m ungerade ist, so exisiert keine solche Darstellung.

Beweis. Es sei I1,,: SU, - GL(V,,) die in Satz 12.10 angegebene Darstellung von SU,, die
7,, induziert und sei ®: SU, — SO;(IR) die Uberlagerungsabbildung mit ker(®) = {1, -I}.
Wenn X, wie in (1) existiert, dann folgt I1,, = Z,, o ® wegen 7, = 0,, © ¢. Ein solches Z,,
existiert genau dann, wenn -1 € ker(I1,,) gilt.

Sei nun u,,...,u,, die in (11.17) bestimmte Basis von V,,. Beachte, dass E; = %H gilt,
mit H = [ %] wie zuvor. Da uy ein Eigenvektor von H zum Eigenwert m — 2k ist, gilt
Om(F)uy = (E)uy = %(m — 2k)uy. Wir erhalten also

im
i _

3(=m)

in der Basis u, . .., uy. Mit e?™f1 = —J folgt
em’m
mi(m-2)
Hm(—I) — Hm(eZHEl) — eﬂm(ZT[E]) — eO'm(ZT[Fl) _ € . _ (—l)mI
emi(-m)

Also gilt —I € ker(I1,,) genau dann, wenn m gerade ist. O

Ubung Hi2.1. Die Heisenberg-Gruppe H ¢ GL3(R) operiert durch ihre Standarddarstellung auf
R3. Bestimme alle invarianten Unterraume. Ist die Darstellung vollstandig reduzibel?

Ubung Hi2.2. Essei Ad:SU, - GL(suy) die adjungierte Darstellung.
Setze V' = suj und fithre auf V das Skalarprodukt (X, Y) = 2tr(X?T) ein. Zeige:

(a) Die Basis Ej, E,, Ez von V im Text ist eine Orthonormalbasis von V.

(b) Esgiltker(Ad) = {I,-TI}.

(c) Fir jedes A € SU, ist die Abbildung Ads: V' — V orthogonal.

(d) Identifiziert man V durch die Basis Ej, E,, Ez mit R?, so erhilt man also einen Homomor-
phismus Ad: SU, — SO3(R). Der induzierte Homomorphismus ad:su, — so3(R) von Lie-
Algebren ist gerade der Isomorphismus ¢ im Text.



13. DARSTELLUNGEN VON sl;(C) UND AUSBLICK

Ein Ziel der Darstellungstheorie besteht darin, alle irreduziblen Darstellungen einer
gegebenen Lie-Gruppe oder Lie-Algebra vollstindig zu bestimmen. Fiir die Lie-Algebra
sl,(C) und die daran hingenden komplexen Darstellungen der Gruppen SU, und SO5(R)
haben wir das im wesentlichen durch direkte Rechnung erreicht. Zum Abschluss skizzieren
wir die Anfange der allgemeinen Theorie am Beispiel der Lie-Algebra sl;(C). Dabei geben
wir nur einen Uberblick und verweisen auf Hall [3, §5] fiir genauere Erlduterungen.

13.1. GEWICHTE UND WURZELN

Bei der Beschreibung der irreduziblen Darstellungen von sl, (C) spielen die Eigenwerte
des Elements H = [ ] eine wichtige Rolle. Wir haben gesehen, dass diese Eigenwerte fiir
jede komplexe Darstellung ganzzahlig sind. Fiir sl;(C) verfolgen wir nun einen dhnlichen
Ansatz. Wir verwenden die folgende Basis der achtdimensionalen Lie-Algebra sl;(C).

1 0 0 (0 0 0
H=|0 -1 0|, H,=|0 1 o],
0 0 0 0 0 -1
[0 1 0] (0 0 0] [0 0 1]
X,=l0 0 0|, X,={0 0 1], X3=|0 0 0],
[0 0 0 0 0 0] [0 0 0
[0 0 0] (0 0 O] [0 0 0]
,={1 0 of, ,=[(0 0 of, ;=|0 0 o0].
[0 0 0 0 1 0] 1 0 0

Zu diesen acht Erzeugern kann man leicht die (2) = 28 Kommutatorrelationen ausrechnen,
durch die die Lie-Algebra-Struktur von sl;(C) dann vollstindig beschrieben ist.

Definition 13.1. Es sei 71:sl;(C) — gl(V') eine Darstellung. Sei m;, ein Eigenwert von 7( H,)
und m, ein Eigenwert von 77( H,) und seien U;, U, die zugehorigen Eigenrdume. Das Paar
p = (my, my) heifdt ein Gewicht von 7, falls Uy n U, # {0}. Fiir u € U; n U, gilt dann also

n(Hy)u = mu
n(Hy)u = myu.

Der Raum U, n U, heif3t der Gewichtsraum und seine von Null verschiedenen Elemente
die Gewichtsvektoren zum Gewicht p.

62
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Proposition 13.2. Jede Darstellung von sl;(C) besitzt ein Gewicht.

Beweis. Es sei m:sl;(C) — gl(V) eine Darstellung und sei m; € C ein Eigenwert von
n(H;) mit Eigenraum U. Es gilt [H;, H,] = 0, d.h. H, und H, kommutieren. Deswegen
gilt 7(H,)U c U. (Denn fiir u € U gilt n(H;)n(Hy)u = n(Hy)n(Hy)u = myn(H,)u, also
n(H,)u € U.) Die Einschrankung von 7(H,) auf U ist also eine lineare Abbildung U - U
und besitzt wieder einen Eigenwert m, € C. Dann ist (m,, m,) ein Gewicht. O

Proposition 13.3. Die Gewichte einer Darstellung von sl;(C) sind ganzzahlig.

Beweis. Seimn:sl;(C) — gl(V) eine Darstellung mit Gewicht (m;, m,). Dievon { Hy, X, Y1 }
erzeugte Unteralgebra von sl;(C) ist zu sl,(C) isomorph, und die Einschrinkung von 7 auf
diese Unteralgebra ist eine Darstellung von sl,(C). Dabei ist m; ein Eigenwert von 7( H ).
Nach Satz 11.16 (und seinem Beweis), ist m, ganzzahlig. Entsprechendes gilt fiir m,. [

Definition 13.4. Ein Gewicht « der adjungierten Darstellung ad:sl;(C) — gl(sl;(C)) mit
a # (0,0) heifdt eine Wurzel von sl;(C). Die zugehorigen Gewichtsvektoren heiflen die
Wurzelvektoren. Ist o = (ay, a;) und Z € sl;(C) ein Wurzelvektor, dann gilt also

[Hl) Z] = alz
[Hz,Z] = 612Z.

Mit Hilfe der Kommutatorrelationen von sl;(C) ist es nicht schwer, alle Wurzeln zu
bestimmen. Es gibt namlich genau die folgenden sechs Stiick:

Wurzel Waurzelvektor

2.-1) X
(-1,2) X,
1L1) X
(-21) Y
(1,-2) Y
(-L-1) Y

Ubung 13.1. Verifiziere diese Tabelle und zeige, dass es keine weiteren Wurzeln von sl;(C) gibt.
Waurzeln und allgemeine Gewichte hdngen tiber das folgende Lemma zusammen.

Lemma 13.5. Es sei a = (ay, a,) eine Wurzel von sl;(C) und Z,, ein zugehoriger Wurzelvek-
tor. Sei m:sl;(C) — gl(V') eine Darstellung, u = (my, m,) ein Gewicht von m und v # 0 ein
Gewichtsvektor zu y. Dann gelten

n(H)(Zy)v = (my+ ay)(Zy)v
n(Hy)m(Zy)v = (my + ay)m(Zy)v.
Es ist also entweder n(Z,)v = 0 oder 1t(Z)v ist ein Gewichtsvektor zum Gewicht
p+a=(m+a;,m;+ay).
Beweis. Per Definition gilt [H;, Z, ] = a;Z, und damit
n(Hy)n(Zy)v = (n(Zy)n(Hy) + ayn(Zy) )v
=71(Zy)(mv) + ayt(Zy ) v
= (my+ a)(Zy)v.
Entsprechendes gilt fiir 7(H,)7(Z,)v. O
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13.2. DER SATZ VOM HOCHSTEN GEWICHT

Wir fixieren die beiden Wurzeln «; = (2, -1) und «, = (-1, 2) von sl;(C). Diese haben
die Eigenschaft, dass alle weiteren Wurzeln als ganzzahlige Linearkombinationen n,a; +
nya, mit my, 1, € Z und myn, > 0 geschrieben werden konnen. Es gelten ndmlich

(L) =a+0ay, (-2,1)=-a;, (1,-2)=-0a3, (-1,1)=-01— 5.

Wir nennen «; und «, die positiven einfachen Wurzeln. (Sie sind durch die obige Eigen-
schaft nicht eindeutig bestimmt, und wir treffen eine feste Wahl).

Am

[27]

ay

Wurzeln von sl;(C) (Quelle: Hall [3, S. 134])

Definition 13.6. Wir fithren eine partielle Ordnung auf Z? wie folgt ein: Fiir y;, y, € Z?
schreibe y; > p,, wenn wenn es rationale Zahlen a,, a, > 0 gibt derart, dass

U1 — Y2 = a1 + aa,.

(Dies ist also gerade die komponentenweise partielle Ordnung auf Q? in der Basis a4, a,.)
Ist :sl3(C) — gl(V') eine Darstellung, so erhalten wir eine partielle Ordnung auf den
Gewichten von 7. Wir sagen, ein Gewicht y, ist hoher als ein Gewicht y,, falls py > p, gilt.
Ein Gewicht y heif3t hochstes Gewicht, wenn es hoher als alle anderen Gewichte ist.

Ubung 13.2. Zeige, dass die angegebene Relation auf Z tatsichlich eine partielle Ordnung ist.

Es gilt zum Beispiel (1,0) > (0,0), wegen (1,0) — (0,0) = 2a; + 3. Betrachten wir
die adjungierte Darstellung von sl;(C), so ist die Wurzel (1,1) = a; + a, das eindeutig
bestimmte hochste Gewicht.

Satz 13.7 (Satz vom hochsten Gewicht).

(1) Jede irreduzible Darstellung von sl;(C) ist die direkte Summe ihrer Gewichtsrdume.
(D.h. n(H,) und n(H,) sind fiir jede Darstellung n simultan diagonalisierbar.)

(2) Jede irreduzible Darstellung von sl;(C) besitzt ein eindeutiges hochstes Gewicht.

(3) Zwei irreduzible Darstellungen von sl;(C) sind genau dann dquivalent, wenn sie das
gleiche hochste Gewicht haben.

(4) Das hichste Gewicht einer irreduziblen Darstellung von sl;(C) ist ein Paar nicht-
negativer ganzer Zahlen.

(5) Zu jedem Paar (my, m,) von nicht-negativen ganzen Zahlen existiert eine irreduzi-
ble Darstellung von sl;(C) mit hochstem Gewicht (my, m).

(6) Die irreduzible Darstellung von sl;(C) zum Gewicht (my, m,) hat die Dimension

%(ml +1)(my +1)(my + my +2).

Beweis. Siehe Hall [3], Thm. 5.9 (bzw. §7.6.3 fiir Aussage (6)). O
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13.3. DIE WEYL-GRUPPE

Definition 13.8. Es sei h der von H;, H, in sl;(C) erzeugte Unterraum (der auch eine kom-
mutative Unteralgebra ist). Wir fassen sl;(C) als Komplexifizierung von su; auf und setzen

N ={AeSU; |Firalle Heh gilt AHA e h}
Z={A€eSU; |Firalle Heh gilt AHA™ = H}.

Dann sind N und Z Untergruppen von SU; und Z ist normal in N. Die Faktorgruppe
W = N/Z heifit die Weyl-Gruppe von SU3.

Satz 13.9. Die Weyl-Gruppe von SUj ist isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss.

Beweis. Siehe Hall [3, Prop. 5.22]. O

Die Weyl-Gruppe operiert auf den Gewichten einer Darstellung. Es sei zunéchst
h*={¢|£:h - C linear }

der Dualraum von h. Zu A € W und € € h* definiere A.€ durch (A.€)(X) = ¢(AXA™) fir
X € h. (Dies ist eine Darstellung W — GL(h™).)

Sei nun 7:sl;(C) — gl(V) eine Darstellung und p = (my, m,) ein Gewicht. Dann ist
durch ¢(H;) = m; und €(H,) = m, ein lineares Funktional auf h bestimmt. Fiir jedes
H =nH, + r,H; € h (r,r; € C) und jeden Gewichtsvektor v € V gilt dann

n(H)v = (nn(Hy) + ran(Hy) )v = (rymy + romy)v = €(H)v.
Fir A € W setze A.u = (A.€(H,), A.£(H,)).
Proposition 13.10. Fiir jedes Gewicht y von mw und jedes A € W ist A.u wieder ein Gewicht.

Beweis. Sei v ein Gewichtsvektor zum Gewicht g und sei € wie oben. Sei IT: SU;(C) —
GL(V) die zu 7 gehérige Darstellung von SU;. Wir berechnen

n(H;)TI(A)v = II(A)TI(A) ' n(H;)TI(A)v
=TI(A)n(A'H;A)v
= (AT H;A)TI(A)y
= (AT0)(H;)v
fir i = 1,2. Also ist II(A)v ein Gewichtsvektor zum Gewicht A1 u. O

Dies zeigt also, dass die Weyl-Gruppe auf den Gewichten einer Darstellung operiert.
Man fiithrt nun einen rationalen Koordinatenwechsel durch und wihlt eine Basis, in der die
Weyl-Gruppe W = §3 geometrisch folgendermaflen operiert: Der 3-Zyklus (123) operiert
durch Drehung um 120°; die Transposition (12) operiert als Spiegelung (siehe Hall [3, §5.6]
fiir genaue Definitionen). Die Wirkung der Weyl-Gruppe auf den Wurzeln ldsst sich damit

jetzt so visualisieren:

&2

(Quelle: Hall [3, S. 148])
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Der hervorgehobene Bereich oben rechts zeigt dabei die Gitterpunkte, die in der ur-
spriinglichen Basis den Gewichten y = (m;, m,) mit m;, m, > 0 entsprechen, also denen,
die nach Satz 13.7 als hochstes Gewicht einer irreduziblen Darstellung auftreten konnen.

Der folgende Satz zeigt nun, dass man aus dem hochsten Gewicht einer Darstellung
durch die Operation der Weyl-Gruppe alle Gewichte einer Darstellung berechnen kann.

Satz 13.11. Es sei m:sl;(C) — gl(V) eine irreduzible Darstellung mit hichstem Gewicht uy.
Genau dann ist y € Z? ein Gewicht von 1, wenn die folgenden beiden Aussagen gelten:
(1) Es gibt ganze Zahlen ny, ny > 0 mit py = p + nyjog + Nyt
(2) Der Punkt u liegt in der konvexen Hiille des Orbits von u unter der Wirkung der
Weyl-Gruppe. Das heifst, es gibt A4 € [0,1] fiir alle A€ W mit Y. sy Aa = 1 und
w= 2 A (Apo).

AeW
Beweis. Siehe Hall [3, Thm. 5.26]. O

Die Menge der Gewichte einer irreduziblen Darstellung von sl;(C) ist also ein Polytop

(die konvexe Hiille von endlich-vielen Punkten) in der Ebene mit rationalen Ecken. Die
folgenden Diagramme zeigen die Gewichte fiir verschiedene hochste Gewichte.

2 \VAY

\VAVAVAVAVA WANAVE7AV NAAVAVAYS

po = (1,2) o =(2,2) to = (4,0)

Der hier skizzierte Ansatz verallgemeinert sich von sl;(C) auf die sogenannten hal-
beinfachen Lie-Algebren. (Vielleicht am wenigsten offensichtlich ist dabei das geeignete
Analogon zu h, die von H; und H, in sl;(C) erzeugte Unteralgebra. An ihre Stelle tritt die
sogenannte Cartan-Unteralgebra, eine ausreichend grof8e kommutative Unteralgebra einer
Lie-Algebra.) Die Theorie gipfelt in der Klassifikation aller halbeinfachen Lie-Algebren und
ihrer irreduziblen Darstellungen mit Hilfe ihrer Wurzelsysteme.
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