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�. AFFINE TORISCHE VARIETÄTEN

Literatur
zu torischen Varietäten
○ [CLS] Cox, Little, Schenck: Toric Varieties (AMS Graduate Studies ���)
○ Fulton: Introduction to Toric Varieties
○ Oda: Convex bodies and algebraic geometry

Für einige Grundlagen über Tori verweisen wir auf
○ [Hu] Humphreys: Linear Algebraic Groups. (Springer GTM ��)

Dieses Skript folgt [CLS] sehr nahe. Auch die Numerierung ist an [CLS] angepasst.

�.�. A�ne Varietäten
Algebra Geometrie
h�, . . . , hk ∈ C[x�, . . . , xn] V = {p ∈ Cn�h�(p) = � = hk(p) = �}

(a�ne Varietät)
I = (h�, . . . , hk) = {∑ gihi �gi ∈ C[x�, . . . , xn]}
(Ideal)

V = V(I) = {p ∈ Cn � ∀h ∈ I∶ h(p) = �}

I(X) = {h ∈ C[x�, . . . , xn] � ∀p ∈ X∶ h(p) = �} X ⊂ Cn

Nullstellensatz
I(V(I)) =

√
I

(wobei
√
I = {h � ∃r > �∶ hr ∈ I})

C[V] = C[x�, . . . , xn]�I(V) V ≅ Spec(C[V]) = Hom(C[V],C)

V ∋ p � � C[V] → C
f � f (p)

(a�ne Varietät, koordinatenfrei)

C[V] nullteilerfrei (⇔ I(V) prim) V irreduzibel
C[V] = C (⇔ I(V)maximal) V = {p} ein Punkt
C[V] ganz abgeschlossen V normal
C[V] Dedekindring V glatte Kurve
⋮ ⋮

�
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Die Zariski-Topologie.
Es sei V eine a�ne Varietät.

○ Abgeschlossen in V sind die Mengen der Form V( f�, . . . , fk) = {p ∈ V � f�(p) =
� = fk(p) = �}mit f�, . . . , fk ∈ C[V].
○ O�en sind die Komplemente, also die Mengen {p ∈ V � ∃i∶ fi(p) ≠ �, }.
○ Basisch o�en heißen die o�enen Mengen mit nur einer Ungleichung:
Für f ∈ C[V], schreibe

Vf = {p ∈ V � f (p) ≠ �}.

Die Menge Vf ist selbst eine a�ne Varietät mit

C[Vf ] = C[V] f ∶= C[V][ f −�] ∶= C[V][y]�( f y − �).

Grund: Die a�ne Varietät W = {(p, t) ∈ V ×C � f (p) ⋅ t = �} ⊂ V ×C ist durch das von
py − � ∈ C[V][y] erzeugte Ideal gegeben. Es gilt also C[W] = C[V][y]�( f y − �). Nun
ist W → Vf , (p, t) � p eine Bijektion, die Vf zu einer a�nen Varietät macht. Das heißt,
Funktionen auf Vf haben die Form g

f a mit a ∈ Z. Es sind also rationale Funktionen, die
Pole nur in V( f ) haben dürfen. (Genauerer Zugang: Strukturgarbe — später)

Beispiel. Für V = C, f = x erhält man Vx = C∗ = C � {�} und C[Vx] = C[x , x−�] ≅
C[x , y](xy − �). (Bild!)

Seien V ,W a�ne Varietäten. Zwei De�nitionen vonMorphismus zwischen V undW :

○ Konkret. SindV ,W eingebettet, etwaV ⊂ Cn undW ⊂ Cm, dann ist einMorphis-
mus φ∶V → W gegeben durch die Einschränkung φ = Φ�V einer polynomialen
Abbildung Φ∶Cn → Cm mit Φ = (h�, . . . , hm), h�, . . . , hm ∈ C[x�, . . . , xn], mit der
Eigenscha� Φ(V) ⊂W .
Solches φ induziert eine Abbildung

φ∗∶� C[W] → C[V]
f � f ○ φ

zwischen denKoordinatenringen ”durch Zurückziehen“. Die Abbildung φ
∗ ist ein

Homomorphismus von C-Algebren, also C-linear und multiplikativ.
○ Abstrakt. Gegeben irgendeinen Algebren-Homomorphismus φ∗∶C[W]→ C[V].
Dann erhält man einen Morphismus zwischen den abstrakten Varietäten durch

φ∶� V = Hom(C[V],C) → Hom(C[W],C) =W
α � α ○ φ∗

Die Korrespondenz von V mit C[V] bzw. von φ∶V → W mit φ∗∶C[W] → C[V] ist eine
(Anti-)Äquivalenz (von Kategorien). Insbesondere sind V und W genau dann isomorph
als Varietäten, wenn C[V] und C[W] als C-Algebren isomorph sind.
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�.�. Einführung in a�ne torische Varietäten
Der Standardtorus

T = (C∗)n = {p ∈ Cn � p��pn ≠ �}
ist eine

○ a�ne Varietätmit Koordinatenring

C[T] = C[x�, . . . , xn]x��xn
= C[x�, . . . , xn , x−�� ,�, x−�n ].

Elemente von C[T] sind von der Form∑a∈Zn caxa�
� �xan

n (nur endlich viele ca ≠ �)
und heißen Laurent-Polynome.
○ algebraische Gruppemit der komponentenweisen Multiplikation

(p�, . . . , pn) ⋅ (q�, . . . , qn) = (p�q�, . . . , pnqn).

Allgemein ist eine a�ne algebraische Gruppe eine Gruppe G die auch eine a�ne Varietät
ist derart, dass Multiplikation G ×G → G und Invertieren G → G Morphismen sind.

Beispiel. Bevor wir jetzt einiges über Tori zeigen: Was ist nun eine torische Varietät? Zur
Motivation ein informelles Beispiel: Zeichnet man die Laurent-Monome x i y j in zwei Va-
riablen als Gitterpunkte (i , j) in der Ebene, dann entspricht der Polynomring C[x , y] den
Punkten im positiven Quadranten (Bild!). Dabei entsprechen (�, �) und (�, �) den beiden
Erzeugern von C[x , y] und erzeugen ihrereseits auch alle Gitterpunkte durch Addition.

Betrachte nun etwa den konvexen Kegel, der von (�, �) und (�, �) aufgespannt wird
(Bild!). Gitterpunkte in diesem Kegel werden nicht nur von (�, �) und (�, �) erzeugt, son-
dern zusätzlich braucht man noch (�, �). Das entspricht dem Ring

C[V] = C[x , xy, xy�] ≅ C[u, v ,w]�(v� − uw).

Die zugehörige torische Varietät V lebt in C� und ist durch die Gleichung v� = uw be-
schrieben. (Das reelle Bild ist ein Kegel).

De�nition. Ein n-dimensionaler Torus ist eine algebraische Gruppe, die zu (C∗)n iso-
morph ist.

Ein Beispiel ist, wie gesehen, die ebene Parabel xy = �mitMultiplikation (s, t)(s′, t′) =
(ss′, tt′).
De�nition. Sei T ein Torus. EinCharakter von T ist ein algebraischer Gruppenhomomor-
phismus

χ∶T → C∗.
Eine Einparametergruppe von T ist ein algebraischer Gruppenhomomorphismus

λ∶C∗ → T .

Die Charaktere von T bilden eine GruppeMT durch (χ χ′)(t) = χ(t) ⋅ χ′(t). Ebenso bilden
die Einparametergruppen eine Gruppe NT .
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Für jedes m = (a�, . . . , an) ∈ Zn ist

χm∶� (C∗)n → C∗
(t�, . . . , tn) � ta�� �tann

ein Charakter von (C∗)n.
Für jedes u = (b�, . . . , bn) ist

λu∶� C∗ → (C∗)n
t � (tb� , . . . , tbn)

eine Einparametergruppe.
Es gelten χm ⋅ χm′ = χm+m′ und λuλu′ = λu+u′ .

Lemma. Die Abbildungen

� Zn → M(C∗)n
m � χm

und � Zn → N(C∗)n
u � λu

sind Isomorphismen von Gruppen.

Beweis. Sei T = (C∗)n. Injektivität von m � χm ist o�ensichtlich. Zur Surjektivität: Sei
n = � und sei χ ∈ M(C∗)n . Dann ist χ∶C∗ → C∗ ein Morphismus, also χ ∈ C[T] = C[x]x ,
etwa χ = f

xa für f ∈ C[x] und a ∈ Z. Da χ nach C∗ abbildet, hat f keine Nullstelle außer �,
also gilt f = αxb für ein α ∈ C und b ∈ N. Wegen χ(�) = � ist α = � und damit χ(t) = tb−a.

Ist n beliebig, so schreibe χ(t�, . . . , tn) = χ(t�, �, . . . , �)�χ(�, . . . , �, tn) = ta�� �tann .
Für u � λu geht der Beweis für n = � genauso. Für beliebiges n benutze entsprechend

λ(t) = (λ�(t), �, . . . , �)�(�, . . . , �, λn(t)) für λ = (λ�, . . . , λn) ∈ N(C∗)n . ⇤

Notation. Die Gruppenstruktur auf Zn ist additiv. Deshalb schreiben wir die Gruppen-
struktur auf MT ebenfalls additiv, etwa m + m′ für m,m′ ∈ MT . Wenn wir den entspre-
chenden Charakter als Abbildung brauchen und zur multiplikativen Schreibweise wech-
seln wollen, schreiben wir χm für m ∈ M (nicht nur für m ∈ Zn!). Entsprechendes für NT ,
also etwa λu für u ∈ NT .

De�nition. Eine freie abelsche Gruppe von endlichem Rang wird Gitter genannt. Eine
Gitterbasis eines Gitter M ist eine Teilmenge {m�, . . . ,mn} ⊂ M die durch mi � ei einen
Gruppenisomorphismus M ≅ Zn sti�et.

Zu einem Torus T gehören also zwei Gitter, das Charaktergitter M = MT und das
Einparametergitter N = NT . ZwischenM und N gibt es eine natürliche bilineare Paarung
�−,−�∶M × N → Z bestimmt durch die Eigenscha�

(χm ○ λu)(t) = t�m,u� für t ∈ C∗.
Fixiert man einen Isomorphismus T ≅ (C∗)n und die entsprechenden Isomorphismen
M ≅ Zn und N ≅ Zn aus dem Lemma, so bekommt man einfach die kanonische Paarung

�m, u� =
n
�
i=� miui

für m, u ∈ Zn (Check!). Insbesondere ist die Paarung nicht-ausgeartet.
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Über die obigen Isomorphismen induzieren Morphismen zwischen Tori und Gittern
entsprechendeMorphismen auf den anderenObjekten. Insbesondere: IstΦ∶T� → T� ein al-
gebraischer Gruppenhomomorphismus, so ist ein Homomorphismus Φ̂∶MT� → MT� zwi-
schen den Charaktergittern durch χ � χ ○ φ gegeben. Der so de�nierte (contravariante)
Funktor zwischen Tori und Gittern ist exakt. Das bedeutet insbesondere: Ist Φ injektiv, so
ist Φ̂ surjektiv. Ist Φ surjektiv, so ist Φ̂ injektiv�.

Man hat kanonische Isomorphismen
○ M ≅ HomZ(N ,Z), durch m � [u � �m, u�].
○ N ≅ HomZ(M ,Z), durch u � [m � �u,m�].
○ T ≅ N ⊗Z C∗, durch u ⊗ t � λu(t).

Fixiert man Basen auf einem der drei (also einen Isomorphismus T ≅ (C∗)n oder
M ≅ Zn oder N ≅ Zn), so bestimmt das über die obigen Isomorphismen auch Basen auf
den anderen beiden. (Das ist im Prinzip die Bedeutung des Worts ”kanonisch“).
Moral. Jedes der drei Objekte T ,M ,N legt die anderen beiden fest.

Notation. Wir hängen den Torus an das Einparametergitter, indem wir etwa sagen: ”Sei
TN ein Torus mit Charaktergitter M“. Technisch ist dann gemeint, dass N ein Gitter ist,
TN = N ⊗Z C∗ undM = Hom(N ,Z). Praktisch ist nur gemeint, dass wir auf TN , N undM
ggf. kompatible Basen wählen.

De�nition. Es sei V eine algebraische Varietät und G eine algebraische Gruppe. Eine al-
gebraische Gruppenoperation ist ein Morphismus

G ×V → V , (g , p)� g ⋅ p

mit (gh) ⋅ p = g ⋅ (h ⋅ p) und � ⋅ p = p für alle g , h ∈ G und p ∈ V .

Beispiel. Der Torus (C∗)n operiert auf Cn durch komponentenweise Multiplikation.

De�nition �.�.�. Eine a�ne torische Varietät ist eine irreduzible a�ne Varietät V , die
einen Torus TN als Zariski-o�ene Teilmenge enthält, derart, dass folgendes gilt:
Die Operation von TN auf sich setzt sich fort zu einer algebraischen Operation

TN ×V → V .

Beispiel. (C∗)n ⊂ Cn ist eine a�ne torische Varietät.

Beispiel �.�.�. V = V(x� − y�) ⊂ C� ist eine torische Varietät mit Torus

TN = V ∩ (C∗)� = {(t�, t�) � t ∈ C∗} ≅ C∗.
Beispiel �.�.�. V = V(xy − zw) ⊂ C� ist eine torische Varietät mit Torus

V ∩ (C∗)� = {(t�, t�, t�, t�t�t−�� ) � ti ∈ C∗} ≅ (C∗)�.
�Die erste Aussage ist nicht trivial. Sei T� ⊂ T� eine Inklusion vonTori. Zunächst zeigtman, dass T� dann

abgeschlossen in T� sein muss. Man hat also eine surjektive Einschränkungsabbildung C[T�] → C[T�]. Ist
nun χ∶T� → C∗ ein Charakter, so schreibe χ = ∑k

i=� ci χ i �T� für irgendwelche Charaktere χ i von T�. Wegen
der linearen Unabhängigkeit der Charaktere auf T� muss es dann ein i mit χ i �T� = χ geben.
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Diskutieren nun drei Konstruktionsmethoden für torische Varietäten.
Gitterpunkte. Sei TN ein Torus mit Charaktergitter M und sei A = {m�, . . . ,ms} ⊂ M

eine endliche Teilmenge. De�niere einen Morphismus

ΦA∶� TN → (C∗)s
t � (χm�(t), . . . , χms(t)) .

Wir schreiben YA für den Zariski-Abschluss des Bildes ΦA(TN) in Cs.

Proposition �.�.�. Es sei A ⊂ M endliche Menge und ZA ⊂ M das von A erzeugte Teilgit-
ter. Dann ist YA eine a�ne torische Varietät mit Charaktergitter ZA. Insbesondere ist die
Dimension von YA der Rang von ZA.

Der Rang von ZA ist der Rang als freie abelsche Gruppe. Konkret ist er aber auch der
Rang der s × n-Matrix mit Zeilenm�, . . . ,ms über Q, wenn man eine BasisM ≅ Zn �xiert.

Beweis. Es sei T = ΦA(TN). Zunächst muss man wissen, dass T als Bild eines Torus
unter einem algebraischen Gruppenhomomorphismus wieder ein Torus ist und außer-
dem abgeschlossen in (C∗)s (siehe [CLS, Prop. �.�.�] und [Hu, §��]). Letzteres impliziert
YA ∩ (C∗)s = T . Somit ist T o�en in YA. Außerdem ist T irreduzibel (als Bild einer irredu-
ziblen Varietät) und damit auch YA.

Der Torus T operiert auf Cs über die Inklusion T ⊂ (C∗)s. Für alle t ∈ T gilt

T = t ⋅ T ⊂ t ⋅ YA.
Damit ist t ⋅ YA eine abgeschlossene Menge, die T enthält. Es folgt YA ⊂ t ⋅ YA, da YA
der Abschluss von T ist. Dasselbe Argument mit t−� anstelle von t zeigt YA = tYA. Damit
operiert T wie gewünscht auf YA, was zeigt, dass YA eine a�ne torische Varieät ist.

Sei nun M′ das Charaktergitter von T . Betrachte das kommutierende Diagramm

TN
ΦA //

"" ""

(C∗)s

T
?�

OO

Dieses induziert durch Zurückziehen ein Diagramm auf den Charaktergittern

M ZsΦ̂Aoo

✏✏✏✏
M′0 P

aa

Dabei ist Φ̂A einfach gegeben durch ei � mi , i = �, . . . , s. Das Bild von Φ̂A ist also genau
ZA. Aus dem Diagramm ergibt sich also M′ ≅ ZA. ⇤

Torische Ideale. SeiYA ⊂ Cs wie oben.Wir bestimmendas Ideal vonYA inC[x�, . . . , xs].
Sei L der Kern der Abbildung Φ̂A∶Zs → M, ei � mi . Für jedes ℓ = (ℓ�, . . . , ℓs) ∈ L, schreibe

ℓ+ = �
i∶ℓ i>� ℓiei und ℓ− = − �

i∶ℓ i<� ℓiei ,
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so dass ℓ = ℓ+ − ℓ− und ℓ+, ℓ− ∈ Ns. Dann verschwindet das Binom

xℓ+ − xℓ− =�
ℓ i>� x

ℓ i
i −�

ℓ i<� x
−ℓ i
i

auf demBild vonΦA (denn es gilt∑ℓ i>� ℓimi = −∑ℓ i<� ℓimi , also∏ℓ i>� χℓ imi =∏ℓ i<� χ−ℓ imi )
und damit auch auf YA.
Proposition �.�.�. Das Verschwindungsideal der torischen Varietät YA ist

I(YA) = �xℓ+ − xℓ− � ℓ ∈ L� = �xα − xβ � α, β ∈ Ns und α − β ∈ L�.

Beweis. Zuerst überzeugt man sich, dass die beiden Ideale rechts gleich sind (Aufgabe �).
Sei IL dieses Ideal. Wir haben bereits IL ⊂ I(YA) gesehen. Für die umgekehrte Inklusi-
on �xieren wir einen Isomorphismus TN ≅ (C∗)n und den entsprechenden Isomorphis-
mus M ≅ Zn. Die Abbildung Φ∶ (C∗)n → Cs ist dann durch Laurent-Monome tmi in
t = (t�, . . . , tn) gegeben. Angenommen, IL � I(YA), dann wählen wir f ∈ I(YA) � IL mit
minimalem Leitmonom xα = ∏s

i=� xai
i , α = (a�, . . . , an). (Das Leitmonom hängt von der

Wahl einerMonomordnung ab.Wir �xieren einfach irgendeine, z.B. die lexikographische).
Wir können durch Reskalieren annehmen, dass xα in f den Koe�zient � hat.

Wegen f ∈ I(YA) ist f (tm� , . . . , tms) identisch Null, als Laurent-Polynom in t�, . . . , tn.
Deshalb muss sich der Term, der von xα kommt, mit irgendetwas wegheben. Also muss f
ein Monom xβ = ∏s

i=� xbii mit β < α enthalten derart, dass ∏s
i=�(tmi)ai = ∏s

i=�(tmi)bi gilt.
Es muss also

s
�
i=� aimi =

s
�
i=� bimi

gelten. Das bedeutet gerade α − β ∈ L und damit xα − xβ ∈ IL. Dann ist f − xα + xβ ein
Element in I(YA) � IL und hat echt kleineren Leitterm als f , ein Widerspruch. ⇤

De�nition �.�.��.
(a) Ein Gitterideal ist ein Ideal der Form IL = �xα − xβ � α, β ∈ Ns und α − β ∈ L�, wobei

L ⊂ Zs ein Teilgitter (=Untergruppe) ist.
(b) Ein torisches Ideal ist ein Gitterideal, das prim ist.

Ein Binom ist ein Ausdruck der Form xα − xβ, α, β ∈ Nn.

Lemma (CLS, Prop. �.�.� (b)). Sei T ein Torus und H ⊂ T eine irreduzible algebraische
Untergruppe (d.h. Untergruppe und Untervarietät). Dann ist H ebenfalls ein Torus. ⇤

Proposition �.�.��.
(a) Ein Ideal I von C[x�, . . . , xs] ist genau dann torisch, wenn es prim ist und von Binomen

erzeugt wird.
(b) Die durch ein torisches Ideal de�nierte a�ne Varietät ist torisch.

Beweis. Ein torisches Ideal ist per De�nition prim und von Binomen erzeugt. Sei umge-
kehrt I ein Primideal, erzeugt von Binomen xα i −xβ i . Beachte, dass dannV(I) nicht leer ist
(denn es enthält (�, . . . , �)) und dassV(I)∩(C∗)s eineUntergruppe von (C∗)s ist (denn aus
pα i = pβ i und qα i = qβ i folgt auch (pq)α i = (pq)β i ). DaV(I) irreduzibel ist, istV(I)∩(C∗)s
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eine irreduzible Untervarietät von (C∗)s und auch eine Untergruppe. Nach dem vorange-
henden Lemma ist T = V(I) ∩ (C∗)s ein Torus.

Sei M das Charaktergitter von T . Die Inklusion T ⊂ (C∗)s induziert eine Surjektion
Zs → M von Charaktergittern. Seimi ∈ M darunter das Bild von ei . (D.h. also einfach, dass
χmi die Einschränkung der i-ten Projektion (C∗)s → C∗ auf T ist). Dann gilt V(I) = YA
fürA = {m�, . . . ,ms}. Denn per De�nition ist YA einfach der Abschluss von T . Es gilt also
YA ⊂ V(I). DaV(I) irreduzibel von der gleichen Dimension ist, folgtV(I) = YA. Das zeigt
(b). Nach dem Nullstellensatz gilt außerdem I = I(YA), da I prim ist. Somit ist I nach Satz
�.�.� torisch, was (a) beweist. ⇤
Es ist noch nicht klar, dass alle a�nen torischenVarietäten von torischen Idealen kommen.

A�ne Halbgruppen. EineHalbgruppe ist eine Menge S zusammenmit einer assozia-
tiven Verknüpfung mit einem neutralen Element. Ist S eine kommutative Halbgruppe mit
Verknüpfung + und neutralem Element �, so ist die von einer Teilmenge A ⊂ S erzeugte
Unterhalbgruppe genau die Menge

NA = ��
m∈A amm � am ∈ N mit am ≠ � für höchstens endlich viele m ∈ A�.

De�nition. Eine Halbgruppe heißt a�n, wenn sie kommutativ, endlich-erzeugt und zu
einer Unterhalbgruppe eines Gitters isomorph ist.

Das einfachste Beispiel einer a�nen Halbgruppe ist Ns ⊂ Zs. Allgemeiner: Ist M ein
Gitter und A ⊂ M endlich, dann ist NA eine a�ne Halbgruppe. Bis auf Isomorphie sind
alle a�nen Halbgruppen (per De�nition) von dieser Form.

De�nition. Es sei S eine Halbgruppe. Die frei über S erzeugte C-Algebra wird mit C[S]
bezeichnet und heißt dieHalbgruppen-Algebra von S.

Elemente von C[S] sind also endliche formale Summen ∑m∈S cmym mit der Multipli-
kation gegeben durch ymym′ = ym+m′ . Im Fall einer a�nen Halbgruppe S realisieren wir
C[S] etwas konkreter: Sei TN ein Torus mit Charaktergitter M und sei S ⊂ M. Dann ist

C[S] = ��
m∈S cm χm � cm ∈ C und cm = � für alle bis auf endlich viele m�.

mit der Multiplikation
χm ⋅ χm′ = χm+m′ .

Beispiel �.�.��. Zur a�nen Halbgruppe Nn ⊂ Zn gehört der Polynomring

C[Nn] = C[x�, . . . , xn],
wobei xi = χei .

Beispiel �.�.��. Ist e�, . . . , en eine Basis des Gitters M, so wird M als Halbgruppe von A =
{±e�, . . . ,±en} erzeugt. Mit ti = χei ist C[M] der Ring der Laurent-Polynome

C[M] = C[t±�� , . . . , t±�n ].
Allgemein ist C[M] = C[TN], wenn M das Charaktergitter des Torus TN ist.
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Proposition �.�.��. Es sei S ⊂ M eine a�ne Halbgruppe.
(a) C[S] ist ein Integritätsbereich.
(b) Ist S = NA für eine endliche Teilmenge A ⊂ M, so gilt Spec(C[S]) ≅ YA. Insbesondere

ist Spec(C[S]) eine a�ne torische Varietät mit Charaktergitter ZS.

Beweis. (a) Das folgt sofort aus C[S] ⊂ C[M].
(b) SeiA = {m�, . . . ,ms} und sei π = (ΦA)∗ mit

ΦA∶� TN → Cs

t � (χm�(t), . . . , χms(t))
wie zuvor. Explizit gilt

π∶� C[x�, . . . , xn] → C[M]
xi � χmi

.

Das Bild von π ist genau C[S] und es gilt I(YA) = I(ΦA(TN)) = ker(π). Es folgt C[YA] =
C[x�, . . . , xs]�I(YA) = C[x�, . . . , xn]�ker(π) ≅ im(π) = C[S]. Das zeigt die behauptete
Isomorphie. Nach Prop. �.�.� hat YA das Charaktergitter ZA = ZS. ⇤

Die Aussage (a) scheint trivial und ist für a�ne Halbgruppen ja tatsächlich leicht zu
sehen. Andererseits ist es im allgemeinen nicht bekannt, ob die Gruppenalgebra einer tor-
sionsfreien (nicht notwending abelschen) Gruppe nullteilerfrei ist. Dass das so sein sollte,
ist die Kaplansky-Vermutung, die für viele Klassen von Gruppen bekannt, im allgemeinen
Fall aber unbewiesen ist.

Beispiel �.�.��. Betrachte die von � und � in Z erzeugte Halbgruppe S = {�, �, �, �, . . . }.
Für A = (�, �) ist dann ΦA(t) = (t�, t�) und die torische Varietät ist durch das Ideal
I(YA) = �x� − y�� gegeben. Es ist also

C[S] = C[t�, t�] ≅ C[x , y]�(x� − y�)

und die Varietät YA ist die Kurve x� = y�, wie in Beispiel �.�.�.

Äquivalenz der Konstruktionen. Brauchen zunächst noch etwas Vorbereitung. Sei G
eine a�ne algebraische Gruppe und V eine a�ne Varietät. Eine Operation (g , p) � g ⋅ p
vonG auf V induziert eine Operation vonG auf dem Koordinatenring C[V], geschrieben
(g , f ) � g ⋅ f durch (g ⋅ f )(p) = f (g−� ⋅ p) für p ∈ V . Ein linearer Unterraum A ⊂ C[V]
heißt G-invariant, wenn g ⋅ f ∈ A für alle f ∈ A und g ∈ G gilt.

Sei TN ein Torus mit Charaktergitter M. Wir betrachten zunächst die Operation von
TN auf C[TN] = C[M]. Für t, p ∈ TN und m ∈ M ist diese gegeben durch (t ⋅ χm)(p) =
χm(t−�p) = χm(t−�)χm(p). Es gilt also t ⋅ χm = χm(t−�)χm. Das heißt also, die Charak-
tere sind simultane Eigenvektoren der Operation von TN . Umgekehrt ist jeder simultane
Eigenvektor ein Charakter (Check!).

Lemma �.�.��. Sei A ⊂ C[M] ein TN-invarianter Unterraum. Dann gilt

A = �
χm∈AC ⋅ χm .
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Lemma. Es sei TN ein Torus, der linear auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum W
operiert. Dann sind die Abbildungen w � t ⋅w für alle t ∈ TN simultan diagonalisierbar.

Beweis. Siehe [CLS, §�.�] und [Hu, §��]. ⇤
Beweis von �.�.��. Schreibe A′ =�χm∈A C ⋅ χm und bemerke zunächst, dass A′ ⊂ A gilt. Für
die umgekehrte Inklusion, sei f ≠ � in A und schreibe

f = �
m∈B cm χm ,

wobei B ⊂ M eine endliche Teilmenge ist. Setze

B = span(χm �m ∈ B) ⊂ C[M].
Wegen t ⋅ χm = χm(t−�)χm ist B o�enbar TN-invariant. Damit ist auch A∩B invariant unter
TN und enthält außerdem f . Nach dem vorangehenden Lemma ist die Operation von TN

auf dem endlich-dimensionalen Raum A∩B simultan diagonalisierbar. Mit anderenWor-
ten, A∩Bwird von simultanen Eigenvektoren aufgespannt. Das sind genau die Charaktere.
Es folgt χm ∈ A für m ∈ B und damit f ∈ A′, wie gewünscht. ⇤
Nun das Hauptergebnis für diesen Abschnitt.

Satz �.�.��. Es sei V eine a�ne Varietät. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
(a) V ist eine a�ne torische Varietät.
(b) V ≅ YA für eine endliche Teilmenge A eines Gitters.
(c) V ist isomorph zu einer a�nen Varietät, die durch ein torisches Ideal de�niert ist.
(d) V ≅ Spec(C[S]) für eine a�ne Halbgruppe S.

Beweis. Wir kennen schon folgende Implikationen: (b)⇒(a) nach Prop. �.�.�, (b)⇒(c) nach
Prop. �.�.�, (c)⇒(b) nach Prop. �.�.�� und (d)⇒(b) nach Prop. �.�.��.

Beweisen jetzt (a)⇒(d). Sei V eine torische Varietät mit Torus TN und Charaktergitter
M. Wegen C[TN] = C[M] induziert die Inklusion TN ⊂ V einen Homomorphismus

C[V]→ C[M]
zwischen den Koordinatenringen. Dieser ist injektiv, da TN Zariski-dicht in V ist. Wir fas-
sen deshalb C[V] als Unteralgebra von C[M] auf.

Wie zuvor operiert TN durch (t ⋅ f )(p) = f (t−� ⋅ p) für t ∈ TN , f ∈ C[V] und p ∈ V auf
C[V]. Also ist C[V] ein invarianter Unterraum von C[M]. Nach Lemma �.�.�� gilt also

C[V] = �
χm∈C[V]C ⋅ χm .

Es gilt also C[V] = C[S] für die Halbgruppe S = {m ∈ M � χm ∈ C[V]}.
Ferner wird C[V] von endlich-vielen Elementen f�, . . . , fs erzeugt. Indem man alle fi

als Summen von Charakteren ausdrückt, erhält man ein endliches Erzeugendensystem der
Halbgruppe S (Check!), die damit a�n ist. ⇤



�.�. KEGEL UND AFFINE TORISCHE VARIETÄTEN ��

�.�. Kegel und a�ne torische Varietäten
Die meisten der konvexgeometrischen Aussagen in [CLS] in diesem Abschnitt werden

dort nicht bewiesen. Die meisten Beweise geben wir hier, oder wenigstens die Idee. Der
Rest �ndet sich z.B. in meinem Skript über Konvexität oder im Buch von Barvinok.

Konvexe polyedrische Kegel. Es sei NR ein reeller Vektorraum und seiMR sein Dualraum.
Für ein lineares Funktionalm ∈ MR und u ∈ NR schreibenwir die Auswertung als bilineare
Paarung �m, u� ∶= m(u).

De�nition. Eine Teilmenge σ ⊂ NR heißt ein (konvexer) Kegel, wenn sie konvex ist, nicht
leer und λx ∈ σ für alle x ∈ σ und λ � � gilt. Ein Kegel σ heißt spitz (”strictly convex“
in [CLS]), falls σ ∩ (−σ) = {�} gilt. Die Dimension von σ , geschrieben dim(σ), ist die
Dimension des erzeugten Unterraums Span(σ).

Für m ∈ MR de�nieren wir

Hm = {u ∈ NR � �m, u� = �} ⊂ NR

H+m = {u ∈ NR � �m, u� � �} ⊂ NR.

Ist m ≠ �, so ist Hm eine Hyperebene und H+m ein abgeschlossener Halbraum. Die Hyper-
bene Hm heißt eine Stützhyperebene des Kegels σ , falls σ ⊂ H+m gilt.

De�nition. Es sei σ ⊂ NR ein Kegel. Der duale Kegel ist

σ∨ = �m ∈ MR � Für alle u ∈ σ gilt �m, u� � ��.

Für m ∈ MR � {�} gilt also m ∈ σ∨ genau dann, wenn Hm eine Stützhyperebene von σ ist.

Beispiel. Bild an der Tafel in R�.

Proposition (Bidualität). Es sei σ ⊂ NR ein abgeschlossener Kegel. Dann gilt

(σ∨)∨ = σ .
Beweisskizze. Die Bidualität ist eine Umformulierung desTrennungssatzes:Die Inklusion
σ ⊂ (σ∨)∨ ist klar. Ist umgekehrt u ∈ NR � σ , dann gibt es eine trennende Hyperebene,
d.h. eine Stützhyperebene H+m (m ∈ σ∨) mit u ∉ H+m. Damit also u ∉ (σ∨)∨. ⇤

De�nition. Zu jeder Teilmenge S ⊂ NR, sei Cone(S) der von S erzeugte Kegel, also der
kleinste Kegel, der S enthält. Ist S ⊂ NR endlich, so ist explizit

Cone(S) = ��
u∈S λuu � λu � �� ⊂ NR,

In diesem Fall heißt Cone(S) endlich erzeugt. Insbesondere ist Cone(�) = {�}.

De�nition. Ein Kegel σ ⊂ NR heißt polyedrisch, wenn er durch endlich-viele lineare Un-
gleichungen beschrieben ist, d.h. also, wenn es m�, . . . ,ms ∈ MR gibt derart, dass

σ = H+m� ∩�∩H+ms = �u ∈ NR � �mi , u� � � für i = �, . . . , s�.
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Beispiele.
(�) Der positive Orthant in Rn ist von den Standardbasisvektoren erzeugt. Er ist auch

polyedrisch (nämlich gleich H+e� ∩�∩H+en ).
(�) Jeder lineareUnterraumvonNR ist ein endlich erzeugterKegelwegen Span(v�, . . . , vn) =

Cone(±v�, . . . ,±vn).
(�) Ein Beispiel für einen nicht-polyedrischen Kegel ist die Eistüte

{(u, v ,w) ∈ R� � u� + v� � w�,w � �}.
(�) DasDual eines endlich erzeugten Kegels ist polyedrisch. Ist nämlich σ = Cone(S),

so gilt o�enbar

σ∨ = �m ∈ MR � �m, u� � � für alle u ∈ S�.

De�nition. Sei σ ⊂ NR ein Kegel. Eine Seite von σ ist der Schnitt mit einer Stützhyperebe-
ne, also eine Teilmenge τ der Form τ = Hm ∩ σ fürm ∈ σ∨. Wir schreiben kurz τ � σ . Eine
echte Seite ist eine, die nicht ganz σ ist.

Lemma �.�.�. Sei τ eine Seite eines Kegels σ . Dann ist τ konvex und für alle v ,w ∈ σ mit
v +w ∈ τ gilt v ,w ∈ τ.

Beweis. Leicht. Bild an der Tafel. ⇤
Diese Eigenscha� wird in der Konvexgeometrie gern als De�nition einer Seite her-

genommen (zum Beispiel in meinem Vorlesungsskript zur Konvexität). Seiten nach der
De�nition hier sind etwas spezieller und heißen dann exponierte Seiten.

Seiten von Codimension � (also von Dimension dim(σ) − �) heißen Facetten. Seiten
der Dimension � heißen Extremalstrahlen (oder Kanten). Jeder Extremalstrahl von σ ist
von der Form Cone(u), u ∈ σ � {�}. Ohne Beweis verwenden wir:

Satz (Satz von Krein-Milman). Jeder abgeschlossene spitze Kegel wird von der Menge seiner
Extremalstrahlen erzeugt. ⇤

Proposition �.�.�. Ein Kegel ist genau dann polyedrisch, wenn er endlich erzeugt ist. Das
Dual eines polyedrischen Kegels ist polyedrisch.

Beweisskizze. Sei σ polyedrisch. Reduziere zunächst auf den Fall, dass σ spitz ist (Übung).
Dann ist σ die konvexe Hülle seiner Extremalstrahlen nach dem Satz von Krein-Milman.
Aus der Beschreibung von σ durch endlich-viele Ungleichungen zeigt man, dass es nur
endlich viele Extremalstrahlen geben kann. Jeder Extremalstrahl wird von einem Vektor
erzeugt. Also ist σ endlich erzeugt.�

Ist umgekehrt σ = Cone(S)mit S ⊂ NR endlich, so ist σ∨ polyedrisch (siehe oben) und
damit endlich-erzeugt, wie gerade gesehen. Also ist σ = (σ∨)∨ polyedrisch. ⇤

Lemma �.�.�. Es sei σ ein polyedrischer Kegel.
(a) Jede Seite von σ ist selbst ein polyedrischer Kegel.

�Alternativ zu diesem Beweis kann man die sogenannte Fourier-Motzkin-Elimination verwenden, die
besagt, dass ein lineares Bild eines polyedrischen Kegels polyedrisch ist.
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(b) Der Schnitt von zwei Seiten von σ ist wieder eine Seite von σ .
(c) Eine Seite einer Seite von σ ist wieder eine Seite von σ .

Beweisskizze. (a) ist klar. (b) Sind τ�, τ� � σ , etwa τi = Hmi ∩ σ mitmi ∈ σ∨ (i = �, �), so gilt
τ� ∩ τ� = Hm�+m� ∩ σ . Für (c) muss man ein wenig arbeiten. (Es bietet sich zum Beispiel an,
zunächst die Umkehrung von Lemma �.�.� für polyedrische Kegel zu beweisen.) ⇤

Proposition �.�.�. Es sei σ ⊂ NR ein polyedrischer Kegel.
(a) Ist σ = H+m� ∩�∩H+ms für m�, . . . ,ms ∈ σ∨, so gilt σ∨ = Cone(m�, . . . ,ms).
(b) Ist dim σ = dimNR, dann gibt es m�, . . . ,ms wie in (a) derart, dass die Seiten Hmi ∩ σ

genau die Facetten von σ sind.
(c) Jede echte Seite ist der Durchschnitt aller Facetten, in denen sie enthalten ist.

Beweisskizze. (a) wird auch das Farkassche Lemma genannt. Es gilt σ = H+m� ∩ �H+ms =
Cone(m�, . . . ,ms)∨ und damit σ∨ = Cone(m�, . . . ,ms) nach Bidualität.

(b) und (c) Übung. ⇤

Beispiel �.�.�. Es sei σ = Cone(e�, e�, e�+e�, e�+e�) ⊂ R� (Bild).Wir ermitteln die Facetten
von σ und erhalten

σ∨ = Cone(e�, e�, e�, e� + e� − e�) ⊂ R�

(wobei wir R� mit seinem Dualraum identi�ziert haben). Die Gitterpunkte dieses Kegels
waren in Aufgabe � an der Reihe. Umgekehrt ermittelt man nun die Facetten von σ∨ und
erhält, gemäß Bidualität, genau σ zurück. Man beachte, dass die Umwandlung von der
Darstellung durch endlich viele Erzeuger in die durch Facettenungleichungen in diesem
Fall von Hand ziemlich einfach ist. Im allgemeinen ist das aber algorithmisch schwierig.

Sei τ � σ ⊂ NR, dann de�nieren wir

τ⊥ = {m ∈ MR � Für alle u ∈ τ∶ �m, u� = �}
τ∗ = {m ∈ σ∨ � Für alle u ∈ τ∶ �m, u� = �} = σ∨ ∩ τ⊥.

De�nition. Es sei σ ⊂ NR ein Kegel. Das relative Innere von σ ist das topologische Innere
von σ im Vektorraum Span(σ) und wird mit Relint(σ) bezeichnet.

In Aufgabe � zeigen wir die folgende Charakterisierung des relativen Inneren:

Relint(σ) = �u ∈ σ � Für alle m ∈ σ∨ � σ⊥∶ �m, u� > ��.

Beispiel. Bild an der Tafel dazu.

Zu jedem Punkt u ∈ σ gibt es eine eindeutig bestimmte Seite τ � σ mit u ∈ Relint(τ)
(vgl. Aufgabe �). Mit anderen Worten, es gilt

Lemma. Ein polyedrischer Kegel σ ist die disjunkte Vereinigung derRelint(τ)mit τ � σ . ⇤

Das folgende werden wir ohne Beweis verwenden: Zwischen den Seiten eines polyedri-
schen Kegels gibt es keine ”Dimensionslücken“.
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Lemma. Es sei σ ⊂ NR polyedrischer Kegel und τ � σ . Dann gibt es eine Kette

τ = τ� � τ� � � � τr−� � τr = σ
mit dim(σ) − dim(τi) = r − i. ⇤

Für allgemeine Kegel gilt das nicht. Die Eistüte in R� hat z.B. eindimensionale Seiten
und eine dreidimensionale, aber keine zweidimensionalen.

Proposition �.�.��. Es sei σ ein polyedrischer Kegel und τ eine Seite.
(a) τ∗ ist eine Seite von σ∨.
(b) Es gilt (τ∗)∗ = τ, und die Abbildung τ � τ∗ ist eine inklusionsumkehrende Bijektion

zwischen den Seiten von σ und denen von σ∨.
(c) Es gilt dim τ + dim τ∗ = dimNR.

Beweisskizze. (a) Für u ∈ Relint(τ) gilt τ∗ = σ∨ ∩Hu (Aufgabe �b).
(b) Aus τ� � τ� � σ folgt τ∗� � τ∗� � σ∨ per De�nition. Außerdem ist jede Seite von σ∨
von der Form τ∗ für eine Seite τ von σ (nach der Beschreibung in (a)). Weiter ist τ ⊂ τ∗∗
unmittelbar aus der De�nition. Damit gilt auch τ∗ ⊂ τ∗∗∗ ⊂ τ∗, also τ∗ = τ∗∗∗. Dies gilt für
beliebiges τ. Wegen Surjektivität von τ � τ∗ folgt also τ = τ∗∗.
(c) Betrachte eine maximale Kette von Seiten τ � τ� � � � τr = σ mit dim(σ) − dim(τi) =
r − i (nach Lemma oben). Nach Dualisieren ist die Kette σ∗ � τ∗r � � � τ∗ immer noch
maximal. Deshalb gilt dim τ∗−dim σ∗ = dim σ−dim τ und damit dim τ+dim τ∗ = dim σ+
dim σ∗ = dimSpan(σ) + dimSpan(σ)⊥ = dimNR. ⇤

Das folgende Lemma werden wir des ö�eren brauchen. Es ist nicht sehr schwer zu
beweisen, aber nicht mehr ganz so anschaulich wie die bisherigen Aussagen.

Lemma �.�.�� (Trennungslemma). Es seien σ�, σ� polyedrische Kegel in NR. Angenommen
τ = σ� ∩ σ� ist eine Seite von beiden. Dann gilt

τ = Hm ∩ σ� = Hm ∩ σ�
für jedes m ∈ Relint(σ∨� ∩ (−σ�)∨).
Beweis. Es gilt

σ∨� ∩ (−σ�)∨ = (σ� − σ�)∨.
(Check!) Seim ∈ Relint(σ∨� ∩ (−σ�)∨). Nach Aufgabe �(d) angewandt auf σ� − σ� schneidet
Hm die minimale Seite von σ� − σ� aus und es gilt

Hm ∩ (σ� − σ�) = (σ� − σ�) ∩ (σ� − σ�).

Behaupte ferner, dass
(σ� − σ�) ∩ (σ� − σ�) = τ − τ

gilt. Die Inklusion von rechts nach links ist klar wegen τ = σ�∩σ�. Für die andere Inklusion,
sei u ∈ (σ� − σ�) ∩ (σ� − σ�), etwa u = a� − a� = b� − b� mit a�, b� ∈ σ� und a�, b� ∈ σ�. Dann
folgt a� + b� = a� + b� ∈ τ und damit a�, b�, a�, b� ∈ τ, da τ eine Seite ist (Lemma �.�.�). Also
folgt u = a� − a� ∈ τ − τ, wie behauptet.
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Wir haben also Hm ∩ (σ� − σ�) = τ − τ bewiesen. Es folgt durch Schneiden mit σ�

Hm ∩ σ� = (τ − τ) ∩ σ� = τ,

wobei die zweite Gleichheit wiederum Lemma �.�.� verwendet: Sind u, v ∈ τ mit u − v =
w ∈ σ�, so folgt τ ∋ u = v +w mit v ,w ∈ σ�, also w ∈ τ. Analog sieht man Hm ∩ (−σ�) = −τ
und damit Hm ∩ σ� = τ. ⇤

Rationale polyedrische Kegel. Es seien nun M und N duale Gitter mit dazugehörigen
dualen Vektorräumen MR = N ⊗R und NR = N ⊗R.

De�nition. Ein polyedrischer Kegel σ ⊂ NR heißt rational, wenn es eine endlich Teilmen-
ge S von N mit σ = Cone(S) gibt.

Das folgende verwenden wir ohne Beweis:

Satz. Das Dual und alle Seiten eines rationalen polyedrischen Kegels sind rational. ⇤

Lemma. Es sei σ ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel und ρ � σ ein Extremalstrahl.
Dann wird die Halbgruppe ρ ∩ N von einem eindeutig bestimmten Element erzeugt.

Beweis. Die Gruppe N ∩ (ρ− ρ) ist eine diskrete Untergruppe von ρ− ρ = Span ρ ≅ R und
damit zyklisch. (Denn ist {�} ≠ Γ ⊂ R eine diskrete Untergruppe, dann gibt es x =min{y ∈
Γ � y > �}. Nun wird Γ von x erzeugt. Denn für y ∈ Γ, schreibe y = nx + z mit n ∈ Z und
� � z < x. Wegen z = y − nx ∈ Γ folgt z = �.) Wird also N ∩ (ρ − ρ) von u ∈ NR erzeugt, so
wird die Halbgruppe N ∩ ρ entwedet von u oder von −u erzeugt, da σ spitz ist. ⇤

Wir nennen den eindeutig bestimmten Erzeuger eines Extremalstrahls wie im Lemma
denHalbstrahlgenerator von ρ (”ray generator“ in [CLS]).

Lemma �.�.��. Ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel σ in NR wird von seinenHalbstrahl-
generatoren erzeugt.

Beweis. Sei S die (endliche) Menge aller Halbstrahlgeneratoren von σ . Nach dem Satz von
Krein-Milmanwird σ von seinen Extremalstrahlen erzeugt. Da die Extremalstrahlen selbst
rational sind, werden sie wiederum als Kegel von ihren Halbstrahlgeneratoren erzeugt. Es
folgt σ = Cone(S). ⇤

Es sei σ ein rationaler polyedrischer Kegel. Wir schreiben

Sσ = σ∨ ∩M .

Dieses Sσ ist eine Unterhalbgruppe von M.

Proposition �.�.�� (Lemma von Gordan). Es sei σ ein rationaler polyedrischer Kegel. Die
Halbgruppe Sσ ist endlich erzeugt und damit a�n.

Beweis. Sei T ⊂ M eine endliche Teilmenge mit σ∨ = Cone(T). Setze
K = ��

m∈T amm � � � am � ��.
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Da K kompakt ist, ist K ∩M endlich. Behaupte, dass Sσ von T ∪ (K ∩M) erzeugt wird. Sei
dazu w ∈ Sσ und schreibe w = ∑m∈T amm mit am � �. Dann gilt

w = �
m∈T�am�m + �m∈T(am − �am�)m,

wobei �⋅� die übliche Abrundungsfunktion R → Z ist. Nun liegt der rechte Summand in
K ∩M und die Behauptung folgt. ⇤

Beachte, dass Sσ (im Unterschied zu σ) in der Regel nicht von den Halbstrahlgenera-
toren erzeugt wird.

Beispiel. Die Voraussetzung, dass σ rational sei, ist entscheidend. Es sei τ eine irrationale
reelle Zahl und

σ = �(a, b) ∈ R� � a � � und b � τa�.

Dann ist σ ∩N� keine endlich-erzeugte Halbgruppe. (Aufgabe ��).

Lemma. Für jede endliche Teilmenge S ⊂ M gilt rkZS = dimR(Span(S)).

Beweis. Per De�nition ist MR = M ⊗Z R. Mit ZS ≅ Zr für r = rkZS folgt Span(S) ≅
Zr ⊗Z R ≅ Rr. ⇤

Auch hier beachte man, dass die Aussage des Lemmas nur wegen der Voraussetzung
S ⊂ M (und nicht nur S ⊂ MR) richtig ist. Zum Beispiel erzeugt S = {�, π} ⊂ R eine freie
Untergruppe vom Rang � in R (die demnach nicht diskret ist).

Nun seit langem mal wieder was über torische Varietäten:

Satz �.�.��. Es sei σ ⊂ NR ein rationaler polyedrischer Kegel mit Halbgruppe Sσ . Dann ist

Uσ = Spec(C[Sσ])

eine a�ne torische Varietät. Außerdem sind äquivalent:

(i) dimUσ = dimNR.
(ii) Der Torus von Uσ ist TN = N ⊗Z C∗.
(iii) σ ist spitz.

Beweis. Dass Uσ eine torische Varietät ist, wissen wir nach dem Lemma von Gordan und
dem Hauptergebnis über torische Varietäten (Satz �.�.��).

Es sei n = dimNR. Um die Äquivalenz von (i)–(iii) zu beweisen, betrachte stattdessen:
(i’) dimUσ = n
(ii’) rkZSσ = n
(iii’) dim σ∨ = n.

Die Äquivalenz von (i’) und (ii’) ist einfach die Aussage, dass die Dimension einer tori-
schen Varietät mit der Dimension ihres Torus und damit mit dem Rang des Charaktergit-
ters ZSσ übereinstimmt. Die Äquivalenz von (ii’) und (iii’) folgt aus dem obigen Lemma.
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Nach Aufgabe � gilt (iii)⇔(iii’). Zeigen nun noch, dass (ii)⇔(ii’). Behaupte zunächst,
dassM�ZSσ torsionsfrei ist. Seim ∈ M und angenommen es gibt k > �mit km ∈ ZSσ , etwa
km = m� −m� mit m�,m� ∈ Sσ = σ∨ ∩M. Dann gilt

m +m� =
�
k
m� +

k − �
k

m� ∈ σ∨,
da σ∨ konvex ist. Damit folgtm = (m�+m�)−m� ∈ ZSσ . Also istM�ZSσ torsionsfrei. Dies
zeigt: Der Torus von Uσ ist gleich TN genau dann, wenn M = ZSσ gilt und dies wiederum
genau dann, wenn rkZSσ = n. ⇤

Im Moment ist noch nicht recht erkennbar, welche Rolle das Dualisieren spielt, also
warumwir nicht direkt von σ∨ ausgehen anstatt von σ . Das wird später klar werden, wenn
wir uns ans Verkleben machen.

De�nition. Ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in NR heißt simplizial, wenn seine
Halbstrahlgeneratoren über Q (äquivalent über R) linear unabhängig sind. Er heißt glatt
oder regulär, wenn sich dieHalbstrahlgeneratoren zu einerZ-Basis vonN ergänzen lassen.

Beispiel �.�.��. Es sei σ = Cone(e�, e�, e� + e�, e� + e�) ⊂ NR = R� mit N = Z�. Dann haben
wir in den Übungen gesehen, dass Uσ die a�ne torische Varietät V(xy − zw) ist. Beachte,
dass σ nicht simplizial ist (schon gar nicht glatt).

Beispiel �.�.��. Sei � � r � n und σ = Cone(e�, . . . , er) ⊂ Rn. Dieser Kegel ist glatt und

σ∨ = Cone(e�, . . . , er ,±er+�, . . . ,±en)
ist die zugehörige a�ne torische Varietät (Check!).

Uσ = Spec�C[x�, . . . , xr , x±�r+�, . . . , x±�n ]� = Cr × (C∗)n−r .
Beispiel �.�.��. Sei d > � eine natürliche Zahl und σ = Cone(de� − e�, e�) ⊂ R�. Der duale
Kegel ist σ∨ = Cone(e�, e� + de�). Die a�ne Halbgruppe Sσ wird von den Gitterpunkten
(�, i) für � � i � d erzeugt. (Bild). (Aufgabe ��)

Die zugehörige a�ne torische Varietät Uσ ist der Abschluss des Bildes von

Φ∶� (C
∗)� → Cd+�
(s, t) � (s, st, st�, . . . , std)

Diese Varietät ist isomorph zum rationalen Normalenkegel in Cd+�, der durch das Ver-
schwinden aller � × �-Minoren der Matrix

�x� x� � xd−� xd−�
x� x� � xd−� xd .

�

gegeben ist. Die Kegel σ und σ∨ sind simplizial, aber nicht glatt.

De�nition. Ein Elementm ≠ � in einer a�nenHalbgruppe S heißt irreduzibel, wenn eine
Darstellung m = m′ +m′′ mit m′,m′′ ∈ S nur für m′ = � oder m′′ = �möglich ist.

Proposition �.�.��. Es sei σ ⊂ NR ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel mit nicht-leerem
Inneren und sei Sσ = σ∨ ∩M. SeiH die Menge aller irreduziblen Elemente in Sσ . Es gelten:
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(a) H ist endlich und erzeugt Sσ .
(b) H enthält die Halbstrahlgeneratoren von σ∨.
(c) H ist das minimale Erzeugendensystem von Sσ .

Beweis. Nach Aufgabe � ist σ∨ spitz. Es gibt also u ∈ σ ∩ N derart, dass �m, u� > � für alle
m ∈ σ∨ � {�}. Ist nun m ∈ Sσ nicht irreduzibel, etwa m = m′ +m′′ mit m′,m′′ ∈ Sσ � {�},
dann folgt

�m, u� = �m′, u� + �m′′, u�
mit � < �m′, u� < �m, u� und � < �m′′, u� < �m, u�. Da alle diese Werte ganzzahlig sind,
können wir Induktion nach �m, u�machen und schließen, dass jedes Element von Sσ eine
Summe von irreduziblen Elementen ist. (b) bedeutet einfach, dass jeder Halbstrahlgenera-
tor irreduzibel ist (Übung). (c) Es ist o�ensichtlich, dass H in jedem Erzeugendensystem
von Sσ enthalten ist. ⇤

De�nition. Die Menge H aller irreduziblen Elemente wird die Hilbert-Basis von Sσ ge-
nannt, ihre Elemente dieminimalen Erzeuger.
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�.�. Eigenscha�en a�ner torischer Varietäten
Es sei S eine a�neHalbgruppe undV = Spec(C[S]) die zugehörige a�neVarietät.Wir

wollen die Punkte von V und die Operation des Torus auf V mit Hilfe von S verstehen.
Erinnerung: Als abstrakte Varietät ist V einfach die Menge Hom(C[S],C). Fassen wir

den Punkt p ∈ V als Homomorphismus p∶C[S]→ C auf, so ist χm(p) de�niert als p(χm)!
Sei p ∈ V ein Punkt. De�niere einen Homomorphismus γp∶ S → C von Halbgruppen

durch γp(m) = χm(p) fürm ∈ S. Dabei fassen wir χm auf als Element von C[S] und damit
als reguläre Funktion auf V . Außerdem fassen wir C als multiplikative Halbgruppe auf.

Wir geben zu p � γp die Umkehrabbildung an: Sei γ∶ S → C ein Halbgruppenhomo-
morphismus. Da die χm,m ∈ M, eine Basis vonC[S] alsC-Vektorraumbilden, erhaltenwir
eine surjektive lineare AbbildungC[S]→ C durch∑m∈S am χm � ∑m∈S amγ(m). Diese Ab-
bildung ist einHomomorphismus vonC-Algebren, also einPunkt vonV = Hom(C[S],C),
den wir mit pγ bezeichnen.

Proposition �.�.�. Es sei S eine a�ne Halbgruppe und V = Spec(C[S]). Die Abbildung
p � γp ist eine Bijektion von V auf die Menge der Halbgruppenhomomorphismen S → C.

Beweis. Dass die beiden Abbildungen p � γp und γ � pγ zueinander invers sind, sieht
man durch bloßes Symbolgeschiebe: Für γ∶ S → C gilt γpγ(m) = χm(pγ) = γ(χm) = γ(m),
also γpγ = γ. Sei umgekehrt p ∈ V ein Punkt aufgefasst als Homomorphismus p∶C[S]→ C.
Dann ist (χm)(pγp) = γP(χm) = χm(p) für alle m ∈ M, also p = pγp . ⇤

Wenn wir uns eine Einbettung der torischen Varietät Spec(C[S]) verscha�en, dann
sieht diese Korrespondenz folgendermaßen aus: Es sei S ⊂ M und A = {m�, . . . ,ms} ein
Erzeugendensytem von S. Dann ist alsoV ≅ YA ⊂ Cs. Sei γ∶ S → C einHalbgruppenhomo-
morphismus und betrachte den Punkt p = (γ(m�), . . . , γ(ms)). Dann gilt p ∈ YA. Denn
nach Prop. �.�.� reicht es dafür zu zeigen, dass die Binome xα − yβ in p verschwinden, für
alle Paare von Exponenten α = (a�, . . . , as), β = (b�, . . . , bs) ∈ Ns mit

s
�
i=� aimi =

s
�
i=� bimi .

Da γ ein Halbgruppenhomomorphismus ist, folgt dies aus
s
�
i=� γ(mi)ai = γ�

s
�
i=� aimi) = γ�

s
�
i=� bimi) =

s
�
i=� γ(mi)bi .

Für diesen Punkt p gilt γ = γp (Check!).
Als nächstes beschreiben wir die Toruswirkung auf V . Für YA ⊂ Cs ist der Torus ja

einfach YA∩(C∗)s und die Operation ist induziert durch die von (C∗)s aufCs. Intrinsisch
geht das jetzt so: Sei t ∈ TN und sei p ∈ V . Dann gilt γt⋅p(m) = χm(t ⋅ p) = χm(t)χm(p) =
χm(t)γp(m). Damit haben wir den Punkt t ⋅ p als Halbgruppenhomomorphismus be-
stimmt. Diese Beschreibung werden wir später benuzten.

De�nition. Eine a�ne Halbgruppe S ⊂ M heißt spitz, wenn S ∩ (−S) = {�} gilt, d.h. also
wenn S keine invertierbaren Elemente außer � besitzt.
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Proposition �.�.�. Es sei V eine a�ne torische Varietät.
(a) Die Operation des Torus TN auf V hat genau dann einen Fixpunkt, wenn S spitz ist. In

diesem Fall ist der Fixpunkt durch den Halbgruppenhomomorphismus

m � � � m = �
� m ≠ �

gegeben.
(b) Ist V = YA fürA ⊂ S � {�}, so hat die Operation des Torus genau dann einen Fixpunkt,

wenn � ∈ YA gilt, und in diesem Fall ist � der eindeutige Fixpunkt.

Beweis. Es sei p ∈ V . Genau dann ist p ein Fixpunkt, wenn t ⋅ p = p für alle t ∈ TN gilt. Dies
bedeutet gerade γt⋅p(m) = χm(t)γp(m) = γp(m) für alle m ∈ M. Für m = � ist diese Glei-
chung immer erfüllt. Für m ≠ � gibt es immer t ∈ TN mit χm(t) ≠ �, so dass die Gleichung
genau für γp(m) = � erfüllt ist. Andererseits ist die Abbildung γ∶m � � für alle m ≠ �
und � � � genau dann ein Halbgruppenhomomorphismus, wenn S spitz ist. (Denn sonst
enthält S eine Einheit, die nicht auf � abgebildet werden kann.) Das beweist (a). Ist V = YA
mit � ∉ A = {m�, . . . ,ms}, so korrespondiert mit γ der Punkt (γ(m�), . . . , γ(ms)) = �.
Andererseits ist � der Fixpunkt der Operation von (C∗)s auf Cs. ⇤

De�nition. Eine a�ne Halbgruppe S ⊂ M heißt saturiert (inM), wenn folgendes gilt: Für
alle ganzen Zahlen k > � und alle m ∈ M folgt aus km ∈ S bereits m ∈ S.

Beispiel. Ist σ ⊂ NR ein polyedrischer Kegel, so ist Sσ = σ∨ ∩M saturiert.

De�nition. Zur Erinnerung: Eine irreduzible a�ne Varietät V heißt normal, wenn ihr
KoordinatenringC[V] ganz abgeschlossen ist. Dies bedeutet: Gibt es ein normiertes Poly-
nom P ∈ C[V][X] und ist f ∈ C(V) = Quot(C[V]) eine rationale Funktion mit P( f ) = �
in C(V), so gilt f ∈ C[V].

Die De�nition ist, vorsichtig ausgedrückt, geometrisch unintuitiv. Sie bedeutet aber,
dass die Singularitäten von V nicht allzu schlimm sein dürfen. Aus Normalität folgt ins-
besondere, dass der singuläre Ort von V mindestens Codimension � in V hat. (V hat also
keine ”Knicke“). Die Umkehrung gilt allerdings nicht.

Beispiele.
(�) Jeder faktorielle Ring ist ganz abgeschlossen. Deswegen ist jede Varietät mit fak-

toriellem Koordinatenring normal, z.B. Cs.
(�) Nach obiger Bemerkung ist eine Kurve genau dann normal, wenn sie glatt ist. Die

Kurve V ∶ y� = x� in C� ist nicht normal, denn sie hat eine Singulärität in (�, �).
Tatsächlich ist C[V] = C[x , y]�(y� − x�) nicht ganz abgeschlossen. Denn y�x ∈
C(V) liegt nicht in C[V]; andernfalls müsste es f , g ∈ C[x , y] geben mit y− x f =
g ⋅(y�−x�), was ersichtlich unmöglich ist. Aber y�x erfüllt die Ganzheitsgleichung

(y�x)� = x in C(V),

ist also eine Nullstelle des normierten Polynoms P(X) = X� − x ∈ C[V][X].
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Zur Übung/Erinnerung machen wir das folgende kleine Lemma:

Lemma. Es sei A ein Integritätsring und D ⊂ A eine mulitplikative Teilmenge. Ist A ganz
abgeschlossen, so auch die Lokalisierung AD = {a�b � b ∈ D}.

Beweis. Es sei a�b ∈ Quot(A)mit a, b ∈ Aund es gebe ein normiertes Polynom P ∈ AD[X]
mit P(a�b) = �, etwa P = Xn +∑n−�

i=�(ai�di)X i . Betrachte die Gleichung

�a
b
�
n

+ an−�
dn−��

a
b
�
n−�
+� + a�

d�
= �.

Multiplikation mit d = (dn−��d�)n ergibt eine Gleichung
�ad
b
�
n

+ an−�d′n−��adb �
n−�
+� + a�d′� = �.

für gewisse d′n−�, . . . , d′� ∈ D. Da A ganz abgeschlossen ist, folgt ad�b ∈ A, also a�b =
(ad�b)(��d) ∈ AD. ⇤

Beispiel. Damit ist gezeigt, dass jeder Torus normal ist, denn für T = (C∗)n gilt C[T] =
C[x�, . . . , xn]x��xn (also D = {(x��xn)k � k � �} im Lemma).

Satz �.�.�. Es sei V eine a�ne torische Varietät zum Torus TN mit Charaktergitter M.
Äquivalent sind:
(a) V is normal.
(b) Es gibt eine saturierte a�ne Halbgruppe S ⊂ M mit V = Spec(C[S]).
(c) Es gibt einen spitzen polyedrischen Kegel σ ⊂ NR mit V = Spec(C[Sσ]).

Beweis. Nach Satz �.�.�� und Prop. �.�.�� gibt es eine a�ne Halbgruppe S ⊂ M mit M = ZS
und V = Spec(C[S]). Nach dem Beweis von �.�.�� gilt dabei S = {m ∈ M � χm ∈ C[V]}.

(a)⇒(b): Es sei V normal, also C[V] = C[S] ganz abgeschlossen. Es gelte km ∈ S
für k > � und m ∈ M. Dann ist χm ∈ C(V) = Quot(C[TN]) (da TN ⊂ V Zariski-o�en
ist). Wegen km ∈ S gilt χkm ∈ C[V]. Nun erfüllt χm die Ganzheitsgleichung Xk − χkm ∈
C[V][X]. Also folgt χm ∈ C[V] und damit m ∈ S. Also ist S saturiert.

(b)⇒(c): Es sei A ⊂ S ein endliches Erzeugendensystem von S. Aus rkZA = n folgt
dim(Cone(A) = n (nach dem Lemma vor �.�.��). Deshalb ist der rationale polyedrische
Kegel σ = Cone(A)∨ ⊂ NR nach Aufgabe � spitz. Da S = NA saturiert ist, gilt außerdem
S = cone(A) ∩M = σ∨ ∩M nach Aufgabe ��.

(c)⇒(a): Wir müssen zeigen, dass C[Sσ] ganz abgeschlossen ist. Seien ρ�, . . . , ρr die
Extremalstrahlen von σ . Da der Kegel σ spitz ist, wird er von seinen Extremalstrahlen
erzeugt (Krein-Milman) und es gilt damit

σ∨ = r
�
i=� ρ∨r .

Nach Schneiden mit M folgt Sσ = �r
i=� Sρ i und daraus

C[Sσ] =
r
�
i=� C[Sρ i ] ⊂ C[M].
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Wenn alleC[Sρ i ] ganz abgeschlossen sind, dann auchC[Sσ]. Es genügt also zu zeigen, dass
C[Sρ] für einen Extremalstrahl ρ ganz abgeschlossen ist. Sei uρ ∈ ρ ∩ N der Halbstrahlge-
nerator von ρ. Nach dem nachfolgenden Lemma besitzt N eine Gitterbasis e�, . . . , en mit
e� = uρ. Bezüglich dieser Basis gilt dann also ρ = Cone(e�) und damit

C[Sρ] = C[x�, x±�� , . . . , x±�n ].
Damit istC[Sρ] = C[x�, . . . , xn]x��xn eine Lokalisierung eines ganz abgeschlossenen Rings
und deshalb ganz abgeschlossen. ⇤

Lemma. Es sei N ein Gitter. Ist N� ⊂ N ein Teilgitter derart, dass N�N� torsionsfrei ist, so
besitzt N� ein Komplement in N, d.h. es gibt ein Teilgitter N� ⊂ N mit N = N� ⊕ N�.
Insbesondere: Ist u ∈ N mit (��k) ⋅u ∉ N für alle k > �, so besitzt N eine Gitterbasis e�, . . . , en
mit e� = u.

Beweis. Wähle eine Gitterbasis e�, . . . , er von N�N� und seien f�, . . . , fr ∈ N mit π( fi) = ei .
De�niere φ∶N�N� → N durch φ(ei) = fi und setze N� = im(φ). Beachte, dass π(φ(v)) = v
für alle v ∈ N�N� gilt. Dann ist N� ein Teilgitter mit N = N� ⊕ N�. Denn N� ∩ N� = {�} ist
klar nach De�nition. Und ist u ∈ N , so gilt u − φ(π(u)) ∈ ker(π) = N�, also�

u = (u − φ(π(u))) + φ(π(u)) ∈ N� + N�.

Für den Zusatz, beachte dass die Voraussetzung an u ∈ N gerade besagt, dass N�Zu torsi-
onsfrei ist. Also besitzt Zu ein Komplement in N , für dass wir eine Gitterbasis e�, . . . , en
wählen können. ⇤

Beispiel. Die Kurve V = V(y�−x�) ist als YA fürA = {�, �} ⊂ Z gegeben. Hier istZA = Z,
aber NA � Cone(A) ∩Z = N, was nochmals zeigt, dass V nicht normal ist.

Beispiel �.�.�. InAufgabe � habenwir gesehen, dass die a�ne torischeVarietätV = V(xy−
zw) genau Uσ für σ = Cone(e�, e�, e� + e�, e� + e�) ist. Der vorangehende Satz zeigt damit,
dass V normal ist.

Beispiel �.�.�. Aus Aufgabe �� sieht man, dass der Abschluss des Bildes von

Φ∶� (C
∗)� → Cd+�
(s, t) � (s, st, st�, . . . , std)

in Cd+� genau die Varietät Uσ für σ = Cone(de� − e�, e�)mit σ∨ = Cone(e�, e� + de�) ⊂ R�

ist. Gleichungen für diese Varietät sind die � × �-Minoren der Matrix

�x� x� � xd−� xd−�
x� x� � xd−� xd

� ,

�Kurz und bündig sagen die Algebraiker das gern so: Die kurze exakte Sequenz

� // N� // N π // N�N� // � .

spaltet, da N�N� torsionsfrei ist. D.h. es gibt φ∶N�N� → N mit π ○φ = idN�N� . Daraus folgt N ≅ N�⊕ im(φ).
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also die Polynome xi−�x j − xix j−� für i , j = �, . . . , d. Da die Gleichungen homogen sind,
ist Uσ ein Kegel (im Sinn der algebraischen, nicht der konvexen Geometrie) und heißt
rationale Normalenkegel. Nach obigem Satz ist er tatsächlich normal.

Dieselbe Varietät V hat noch eine andere Parametrisierung, nämlich

ΦA∶� (C∗)� → Cd+�
(s, t) � (sd , sd−�t, . . . , std−�, td)

(Check!) gegeben durch A = {(d , �), (d − �, �), . . . , (�, d)} ⊂ Z� (vgl. auch Aufgabe �). Es
sieht zunächst so aus, als ob A für d � � nicht alle Gitterpunkte im aufgespannten Kegel
σ∨ = Cone(e�, e�) erzeugt. Man muss aber beachten, dass sich alle Aussagen auf das Gitter
M = ZA beziehen, und das ist in diesemFall das Teilgitter {(i , j) ∈ Z��i ≡ − j mod d} ⊂ Z�.
Bezüglich dieses Gitters gilt tatsächlich NA = σ∨ ∩M.

Nach den normalen wenden wir uns nun den glatten Varietäten zu.

De�nition. Es sei V eine irreducible a�ne Varietät. Ein Punkt p ∈ V entspricht einem
maximalen Ideal mp von C[V]. Der (Zariski-)Tangentialraum von V im Punkt p ist der
Dualraum des endlich-dimensionalen Vektorraums mp�m�

p und wird mit Tp(V) bezeich-
net. Der Punkt p heißt glatt (oder nicht-singulär), wenn dimTp(V) = dimV gilt. Die
Varietät V heißt glatt, wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt ist.

Proposition. Jede glatte Varietät ist normal.

Beweis. Dies wird in der algebraischen Geometrie üblicherweise durch die algebraische
Charakterisierung von Glattheit (bzw. Regularität) über reguläre lokale Ringe bewiesen,
von denen man zeigt, dass sie faktoriell und damit ganz abgeschlossen sind. ⇤

Lemma �.�.��. Es sei σ ⊂ NR ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel mit nicht-leerem
Innern und seiH die Hilbert-Basis von Sσ ⊂ M. Sei Uσ die zugehörige torische Varietät und
pσ ∈ Uσ der eindeutige Fixpunkt von Uσ unter der Toruswirkung. Dann gilt

dimTpσ(Uσ) = �H�.

Beweis. Nach Aufgabe �� besitzt Uσ einen eindeutigen Fixpunkt pσ , da σ spitz mit nicht-
leerem Innern ist, und für dessen maximales Idealm = mpσ gilt

m = �χm �m ∈ Sσ � {�}�.

Nun gilt fürm als C-Vektorraum aufgrund der linearen Unabhängigkeit der Charaktere

m =�
m≠�Cχm = �

m irreduzibel
Cχm ⊕ �

�≠m reduzibel
Cχm = ��

m∈HCχm�⊕m�.

Wegen Tpσ = �m�m��∗ folgt dimTpσ = dim(m�m�) = �H�. ⇤
Erinnerung: Ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel σ heißt glatt, wenn sich seine

Halbstrahlgeneratoren zu einer Gitterbasis ergänzen lassen. Das heißt gerade, dass wir die
Koordinaten so einrichten können, dass σ = Cone(e�, . . . , er) ⊂ Rn und damit

σ∨ = Cone(e�, . . . , er , e±�r+�, . . . , e±�n ) ⊂ Rn
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gelten. Die Varietät Uσ ist dann einfach isomorph zu (C)r × (C∗)n−r (vgl. Bsp. �.�.��). Wir
zeigen nun, dass es keine weiteren glatten a�nen torischen Varietäten gibt.

Satz �.�.��. Es sei σ ⊂ NR ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel. Genau dann ist Uσ glatt,
wenn σ glatt ist. Alle glatten a�nen torischen Varietäten sind von dieser Form.

Beweis. Die eine Richtung haben wir gesehen. Für die andere, sei V eine glatte a�ne to-
rische Varietät. Da glatte Varietäten normal sind, können wir V = Uσ für einen spitzen
rationalen polyedrischen Kegel σ ⊂ NR annehmen. Es sei n = dimUσ = dimNR.

Wir nehmen zunächst an, dass auch dim σ = n gilt, d.h. also, dass σ nicht-leeres In-
neres hat. Da der eindeutige Fixpunkt pσ von Uσ ein glatter Punkt ist, hat der Tangenti-
alraum Tpσ(Uσ) die Dimension n. Nach Lemma �.�.�� ist n damit auch die Mächtigkeit
der HilbertbasisH von Sσ = σ∨ ∩M. DaH alle Halbstrahlgeneratoren enthält, hat σ∨ also
höchstens n verschiedene Extremstrahlen. Andererseits ist σ∨ spitz mit nicht-leerem Inne-
ren (da dasselbe für σ gilt) und hat damit auch mindestens n Extremalstrahlen. (Denn σ∨
wird von seinen Extremalstrahlen erzeugt.) Also hat σ∨ genau n Extremalstrahlen undH
besteht aus deren Halbstrahlgeneratoren. Da M = ZSσ gilt und M den Rang n hat, bilden
die Halbstrahlgeneratoren damit eine Basis von M. Also ist σ∨ von den Elementen einer
Gitterbasis erzeugt und ebenso σ , so dass beide glatt sind.

Es gelte nun dim σ = r < n. Wir reduzieren auf den vorigen Fall wie folgt: Es sei N� =
span σ ∩ N . Da N� o�enbar saturiert ist, besitzt N� ein Komplement N� ⊂ N , also N =
N� ⊕ N�. Es gilt rkN� = r und rkN� = n − r. Da σ nun sowohl in (N�)R als auch NR liegt,
erhalten wir zwei zugehörige torische Varietäten Uσ ,N� bzw. Uσ ,N der Dimenison r bzw. n.
Für die entsprechenden a�nen Halbgruppen in M = M� ⊕M� gilt

Sσ ,N = Sσ ,N� ⊕M�

und damit
C[Sσ ,N] ≅ C[Sσ ,N�]⊗C C[M�].

Die rechte Seite ist dabei der Koordinatenring von Uσ ,N� × TN� . Es gilt also

Uσ ,N ≅ Uσ ,N� × TN� ≅ Uσ ,N� × (C∗)n−r ⊂ Uσ ,N� ×Cn−r .
DaUσ ,N glatt ist, folgt nun, dass auchUσ ,N� glatt seinmuss (Check!). Nach demoben disku-
tierten Fall ist σ also ein glatter Kegel in (N�)R und damit auch inNR = (N�)R⊕(N�)R. ⇤

De�nition �.�.��. Seien S�, S� a�ne Halbgruppen und Vi = Spec(C[Si]) die zugehörigen
a�nen torischen Varietäten. Ein Morphismus φ∶V� → V� heißt torisch, wenn der indu-
zierte Homomorphismus φ∗∶C[S�]→ C[S�] durch einen Halbgruppenhomomorphismus
φ̂∶ S� → S� (durch lineare Ausdehnung) gegeben ist.

Proposition �.�.��. Es seien V�,V� a�ne torische Varietäten mit Tori T�, T�.
(a) Ein Morphismus φ∶V� → V� ist genau dann torisch, wenn φ(T�) ⊂ T� gilt und die Ein-

schränkung φ∶T� → T� ein Gruppenhomomorphismus ist.
(b) Ein torischer Morphismus ist äquivariant, das heißt für alle t ∈ T� und p ∈ V� gilt

φ(t ⋅ p) = φ(t) ⋅ φ(p).
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Beweis. Es sei Mi = ZSi das Charaktergitter von TNi . Ein Halbgruppenhomomorphismus
φ̂∶ S� → S� setzt sich dann fort zu einem Homomorphismus φ̂∶M� → M� und wir erhalten
ein kommutierendes Diagramm

C[S�]

✏✏

φ∗
// C[S�]

✏✏
C[M�] // C[M�].

Der Übergang zu denVarietäten zeigt direkt φ(T�) ⊂ T�. Außerdem sehenwir, dass φ∶T� →
T� aufgrund der Identi�kation Ti = HomZ(Mi ,C∗) (Aufgabe �) ein Gruppenhomomor-
phismus ist, nämlich gegeben durch α � α ○ φ̂ für α ∈ HomZ(M�,C∗).

Ist umgekehrt φ∶V� → V� ein Morphismus, der auf einen Gruppenhomomorphismus
φ∶T� → T� einschränkt, dann induziert das ein Diagramm wie oben, wobei die Abbildung
C[M�] → C[M�] durch einen Gruppenhomorphismus φ̂∶M� → M� induziert ist. Wegen
φ(C[S�]) ⊂ φ(C[S�]) schränkt dieser auf einenHalbgruppenhomomorphismus φ̂∶ S� → S�
ein. Damit ist (a) bewiesen.

Für (b), sei φ∶V� → V� torisch und sei Φi ∶Ti ×Vi → Vi die Operation des Torus. Äqui-
varianz bedeutet nun gerade, dass das Diagramm

T� ×V�
Φ� //

φ×φ
✏✏

V�

φ
✏✏

T� ×V�
Φ� // V�

kommutiert. Dies ist o�enbar, wenn man überall auf Ti einschränkt, da φ dann nach Vor-
aussetzung ein Gruppenhomomorphismus ist undΦi eine Gruppenoperation. Da Ti in Vi

Zariski-dicht ist, muss das Diagramm damit kommutieren. ⇤

Wir übersetzen die Aussage in polyedrische Kegel: Es seien σi ⊂ (Ni)R spitze rationale
polyedrische Kegel (i = �, �) und sei φ∶N� → N� einHomomorphismus vonGittern.Wegen
TNi = Ni ⊗Z C∗ (per De�nition), induziert φ einen Homomorphismus φ∶TN� → TN� durch
∑ ai ⊗ui � ∑ ai ⊗φ(ui). Analog gilt (Ni)R = Ni ⊗Z R, so dass φ auch zu einer Abbildung
φR∶ (N�)R → (N�)R zwischen den umgebenden Vektorräumen fortsetzt.

Proposition �.�.��. Es seien σi ⊂ (Ni)R spitze rationale polyedrische Kegel (i = �, �) und sei
φ∶N� → N� ein Homomorphismus von Gittern. Die induzierte Abbildung φ∶TN� → TN� setzt
sich genau dann zu einem torischen Morphismus φ∶Uσ� → Uσ� fort, wenn φR(σ�) ⊂ σ� gilt.

Beweis. Zur Abbildung φ∶N� → N� zwischen den Einparametergittern gehört eine duale
Abbildung φ∗∶M� → M� zwischen den Charaktergittern. Genau dann gilt φR(σ�) ⊂ σ�,
wenn φ∗R(σ∨� ) ⊂ σ∨� (denn für u ∈ σ� und m ∈ σ∨� gilt �φ∗Rm, u� = �m, φRu�). Dies wieder-
um ist genau dann der Fall, wenn φ∗ zu einem Halbgruppenhomomorphismus Sσ� → Sσ�
einschränkt. Nach �.�.�� ist dies wiederum dazu äquivalent, dass φ∶TN� → TN� zu einem
torischen Morphismus φ∶Uσ� → Uσ� fortsetzt. ⇤
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Proposition �.�.��. Es sei σ ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in NR und sei τ =
Hm ∩ σ für m ∈ σ∨ ∩M eine Seite von σ . Dann gilt

C[Sτ] = C[Sσ]χm .

Beweis. Wir zeigen, dass
Sτ = Sσ +Zm

gilt, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. Aus der Inklusion τ ⊂ σ folgt nach Duali-
sieren Sσ ⊂ Sτ. Da m auf τ verschwindet, gilt außerdem ±m ∈ τ∨ und damit Sσ +Zm ⊂ Sτ.
Für die Umkehrung, sei m′ ∈ Sτ und wähle S ⊂ N endlich mit σ = Cone(S). Setze

r =max
u∈S {��m′, u��} ∈ N.

Für alle u ∈ τ gilt dann �m′ + rm, u� = �m′, u� � � und für u ∈ S, u ∉ τ, gilt �m, u� > � und
damit ebenfalls �m′ + rm, u� = �m′, u� + r�m, u� > �. Also gilt m′ + rm ∈ Sσ und damit
m′ ∈ Sσ +Zm. ⇤

In Verbindung mit �.�.�� zeigt das: Die Identität N → N zusammen mit der Inklusion
τ ⊂ σ induziert einen torischen Morphismus Uτ → Uσ , der der Inklusion C[Sσ] ⊂ C[Sτ]
entspricht. Nach �.�.�� entspricht Uτ der o�enen Teilmenge {p ∈ Uσ � χmp ≠ �}.
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�. PROJEKTIVE TORISCHE VARIETÄTEN

�.�. Projektive Varietäten
Erinnerung andieGrundlagen:Wir schreibenPn für den komplexenprojektivenRaum,

dieMenge aller Ursprungsgeraden inCn+�. Es ist eine Abbildung π∶Cn+��{�}→ Pn durch
a � Ca gegeben. Für a = (a�, . . . , an) ∈ Cn+� � {�} schreiben wir (a� ∶ � ∶ an) für den
Punkt π(a) ∈ Pn. Es gilt also (a� ∶ � ∶ an) = (b� ∶ � ∶ bn) genau dann, wenn es λ ∈ C∗ gibt
mit (a�, . . . , an) = λ ⋅ (b�,�, bn).

Es gibt eine Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Untervarietäten von Pn und
Idealen in C[x�, . . . , xn], die der im A�nen sehr ähnlich ist, nur dass alle Polynome und
Ideale homogen sein müssen. Ein homogenenes Polynom f ∈ C[x�, . . . , xn] vom Grad
d erfüllt f (λa) = λd f (a) für alle λ ∈ C und a ∈ Cn+�. Für p ∈ Pn ist damit f (p) = �
oder f (p) ≠ � wohlde�niert, obwohl f nicht ohne weiteres als Funktion auf Pn aufgefasst
werden kann. Einem Ideal I ⊂ C[x�, . . . , xn] entspricht die projektive Nullstellenmenge

V+(I) = �p ∈ Pn � Für alle homogenen f ∈ I gilt f (p) = ��.

Eine abgeschlossene Teilmenge oder projektive Untervarietät von Pn ist eine Menge der
FormV+(I) für ein Ideal I ⊂ C[x�, . . . , xn]. Ein Ideal heißt homogen, wenn es von homo-
genen Polynomen erzeugt wird. Genau dann ist ein Ideal I homogen, wenn folgendes gilt:
Ist f = f�+⋅ ⋅ ⋅+ fd , wobei fi der homogene Teil vomGrad i von f ist, so ist f ∈ I genau dann,
wenn f�, . . . , fd ∈ I. Das Verschwindungsideal I(X) einer Teilmenge X ⊂ Pn ist homogen.

Aus einer homogenen Version des Nullstellensatzes erhält man eine inklusionsumkeh-
rende Bijektion zwischen den abgeschlossenen Teilmengen von Pn und den homogenen
Radikalidealen von C[x�, . . . , xn], die nicht das irrelevante Ideal �x�, . . . , xn� sind.

Ist X ⊂ Pn abgeschlossen und I(X) ⊂ C[x�, . . . , xn] das Verschwindungsideal, so heißt
die a�ne Varietät V(I(X)) ⊂ Cs+� der a�ne Kegel über X und wird mit X̂ bezeichnet. Es
gilt X̂ = π−�(X) ∪ {�}. Für die Dimensionen gilt immer dim(X) = dim(X̂) − �.

�.�. Gitterpunkte und projektive torische Varietäten
De�nition. Eine torische Varietät ist eine irreduzible Varietät V , die einen Torus TN als
Zariski-o�ene Teilmenge enthält, derart, dass sich die Operation von TN auf sich zu einer
algebraischen Operation TN ×V → V fortsetzt.

Wir studieren nun projektive torische Varietäten. Zunächst ist Pn selbst eine torische Va-
rietät mit Torus

TPn = Pn �V(x��xn) = {(a� ∶ ⋅ ⋅ ⋅ ∶ an) ∈ Pn � a��an ≠ �}
= {(� ∶ t� ∶ ⋅ ⋅ ⋅ ∶ tn) ∈ Pn � t��tn ≠ �} ≅ (C∗)n .

��
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Ist π∶Cn+� � {�} → Pn die Quotientenabbildung, so ist TPn = π((C∗)n+�). Mit der Diago-
nalabbildung ι∶C∗ → (C∗)n+�, t � (t, . . . , t) ergibt sich eine kurze exakte Sequenz

� // C∗ ι // (C∗)n+� π // TPn // �

Dies induziert exakte Sequenzen von Charakter- bzw. Einparametergittern

� // MTPn
π̂ // Zn+� ι̃ // Z // �

� // Z ι̂∗ // Zn+� π̂∗ // NTPn
// �

.

Dabei ist ι̂(a�, . . . , an) = ∑n
i=� ai und ι̂∗(a) = (a, . . . , a). Daraus also

Mn ∶= MTPn = �(a�, . . . , an) ∈ Zn+� � n
�
i=� ai = ��

Nn ∶= NTPn = Zn+��Z(�, . . . , �).
Es sei TN ein Torus mit Charaktergitter M. Wie im a�nen können wir eine projektive
torische Varietät aus jeder endlichen Teilmenge A = {m�, . . . ,ms} ⊂ M basteln: Zu A
erhalten wirΦA∶TN → (C∗)s ⊂ Cs � {�} und können π∶Cs � {�}→ Ps−� dahinterschalten.
De�nition. Für jede endliche TeilmengeA ⊂ M mit �A� = s, sei XA der Zariski-Abschluss
des Bildes von π ○ΦA in Ps−�.
Mit anderen Worten, XA ist der Zariski-Abschluss von

�(χm�(t) ∶ � ∶ χms(t)) � t ∈ TN� ⊂ Ps−�.
Proposition �.�.�. Die projektive Varietat XA ist torischmit Torus π(ΦA(TN)) = XA∩TPs−� .

Beweis. Analog zu �.�.�. ⇤
Sei L der Kern der Abbildung Zs → M, ei � mi . Nach Prop. �.�.� ist das torische Ideal

IL = �xα − xβ � α, β ∈ Ns und α − β ∈ L�

das Verschwindungsideal von YA. Wann ist IL auch das Verschwindungsideal von XA?
Proposition �.�.�. Äquivalent sind:
(a) Die torische Varietät YA ist der a�ne Kegel X̂A.
(b) IL = I(XA).
(c) IL ist homogen.
(d) Es gibt u ∈ N mit

�m�, u� = � = �ms , u� > �.
Mit anderen Worten, die Punkte in A liegen in einer rationalen a�nen Hyperebene, die
nicht durch den Nullpunkt geht.

Beweis. Die Äquivalenz von (a) und (b) gilt wegen I(XA) = I(X̂A) und I(YA) = IL nach
Prop. �.�.�. Die Implikation von (b) nach (c) ist klar, weil Verschwindungsideale projektiver
Varietäten homogen sind. Beweise als nächstes (c)⇒(d): Sei IL homogen und sei ℓ = α −
β ∈ L und damit xα − xβ ∈ IL. Hätten xα und xβ verschiedenen Grad, so müsste xα , xβ ∈
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IL = I(YA) gelten. Das ist aber unmöglich, wegen (�, . . . , �) ∈ YA. Also haben xα und xβ

denselbenGrad. Es gilt also (�, . . . , �) ⋅ℓ = deg α−deg(β) = �. Betrachte die exakte Sequenz
�→ L → Zs → M. Nach Tensorieren mit Q und Dualisieren wird das zu

NQ �→ Qs �→ Hom(LQ,Q)�→ �.

Die vordere Abbildung ist dabei NQ ∋ ũ � (�m�, ũ�, . . . , �ms , ũ�). Wir haben außerdem
gerade gesehen, dass (�, . . . , �) ∈ Qs hinten auf Null abgebildet wird. Wegen Exaktheit gibt
es also ũ ∈ NQ mit �mi , u� = � für i = �, . . . . Bereinigen von Nennern liefert also k ∈ N,
k > �mit u = kũ ∈ N und �mi , u� = k für i = �, . . . , s.

Zeigen schließlich noch, dass (a) aus (d) folgt. Da YA ⊂ X̂A gilt und XA irreduzibel ist,
genügt es

X̂A ∩ (C∗)s ⊂ YA
zu beweisen. Sei also p ∈ X̂A ∩ (C∗)s. Da XA ∩ TPn der Torus von XA ist, gibt es µ ∈ C∗
und t ∈ TN mit

p = µ ⋅ (χm�(t), . . . , χms(t))
Sei nun u ∈ N mit �mi , u� = k für alle i und betrachte die Einparametergruppe λu∶C∗ →
TN . Für τ ∈ C∗ gilt dann

λu(τ)t = �χm�(λu(τ)t), . . . , χms(λu(τ)t)�
= �τ�m� ,u�χm�(t), . . . , τ�ms ,u�χms(t)�
= τk�χm�(t), . . . , χms(t)�.

Wegen k > � können wir also τ so wählen, dass p = λu(τ)t ∈ YA gilt, wie gewünscht. ⇤

Bemerkung. Beachte im Beweis, dass die exakte Sequenz � → L → Zs → M im allge-
meinen nicht zu einer exakten Sequenz N → Zs → Hom(L,Z) → � dualisiert, obwohl
alle beteiligten Z-Modulen frei sind. Das passt damit zusammen, dass man k in (d) im
allgemeinen nicht gleich � wählen kann.

Beispiel �.�.�. (a) Wir betrachten den rationalen Normalenkegel Ĉd ⊂ Cd+� (vgl. Beispiel
�.�.�). Dazu besteheA ⊂ Z� aus den Spalten der � × (d + �)-Matrix

A = �d d − � � � �
� � � d − � d

� .

Das Ideal von Ĉd ist das homogene Ideal, das wir schon in Beispiel �.�.�. bestimmt haben.
Die Homogenität zeigt sich darin, dass alle Punkte inA auf der a�nen Geraden {(a, b) ∈
R� � a + b = d} liegen.

Die zugehörige projektiveVarietätCd = XA ist ein-dimensional und heißt die rationale
Normalenkurve.

Betrachte andererseits B = {�, �, . . . , d − �, d} ⊂ Z. Dazu gehört die Abbildung

ΦB∶� C∗ → Pd

t � (�, t, . . . , td−�, td) .
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Die zugehörige projektive Varietät ist ebenfalls die rationale Normalenkurve, d.h. es gilt
XB = Cd . Aber die a�ne Varietät YB ist natürlich nicht der rationale Normalenkegel, denn
sie hat ebenfalls Dimension � statt �. Das Ideal I(YB) ist auch nicht homogen, da z.B. x�� −x�
auf allen Punkten (�, t, . . . , td) ∈ Cd+� und damit auf YB verschwindet. Also x�� −x� ∈ I(YB),
aber x�� , x� ∉ I(YB).

Das Problem in diesem Beispiel lässt sich leicht reparieren. Ist A ⊂ M eine endliche
Teilmenge, so betrachteA × {�} ⊂ M ⊕Z. Dazu gehört der Torus TN ×C∗ und es gilt

ΦA×{�}(t, µ) = �χm�(t)µ, . . . , χms(t)µ� = µ ⋅ �χm�(t), . . . , χms(t)�.

Daraus folgt sofort XA×{�} = XA ⊂ Ps−�. Da A × {�} in der a�nen Hyperebene M × {�}
enthalten ist, sind die Voraussetzungen von �.�.�. erfüllt, so dass X̂A = YA×{�} gilt. In dieser
Weise kann man also sozusagen die Gitterpunkte homogenisieren.

Als nächstes bestimmen wir den Torus von XA über sein Charaktergitter. Für A =
{m�, . . . ,ms} ⊂ M, sei

Z′A = � r
�
i=� aimi � ai ∈ Z,

s
�
i=� ai = ��.

Der Rang von Z′A ist genau die Dimension von A�(A) = {∑r
i=� µimi � ∑r

i=� µi = �}, der
von A erzeugte a�ne Unterraum. Denn es gilt etwa A�(A) −m� = {∑r

i=� µimi � ∑r
i=� µi =

�} und dies ist damit gerade Span(Z′A). Nach dem Lemma vor �.�.�� gilt also rkZ′A =
dim(A�(A) −m�) = dim(A�(A)). (Bild!)

Proposition �.�.�.
(a) Das Charaktergitter von XA ist Z′A.
(b) Die Dimension von XA ist die Dimension des vonA aufgespannten a�nen Unterraums.

Insbesondere gilt

dimXA = rkZ′A = � rkZA − � falls � ∉ A�(A)
rkZA sonst.

Beweis. (a) SeiM′ das Charaktergitter von TXA . Betrachte das kommutierende Diagramm

TN //

!! !!

TPs−�

TXA
?�

OO

Übergang zu den Charaktergittern ergibt

M Ms−�oo

✏✏✏✏
M′1 Q

bb

Die AbbildungMs−� → M ist die Einschränkung der Abbildung Zs → M, ei → mi , auf
Ms−� = {a ∈ Zs � ∑s

i=� ai = �}. Also ist Z′A das Bild vonMs−� → M und damit gleich M′.



�.�. POLYTOPE UND GITTERPUNKTE ��

(b) Die Dimension von XA ist der Rang des Charaktergitters Z′A und damit nach der
vorangehenden Bemerkung gleich dim(A�(A)). Andererseits gilt rkZA = dimspan(A),
und es ist dim span(A) = dimA�(A) genau dann, wenn � ∈ A�(A), andernfalls gilt
dimA�(A) = dimspan(A) − �. ⇤

Es gibt immer zwei Sichtweisen auf projektive Varietäten: Die globale in homogenen
Koordinaten, die wir jetzt betrachtet haben, und die lokale, über a�ne Überdeckungen.
Die betrachten wir jetzt, was die Halbgruppen zurück ins Spiel bringen wird.

Der projektive Raum Pn wird überdeckt durch die a�nen Karten Ui = Ps−� � V(xi).
Jedes Ui ist tatsächlich ein a�ner Raum, denn jeder Punkt von Ui hat einen eindeutigen
Repräsentant (a� ∶ � ∶ � ∶ � ∶ an)mit einer � an der i-ten Stelle, und entspricht damit dem
Punkt (a�, . . . , ai−�, ai+�, . . . , an) ∈ Cn. Jede o�ene Teilmenge Ui enthält den Torus TPn .

Ist XA ⊂ Ps−� die zu A ⊂ M gehörende projektive torische Varietät, sind auch die
XA ∩Ui torische Varietäten. Denn XA ist der Zariski-Abschluss von TXA ⊂ TPs−� . Also ist
auch XA ∩Ui der Zariski-Abschluss von TXA in Ui ≅ Cs−�. Genauer gesagt gilt:
Proposition �.�.�. Es gilt

XA ∩Ui = YAi = Spec(C[Si])

wobei Ai = {m j −mi � i ≠ j} und Si = NAi .

Beweis. Die Identi�kation Ui ≅ Cs−� ist gegeben durch die Abbildung (a� ∶ � ∶ as) �
(a��ai , . . . , ai−��ai , ai+��ai , . . . , as). Wegen χmj�χmi = χmj−mi sieht man daraus, dass XA ∩
Ui der Zariski-Abschluss des Bildes von

� TN → Cs−� ≅ Ui

t � �χm�−mi(t), . . . , χmi−�−mi(t), χmi+�−mi(t), . . . , χms−mi(t)�

ist. Daraus die Behauptung. ⇤

�.�. Polytope und Gitterpunkte
A�ne torische Varietäten hängen, wie gesehen, eng mit Gitterpunkten in polyedri-

schen Kegeln zusammen. Bei projektiven Varietäten möchte man die Gitterpunkte alle in
einer a�nen Hyperebene versammelt haben. Deshalb geht man von einer endlichen Teil-
mengeA ⊂ M nicht zumerzeugtenKegel Cone(A), sondern zur konvexenHülle Conv(A)
über. Wir brauchen erst mal wieder einiges über Polytope aus der Konvexgeometrie. Ein
Polytop ist die konvexe Hülle einer endlichen TeilmengeA = {m�, . . . ,ms} ⊂ MR, also

Conv(A) = �
s
�
i=� aimi � ai � � und

s
�
i=� ai = ��.

Die Dimension eines Polytops ist die Dimension des von P aufgespannten a�nen Unter-
raums. Zu b ∈ R und u ∈ NR, betrachte

Hu,b = �m ∈ MR � �m, u� = b� und H+u,b = �m ∈ MR � �m, u� � b}
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die durch u und b bestimmte a�neHyperebene bzw. der abgeschlossene Halbraum. Eine
Seite Q � P ist eine Teilmenge der Form

Q = Hu,b ∩ P mit P ⊂ H+u,b
für u ∈ NR und b ∈ R. In diesem Fall heißt Hu,b eine a�ne Stützhyperebene. Seiten der
Dimension �, �, dim(P) − � heißen Ecken bzw. Kanten bzw. Facetten.

Wir verwenden ohne Beweis die folgenden grundlegenden Tatsachen über Polytope.

Proposition �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein Polytop.
(a) P ist die konvexe Hülle seiner Ecken. Genauer ist jeder Punkt von P eine Konvexkombi-

nation von höchstens dimP + � Ecken (Satz von Carathéodory).
(b) Falls P = Cone(S), so liegt jede Ecke von P in S.
(c) Ist Q � P, so sind die Seiten von Q genau die Seiten von P, die in Q enthalten sind.
(d) Jede echte Seite von P ist der Durchschnitt aller Facetten, in denen sie enthalten ist. ⇤

Ein Polyeder ist ein endlicher Durchschnitt vonHalbräumen, also eineMenge P der Form

P =
s
�
i=� Hui ,bi

für ui ∈ NR und bi ∈ R, i = �, . . . , s.

Satz. Die Polytope sind genau die kompakten Polyeder. ⇤

Der Beweis geht völlig analog zu der entsprechendenAussage über Kegel, nämlich dass
die endlich-erzeugten Kegel genau die polyedrischen sind. (Man kann die Aussage über
Polytope auch daraus folgern.)

Ist P ⊂ MR volldimensional (also int(P) ≠ �) und ist F � P eine Facette, so wird
F durch eine eindeutige a�ne Hyperebene ausgeschnitten. D.h. es gibt ein bis auf einen
positiven Faktor eindeutiges Paar (uF , aF) ∈ NR ×R derart, dass HF = HuF ,−aF eine a�ne
Stützhyperbene mit F = P ∩HF und P ⊂ H+F = H+uF ,−aF ist. Wir nennen uF eine nach innen
gerichtete Facettennormale (Bild!) von F. Es gilt

P = �
F Facette von P

H+F = �m ∈ MR � �m, uF� � −aF für alle Facetten F � P�.

De�nition. Es sei P ⊂ MR ein Polytop der Dimension d.
(a) P ist ein d-Simplex, wenn es genau d + � Ecken besitzt.
(b) P ist simplizial, wenn alle seine Facetten d − �-Simplizes sind.
(c) P heißt einfach, wenn jede Ecke von P in genau d Facetten enthalten ist.

Beispiel. Die klassischen platonischen Körper in R� teilen sich demnach wie folgt auf:
(�) Ein Tetraeder ist ein �-Simplex.
(�) Oktaeder und Ikosaeder sind simplizial, denn ihre Seiten�ächen sind Dreiecke.
(�) Würfel und Dodekaeder sind einfach, da sich je drei Facetten in einer gemeinsa-

men Ecke berühren.
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De�nition. Zwei Polytope P� und P� heißen kombinatorisch äquivalent, wenn es eine Bi-
jektion zwischen den Seiten von P� und P� gibt, die Dimensionen, Durchschnitte und die
Relation � erhält. (D.h., es gibt einen Isomorphismus zwischen den Seitenverbänden.)

Beispiel. Alle d-Simplizes sind kombinatorisch äquivalent (sogar a�n-linear isomorph).
Zwei Polygone in der Ebene sind genau dann kombinatorisch äquivalent, wenn sie gleich
viele Ecken haben. (Sie sind dann aber nicht unbedingt a�n-linear isomorph).

DieMinkowski-Summe zweier Teilmengen A�,A� ⊂ MR ist

A� + A� = {m� +m� �m� ∈ A�,m� ∈ A�}.

Die Minkowski-Summe zweier Polytope ist wieder ein Polytop.
Die Dualität geht bei allgemeinen konvexenMengen so. IstC ⊂ MR eine konvexeMen-

ge mit nicht-leerem Innern und � ∈ int(C), so heißt

C○ = �u ∈ NR � �m, u� � −� für alle m ∈ C� ⊂ NR

das Dual von C. (Ist C ein Kegel, so gilt C○ = C∨). (Bild!) Wie für Kegel gilt:

Satz (Bidualität). Ist C ⊂ MR abgeschlossen und konvex mit � ∈ int(C), so gilt (C○)○ = C.
Als nächstes müssen wir uns wieder um Gitterpunkte kümmern. Seien wie üblich M

und N duale Gitter mit zugehörigen reellen VektorräumenMR und NR. EinGitterpolytop
in MR ist die konvexe Hülle einer endlichen Teilmenge von M.

Genau dann ist ein Polytop ein Gitterpolytop, wenn alle seine Ecken Gitterpunkte sind
(Check!). Daraus folgt leicht, dass alle Seiten eines Gitterpolytops sind wieder Gitterpoly-
tope sind.Minkowski-Summen von Gitterpolytopen sind ebenfalls wieder Gitterpolytope.

Es sei P ein volldimensionales Gitterpolytop und F eine Facette. Die nach innen ge-
richteten Facettennormalen von F liegen auf einem eindeutig bestimmten Halbstrahl in
NR. Den eindeutig bestimmten Halbstahlerzeuger bezeichnen wir mit uF . Die zugehörige
Zahl aF mit HF = HuF ,−aF und P ⊂ H+uF ,−aF ist ganzzahlig, denn es gilt �m, uF� = −aF für
jede Ecke m ∈ M von F. Daraus folgt

P = �
F Facette von P

H+uF ,−aF = �m ∈ MR � �m, uF� � −aF für alle Facetten F � P�.

Die Facettenbeschreibung des Gitterpolytops P in dieser speziellen Form ist eindeutig.

Beispiel �.�.�. Es sei P = Conv(±e�± e�) ⊂ R� das Einheitsquadrat. Die Facettennormalen
von P sind ±e� und ±e� und die Facettendarstellung von P ist gegeben durch

P = H+e� ,−� ∩H+−e� ,−� ∩H+e� ,−� ∩H+−e� ,−�.
Es folgt außerdem, dass P○ = Conv(±e�,±e�) ebenfalls ein Gitterpolytop ist.

Beispiel �.�.�. Tatsächlich ist das Dual eines Gitterpolytops aber in der Regel kein Gitter-
polytop. Das liegt daran, dass z.B. das Dual von kP für k > � gerade �

kP○ ist.
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Bemerkung. Man könntemeinen, dass man bei jedem Polytop die Eckpunkte so verschie-
ben kann (evtl. nach Streckungmit einer Konstanten), dass ein kombinatorisch äquivalen-
tes Gitterpolytop entsteht. Das ist aber nicht wahr. Es gibt Polytope, die zu keinem Gitter-
polytop kombinatorisch äquivalent sind, und zwar in jeder Dimension � � (Ziegler?)

Wie kommt man jetzt von einem Gitterpolytop zu einer torischen Varietät? Die erste
Antwort ist naheliegend: Ist P ⊂ MR ein Gitterpolytop, so betrachte dazu die projektive
torische Varietät XP∩M . Im Unterschied zum A�nen reicht das aber noch nicht, um eine
vernün�ige Korrespondenz hinzubekommen.

Beispiel. Es sei P = Conv(�, e�, e�, e�) das dreidimensionale Standard-Simplex in R� und
Q = Conv(�, e�, e�, e�+ e�+�e�) ein anderes �-Simplex (siehe Aufgabe ��). Beide enthalten
nur vier Gitterpunkte, nämlich die Ecken. Für die zugehörigen torischen Varietäten gilt
einfach XP∩Z� = XQ∩Z� = P�. Das ist nicht so recht zufriedenstellend, denn als Gitterpoly-
tope sind P und Q ziemlich verschieden. Zum Beispiel bilden die von Null verschiedenen
Eckpunkte von P eine Gitterbasis, die von Q dagegen nicht.

De�nition �.�.�. Ein Gitterpolytop heißt normal, wenn

(kP) ∩M + (ℓP) ∩M = �(k + ℓ)P) ∩M

für alle k, ℓ ∈ N gilt.

Beachte zunächst, dass die Inklusion von links nach rechts immer erfüllt ist. Denn für
x , y ∈ P gilt kx + ℓy = (k + ℓ)( k

k+ℓx + ℓ
k+ℓ y) ∈ (k + ℓ)P. Der Punkt ist, dass alle Gitter-

punkte des gestreckten Polytops (k + ℓ)P als Summen von Gitterpunkten von kP und ℓP
geschrieben werden können. Äquivalent ist o�enbar, dass

P ∩M +� + P ∩M�����������������������������������������������������������������������������������������������������������
k-mal

= (kP) ∩M

für alle k � � gilt.

Beispiel. Das �-Simplex Q im vorangehenden Beispiel ist nicht normal. Denn seine Eck-
punkte sind die einzigen Gitterpunkte. Daraus sieht man leicht, dass

e� + e� + e� =
�
�
⋅ � + �

�
⋅ �e� +

�
�
⋅ �e� +

�
�
⋅ (�e� + �e� + �e�) ∈ �P

nicht die Summe von Gitterpunkten in Q ist. Also ist Q nicht normal.

Beispiel. Jedes �-dimensionale Gitterpolytop ist normal (Übung!).

Der Hauptsatz über normale Polytope ist die folgende Aussage.

Satz �.�.��. Es sei n = dimMR und sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop. Dann
ist kP normal für alle k � n − �.
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Beweis. Dieser Satz wurdewohl in verschiedenen Formen seit den ����er Jahrenmehrfach
bewiesen. Zuerst explizit formuliert von Bruns, Gubeladze und Trung (����).

Um zu zeigen, dass kP für k � n − � normal ist, beweisen wir

(∗) (kP) ∩M + P ∩M = �(k + �)P� ∩M

für alle k � n − �. (Dies impliziert tatsächlich, dass kP normal ist für k � n − �; Check!)
Dabei ist die Inklusion von links nach rechts wieder klar.

Betrachten zunächst den Fall, dass P ein Simplex ohne innere Gitterpunkte ist, d.h. es
gelte P = Conv(m�, . . . ,mn) für m�, . . . ,mn ∈ M und int(P) ∩M = �. Dann hat (k + �)P
die Eckpunkte (k+�)m�, . . . , (k+�)mn und ein Punktm ∈ ((k+�)P)∩M kann geschrieben
werden als Konvexkombination

m =
n
�
i=� µi(k + �)mi mit µi � �,

n
�
i=� µi = �.

Setze λi = (k + �)µi , dann gilt

m =
n
�
i=� λimi mit λi � �,

n
�
i=� λi = k + �.

Falls λi � � für ein i gilt, so folgt

m −mi = k��
j≠i

λ j

k
m j +

λi − �
k

mi� ∈ (kP) ∩M ,

also m ∈ (kP) ∩M + P ∩M. Gelte also λi < � für alle i. Wegen k � n − � ist dann

n � k + � =
n
�
i=� λi < n + �

und damit k = n − � und∑n
i=� λi = n. Betrachte

m̃ = (m� + ⋅ ⋅ ⋅ +mn) −m =
n
�
i=�(� − λi)mi .

Es gilt � < � − λi < � und∑n
i=�(� − λi) = (n + �) − n = � und damit m̃ ∈ int(P) ∩M. Das ist

ein Widerspruch zur Annahme, dass P keine inneren Gitterpunkte besitzt.
Beweisen nun den allgemeinen Fall. Wir reduzieren auf den bereits bewiesenen Fall

indem wir P als endliche Vereinigung von n-dimensionalen Gitter-Simplizes ohne inne-
re Gitterpunkte schreiben. (Bild!) Daraus folgt dann, dass (∗) auch für P gilt. Sei dazu
P = Conv(A) für A ⊂ M. Nach dem Satz von Carathéodory ist jeder Punkt in P die
Konvexkombination von höchstens n + � a�n-unabhängigen Punkten aus A. Mit ande-
ren Worten, es gilt P = �Conv(B), wobei B über alle Teilmengen B ⊂ A von n + � a�n-
unabhängigen Punkten läu�. Jedes Conv(B) ist ein Gitter-Simplex.

Es sei nun B = {w�, . . . ,wn} und angenommen Q = Conv(B) hat einen inneren Git-
terpunkt v ∈ int(Q) ∩M. Dann zerlegen wir Q weiter durch

Q =
n
�
i=�Qi Qi = Conv(w�, . . . ,wi−�,wi+�, . . . ,wn , v).

Da v ein innerer Punkt ist, sind die Qi wieder n-dimensionale Simplizes. Außerdem ist je-
der innere Gitterpunkt vonQi auch ein innerer Gitterpunkt vonQ, während v kein innerer
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Punkt von irgendeinemQi ist. Also haben dieQi weniger innereGitterpunkte alsQ. Durch
Induktion über die Anzahl der innereren Gitterpunkte erhalten wir also die gewünschte
Darstellung von P als Vereinigung von Gittersimplizes ohne innere Gitterpunkte. ⇤

Korollar �.�.��. Jedes Gitterpolytop in R� (=Gitterpolygon) ist normal. ⇤

Im weiteren brauchen wir statt Normalität allerdings meistens das folgende:

De�nition. Ein Gitterpolytop P ⊂ MR heißt sehr ampel, wenn folgendes gilt: Für jede
Ecke m� ∈ P ist die Halbgruppe

SP,m� = N(P ∩M −m�) = ��m∈P∩M am(m −m�) � am ∈ N, nur endlich viele ≠ ��

saturiert in M.

Proposition �.�.��. Ein normales Gitterpolytop ist sehr ampel.

Beweis. Es sei P ein normales Gitterpolytop und sei m� ∈ P eine Ecke. Sei m ∈ M und
k ∈ N, k � �mit km ∈ SP,m� . Wir müssen m ∈ SP,m� zeigen. Schreibe dazu

km = �
m′∈P∩Mam′(m′ −m�)

mit am′ ∈ N. Wähle d ∈ N mit kd � ∑m′∈P∩M am′ , dann gilt

km + kdm� = �
m′∈P∩Mam′m′ + (kd −�m′∈P∩Mam′)m� ∈ kdP.

Nach Teilen durch k folgt m + dm� ∈ dP. Da P normal ist, gibt es m�, . . . ,md ∈ P ∩M mit

m + dm� =
d
�
i=� mi .

Daraus folgt m = ∑d
i=�(mi −m�) ∈ SP,m� , wie behauptet. ⇤

Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht richtig. Siehe dazu [CLS, Beispiel �.�.��].

Beispiel. Das Polytop Q = Conv(�, e�, e�, e� + e� + �e�), das nicht normal ist, ist auch nicht
sehr ampel. Denn für m� = � ist �(e� + e� + e�) = �e� + �e� + (e� + e� + �e�) ∈ SP,m� , aber
e� + e� + e� ∉ SP,m� .

�.�. Polytope und projektive torische Varietäten
Es sei P zunächst einGitterpolytop bezüglich einesGittersM. Es sei P∩M = {m�, . . . ,ms}

und XP∩M ⊂ Ps−� die zugehörige projektive torische Varietät. Für jedes � � i � s betrachten
wir die Halbgruppe

Si = SP,mi = N(P ∩M −mi)
die von allen m j − mi erzeugt wird. Betrachten in Ps−� die a�n-o�ene Teilmenge Ui =
Ps−� �V(xi) ≅ Cs−�. Wir haben bewiesen (Prop. �.�.�), dass

XP∩M ∩Ui ≅ Spec(C[Si]).

Es gilt außerdem
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Lemma. Sei J = {i �mi ist eine Ecke von P}. Dann gilt

XP∩M =�
j∈J XP∩M ∩U j.

Beweis. Beachte zunächst, dass (XP∩M ∩ Ui) ∩ U j für alle i , j ∈ {�, . . . , s} genau aus den
Punkten von XP∩M∩Ui besteht, in denen die Funktion x j�xi aufUi nicht verschwindet. Im
Koordinatenring C[XP∩M ∩Ui] = C[Si] entspricht dies der Funktion χmj−mi . Es gilt also

(XP∩M ∩Ui) ∩U j = Spec(C[Si]χm j−mi ).
Sei nun i ∈ {�, . . . , s}. Da mi eine Konvexkombination der Ecken ist, gibt es r j ∈ Q mit

� � r j � �,∑ j∈J r j = �mit mi = ∑ j∈J r jm j. (Dass wir die r j wirklich rational wählen können,
folgt aus einem ähnlichen Argument wie in Aufgabe ��.) Nach Bereinigen von Nennern
erhalten wir also ganze Zahlen k > � und k j � �mit

kmi =�
j∈J k jm j, �

j∈J k j = k.

Also gilt ∑ j∈J k j(m j −mi) = �. Damit hat m j −mi in Si ein additives Inverses, falls k j > �
gilt. Für jedes solche j ist also mi − m j ∈ Si . Dann ist also χmj−mi eine Einheit in C[Si]
und damit C[Si]χm j−mi = C[Si] (d.h. in der Lokalisierung kommt nichts dazu). Es gilt also
XP∩M ∩Ui ∩U j = XP∩M ∩Ui und damit XP∩M ∩Ui ⊂ XP∩M ∩U j. Da die Ui für i = �, . . . , s
den ganzen Ps−� überdecken, folgt daraus die Behauptung. ⇤

Satz �.�.�. Es sei TN ein Torus mit Charaktergitter M und sei P ein sehr amples volldimen-
sionales Gitterpolytop in MR. Sei XP∩M die zugehörige projektive torische Varietät.
(a) Für jede Ecke mi ∈ P ∩M sei

σi = Cone(P ∩M −mi)∨.
Dann gilt

XP∩M ∩Ui = Uσi = Spec(C[σ∨i ∩M]).
Ferner gilt dim σi = dimP.

(b) Der Torus von XP∩M hat Charaktergitter M und ist damit gerade TN .

Beweis. Es sei Ci = Cone(P∩M−mi). Dami eine Ecke von P ist, ist � eine Ecke des Kegels
Ci , so dass Ci spitz ist. Außerdem gilt dim(Ci) = dim(P) (Übung!). Also ist Ci ein spitzer
Kegel mit nicht-leerem Inneren und damit auch σi = C∨i .

Ferner gilt Si ⊂ Ci ∩M = σ∨ ∩M. Nach Voraussetzung ist P sehr ampel und damit Si
saturiert in M. Deshalb folgt Si = σ∨i ∩M nach Aufgabe ��. Damit ist (a) bewiesen.

Zu (b): Nach Satz �.�.�� ist TN der Torus von Uσi , da σi spitz ist. Wegen TN ⊂ Uσi =
XP∩M ∩Ui ⊂ XP∩M ist TN damit auch der Torus von XP∩M . ⇤

Als nächstes studieren wir systematischer den Zusammenhang zwischen dem Polytop
P und den Kegeln σi im vorangehenden Satz mithilfe des sogenannten Normalenfächers.
Es sei P ⊂ MR ein Gitterpolytop und v ∈ P eine Ecke. Dann schreiben wir

σv = Cone(P ∩M − v)∨ ⊂ NR und σ∨v ⊂ MR.

(Für v = mi wie oben ist also gerade σv = σi .)
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Lemma. Die Abbildung
Q � Qv = Cone(Q ∩M − v)

ist eine Bijektion zwischen der Menge der Seiten Q � P, die v enthalten, und der Menge der
Seiten von des Kegels σ∨v . Die Umkehrabbildung ist

Qv � (Qv + v) ∩ P.

Genauer ist diese Bijektion ein dimensionserhaltender Isomorphismus von Verbänden.

Beweisskizze. Die Bijektivität läu� auf die beidenGleichheiten (Cone(Q∩M−v)+v)∩P =
Q für eine SeiteQ von P und Cone((Qv+v)∩P∩M−v) = Qv für eine SeiteQv von σ∨v her-
aus, die man direkt nachrechnet (Übung!). Geometrisch einsichtig wird die Behauptung
aus dem folgenden Bild.

76 Chapter 2. Projective Toric Varieties

The affine pieces XP�M�Ui and XP�M�Uj intersect in XP�M�Ui�Uj. In order
to describe this intersection carefully, we need to study how the cones �i and � j fit
together in NR. This leads to our next topic.

The Normal Fan. The cones �i � NR appearing in Theorem 2.3.1 fit together in a
remarkably nice way, giving a structure called the normal fan of P.

Let P�MR be a full dimensional lattice polytope, not necessarily very ample.
Faces, facets and vertices of P will be denoted by Q, F and v respectively. Hence
we write the facet presentation of P as

(2.3.1) P= {m �MR | �m,uF� � �aF for all F}.

A vertex v � P gives cones

Cv = Cone(P�M� v) �MR and �v =C�
v � NR.

(When v =mi, these are the conesCi and �i studied above.) FacesQ�P containing
the vertex v correspond bijectively to faces Qv �Cv via the maps

(2.3.2)
Q ��� Qv = Cone(Q�M� v)

Qv ��� Q= (Qv + v)�P

which are inverses of each other. These maps preserve dimensions, inclusions, and
intersections (Exercise 2.3.2), as illustrated in Figure 5.

0
Qv

Cv

v

P

Q

Figure 5. The cone Cv of a vertex v � P

In particular, all facets of Cv come from facets of P containing v, so that

Cv = {m �MR | �m,uF� � 0 for all F containing v}.

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

⇤

Insbesondere kommen die Facetten von σ∨v von den Facetten von P, die v enthalten.
Aus der Facettendarstellung

P = �m ∈ MR � �m, uF� � −aF für alle Facetten F � P�

bekommen wir deshalb die Darstellung

σ∨v = �m ∈ MR � �m, uF� � � für alle Facetten F � P mit v ∈ F�.

Mit Dualität von polyedrischen Kegeln folgt daraus

σv = Cone�uF � F Facette von P mit v ∈ F�.

Ist Q � P eine Seite, so setzen wir allgemeiner

σQ = Cone�uF � F Facette von P mit Q � F�.

Also ist σF der von uF erzeugte Halbstrahl und σP = {�} der von der leerenMenge erzeugte
Kegel.



�.�. POLYTOPE UND PROJEKTIVE TORISCHE VARIETÄTEN ��

De�nition. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop undQ � P eine Seite. Dann
heißt der Kegel σQ der Normalenkegel von Q und

ΣP = �σQ � Q � P�

der Normalenfächer von P.

Das Hauptergebnis über den Normalenfächer ist:

Satz �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop.
(a) Jede Seite eines Normalenkegels σQ ∈ ΣP liegt wieder in ΣP.
(b) Der Durchschnitt zweier Kegel σQ , σ ′Q ∈ ΣP ist eine Seite von beiden.

Beweis. Wir werden weiter unten eine genauere Aussage (Prop. �.�.�) beweisen. ⇤

Beispiel �.�.�. Sei P das ebene �-Simplex mit Ecken v� = �, v� = e�, v� = e�. Hier ist ein Bild
von P und seinem Normalenfächer ΣP , bestehend aus den Normalenkegeln σi = σvi .
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By the duality results of Chapter 1, it follows that the dual cone �v is given by

�v = Cone(uF | F contains v).

This construction generalizes to arbitrary faces Q� P by setting

�Q = Cone(uF | F contains Q).

Thus the cone �F is the ray generated by uF , and �P = {0} since {0} is the cone
generated by the empty set. Here is our main result about these cones.

Theorem 2.3.2. Let P � MR be a full dimensional lattice polytope and set �P =
{�Q | Q� P}. Then:
(a) For all �Q � �P, each face of �Q is also in �P.
(b) The intersection �Q��Q� of any two cones in �P is a face of each.

Remark 2.3.3. A finite collection of strongly convex rational polyhedral cones
that satisfies (a) and (b) of Theorem 2.3.2 is called a fan. General fans will be
introduced in Chapter 3. Since the cones in the fan �P are built from the inward-
pointing normal vectors uF , we call �P the normal fan or inner normal fan of P.

Theorem 2.3.2 will follow from the results proved below. But first, we give a
simple example of a polytope and its normal fan.

Example 2.3.4. The 2-simplex �2 � R2 has vertices 0,e1,e2. Let P= k�2 for an
integer k > 0. Figure 6 shows P and its normal fan �P. At each vertex vi of P, we

P

v0 v1

v2

σ0
σ1

σ2

ΣP

Figure 6. The triangle P= k�2 � R2 and its normal fan �P

show the cone �i =C�
vi generated by the normal vectors of the facets containing vi.

The reassembled cones appear on the right as �P.
Notice that the conesCvi �MR do not fit together nicely; rather, it is their duals

�i � NR that give the fan �P. This explains why cones in NR are the key players in
toric geometry. �

Here is the first of the results we need to prove Theorem 2.3.2.

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

Wir beweisen später, dass dieNormalenkegel tatsächlich in der durch das Bild suggerierten
Weise zusammenpassen.

Lemma �.�.�. Es sei Q eine Seite von P und sei Hu,b eine a�ne Stützhyperebene von P mit
Hu,b ∩ P ≠ �. Dann gilt u ∈ σQ genau dann, wenn Q ⊂ Hu,b ∩ P.

Beweis. Sei u ∈ σQ , etwa u = ∑Q�F λFuF , λF � �. Setze b� = −∑Q�F λFaF , dann gilt P ⊂
H+u,b� und Q ⊂ Hu,b� ∩ P (Check!). Also ist Hu,b� eine Stützhyperebene. Da auch Hu,b eine
Stützhyperebene ist und Hu,b ∩ P ≠ � gilt, muss b = b� sein und damit Q ⊂ Hu,b ∩ P.

Umgekehrt gelte Q ⊂ Hu,b ∩ P und sei v eine Ecke von Q. Aus P ⊂ H+u,b und v ∈ Hu,b

folgt dann σ∨v ⊂ H+u,�. Also gilt u ∈ (σ∨v )∨ = σv , so dass u eine Darstellung

u =�
v∈F λFuF mit λF � �

besitzt. Ist nun F� eine Facette von P, die v aber nicht Q enthält, so wähle etwa p ∈ Q � F�.
Aus p, v ∈ Q ⊂ Hu,b folgt dann

b = �p, u� =�
v∈F λF�p, uF�

b = �v , u� =�
v∈F λF�v , uF� = −�

v∈F λFaF .
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Beides zusammen ergibt
�
v∈F λ�p, uF� = −�

v∈F λFaF .
Andererseits ist p ∉ F�, also �p, uF�� > −aF� . Wegen �p, uF� � −aF für alle F mit v ∈ F muss
deshalb λF� = � gelten. In der Darstellung von u kommen also nur die F mit Q ⊂ F� vor, so
dass u ∈ σQ gilt. ⇤

Korollar �.�.�. Ist Q � P eine Seite und F � P eine Facette, dann gilt uF ∈ σQ genau dann,
wenn Q ⊂ F.

Beweis. Falls uF ∈ σQ , so gilt Q ⊂ HuF ,−aF ∩ P = F nach dem Lemma. Die umgekehrte
Richtung ist klar nach De�niton von σQ . ⇤

Proposition �.�.�. Es sei P ein volldimensionales Gitterpolytop und seien Q ,Q′ Seiten von
P. Es gelten:
(a) Q ⊂ Q′ genau dann, wenn σQ′ ⊂ σQ .
(b) Falls Q ⊂ Q′, dann ist σQ′ eine Seite von σQ . Alle Seiten von σQ sind von dieser Form.
(c) σQ ∩ σQ′ = σQ′′ , wobei Q′′ = Q ∨Q′ die kleinste Seite von P ist, die Q und Q′ enthält.
Beweis. (a) Falls Q ⊂ Q′, so enthält jede Facette, die Q′ enthält, auch Q, also σQ′ ⊂ σQ . Die
umgekehrte Richtung folgt aus Kor. �.�.� zusammen mit der Tatsache, dass jede Seite der
Durchschnitt aller Facetten ist, die sie enthalten.

(b) Sei v eine Ecke vonQ. Wir wenden die Dualität für Seiten von Kegeln (Prop. �.�.��)
auf die Seite Qv von σ∨v an und erhalten eine duale Seite

Q∗v = (σ∨v )∨ ∩Q⊥v = σv ∩Q⊥v
von σv . Nun gilt σv = Cone(uF � v ∈ F) und deshalb

Q∗v = Cone(uF � v ∈ F ,Qv ⊂ HuF ,�).
Wegen v ∈ Q ist die Inklusion Qv ⊂ HuF ,� äquivalent zu Q ⊂ HuF ,−aF , was gerade Q ⊂ F
bedeutet. Es folgt

Q∗v = Cone(uF � Q ⊂ F) = σQ .
Also ist σQ eine Seite von σv , und alle Seiten von σv entstehen in dieser Weise.

Ist nun Q ⊂ Q′, so ist σQ′ ebenfalls eine Seite von σv mit σQ′ ⊂ σQ und damit auch
eine Seite von σQ . Außerdem ist jede Seite von σQ auch eine Seite von σv und damit von
der Form σQ′ für eine Seite Q′ von P. Nach (a) muss dann Q ⊂ Q′ gelten. Damit ist alles
bewiesen.

(c) Sei Q′′ die kleinste Seite von P, die Q und Q′ enthält. Nach (b) ist σQ′′ eine Seite
von σQ und von σQ′ . Insbesondere gilt σQ′′ ⊂ σQ ∩ σQ′ .

Beweise die umgekehrte Inklusion: Sei u ∈ σQ∩σQ′ , u ≠ �.Wähle b ∈ R derart, dassHu,b

eine a�ne Stützhyperebene von P mit Hu,b ∩ P ≠ � ist (so ein b existiert, weil P kompakt
ist). Nach Lemma �.�.� gilt dann Q ,Q′ ⊂ Hu,b ∩ P. Dies ist eine Seite von P, die Q und Q′
enthält und damit auch Q′′. Erneute Anwendung von Lemma �.�.� zeigt u ∈ σQ′′ . ⇤
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Proposition �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop, n = dimMR.
(a) Für alle Seiten Q � P gilt dimQ + dim σQ = n.
(b) Es gilt

NR = �
v Ecke von P

σv = �
σQ∈ΣP

σQ .

Beweis. (a) Sei Q eine Seite von P und v eine Ecke von Q. Wie oben gesehen gilt Q∗v = σQ
und damit

dimQ + dim σQ = dimQv + dimQ∗v = n
nach Prop. �.�.��.

(b) Sei u ∈ NR, u ≠ �, und setze b = min{�v , u� � v Ecke von P}. Dann gilt P ⊂ H+u,b,
und außerdem v ∈ Hu,b für mindestens eine Ecke v von P. Nach Lemma �.�.� folgt daraus
u ∈ σv . Dies beweist die erste Gleichheit. Die zweite ist damit klar. ⇤

Proposition �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop. Für jeden Gitterpunkt
m ∈ M und jedes k � � hat das Polytop m + kP denselben Normalenfächer wie P.

Beweis. Aufgabe ��. ⇤
Zurück zu projektiven torischen Varietäten: Wir können Satz �.�.� nun wie folgt in-

terpretieren: Es sei P ein sehr amples Gitterpolytop und setze s = �P ∩ M�. Betrachte die
torische Varietät XP∩M ⊂ Ps−�. Zu einer Ecke v von P gehört die a�ne Karte Uv in Ps−�
und die a�nen Teile XP∩M ∩Uv für verschiedene Ecken v von P reichen aus, um XP∩M zu
überdecken. Satz �.�.� sagte nun gerade

XP∩M ∩Uv = Uσv = Spec(C[σ∨v ∩M]).
Der a�ne Teil XP∩M ∩Uσv ist also gerade die torische Varietät zum Kegel σv im Normalen-
fächer von P.

Als nächstes beschreiben wir nun den Schnitt zweier a�ner Teile. Als Vorbereitung
darauf brauchen wir Prop. �.�.��, die sich im Skript weiter oben �ndet, in der Vorlesung
aber noch nicht diskutiert wurde.

Proposition (siehe �.�.��). Es sei σ ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in NR und sei
τ = Hm,� ∩ σ für m ∈ σ∨ ∩M eine Seite von σ . Dann gilt

C[Sτ] = C[Sσ]χm ,

also
Uτ = (Uσ)χm . ⇤

Proposition �.�.��. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales sehr amples Gitterpolytop. Seien
v ,w zwei verschiedene Ecken von P und sei Q = v ∨w die kleinste Seite, die v und w enthält.
Es gilt

XP∩M ∩Uv ∩Uw = UσQ = Spec(C[σ∨Q ∩M])
und die Inklusion

XP∩M ∩Uv ∩Uw ⊂ XP∩M ∩Uv
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ist gerade die Inklusion

(Uσv)χw−v ⊂ Uσv .

Beweis. Das, was wir bereits über die a�nen Teile von XP∩M gezeigt haben (Lemma vor
Satz �.�.� und Beweis) sagt umgesetzt in die allgemeinere Notation genau

XP∩M ∩Uv ∩Uw = (Uσv)χw−v .

Wir müssen also gerade

(Uσ)χv−w = UσQ

beweisen, dann sind wir fertig. Es gilt w − v ∈ σ∨v , so dass τ = Hw−v ,� ∩ σv eine Seite von σv
ist. Nach Prop. �.�.�� gilt also

(Uσv)χw−v = Uτ .

Wir müssen also τ = σQ beweisen. Nach Prop. �.�.� wissen wir σQ = σv ∩ σw , d.h. es ist

Hw−v ,� ∩ σv = σv ∩ σw
zu zeigen. Sei u ∈ Hw−v ,�∩σv , u ≠ �. Dann gibt es b ∈ R so, dassHu,b eine a�ne Stützhyper-
ebene von P mit P ∩Hu,b ≠ � ist. Nach Lemma �.�.� folgt aus u ∈ σv nun v ∈ Hu,b. Wegen
u ∈ Hw−v ,� ist �w , u� = �v , u�, also auch w ∈ Hu,b. Wieder mit Lemma �.�.� folgt u ∈ σw .

Für die umgekehrte Inklusion, sei u ∈ σv ∩σw , u ≠ �. Wähle wieder b ∈ Rwie oben. Mit
Lemma �.�.� folgt dann v ,w ∈ Hu,b und damit u ∈ Hw−v ,�. ⇤

Das alles rechtfertigt nun folgende De�nition.

De�nition. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop. Die torische Varietät zu
P ist dann

XP = X(kP)∩M
wobei k eine positive ganze Zahl ist derart, dass kP sehr ampel ist.

Der Clou an dieser De�nition ist, dass die eingebettete torische Varietät X(kP)∩M ⊂ Ps−�
mit s = �(kP) ∩M� zwar von k abhängt, die a�nen Teile und ihre Verklebung aber nicht.
Die abstrakten projektiven Varietäten sind damit von k unabhängig. (Bald behandeln wir
abstrakte torische Varietäten systematischer.)

Beispiel. Es sei ∆n ⊂ Rn der von � und den Einheitsvektoren aufgespannte n-Simplex. Das
Polytop ∆n ist normal und damit sehr ampel. Die Gitterpunkte in k∆n entsprechen gerade
den Exponenten aller s = �n+kk �Monome in C[t�, . . . , tn] vom Totalgrad höchstens k. Die
zugehörige torische Varietät X(k∆n)∩Zn ⊂ Ps−� ist gerade die k-te Veronese-Einbettung von
Pn. Insbesondere ist X∆n = Pn.

Beispiel. Es seien a, b ∈ N mit � � a � b und setze

Pa,b = Conv(�, ae�, e�, be� + e�) ⊂ R�.
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defined using all monomials of total degree k in C[x0, . . . ,xn] (Exercise 2.3.6). It
follows that this map is an embedding, usually called the Veronese embedding. But
when we forget the embedding, the underlying toric variety is just Pn.

The Veronese embedding allows us to construct some interesting affine open
subsets of Pn. Let f � C[x0, . . . ,xn] be nonzero and homogeneous of degree k and
write f =

�
|�|=k c�x�. We write the homogeneous coordinates of Ps�1 as y� for

|�| = k. Then L =
�

|�|=k c�y� is a nonzero linear form in the variables y�, so that
Psk�1 \V(L) is a copy of Csk�1 (Exercise 2.3.6). If follows that

Pn \V( f ) � �k(Pn)�
�
Psk�1 \V(L)

�

is an affine variety (usually not toric). This shows that Pn has a richer supply of
affine open subsets than just the open sets Ui = Pn \V(xi) considered earlier in the
chapter. �

When we explain the Proj construction of Pn later in the book, we will see the
intrinsic reason why Pn \V( f ) is an affine open subset of Pn.

Example 2.3.16. The 2-dimensional analog of the rational normal curve Cd is the
rational normal scroll Sa,b, which is the toric variety of the polygon

Pa,b = Conv(0,ae1,e2,be1 + e2) � R2,

where a,b � N satisfy 1 � a � b. The polygon P = P2,4 and its normal fan are
pictured in Figure 9.

P = P2,4

v1 = 0 v4 = 2e1

v2 = e2 v3 = 4e1 + e2
σ1

σ3

σ2

σ4

ΣP

Figure 9. The polygon of a rational normal scroll and its normal fan

In general, the polygon Pa,b has a+ b+ 2 lattice points and gives the map

(C�)2 �� Pa+b+1, (s, t) �� (1,s,s2, . . . ,sa, t,st,s2t, . . . ,sbt)

such that Sa,b = XPa,b is the Zariski closure of the image. To describe the image, we
rewrite the map as

C�P1 �� Pa+b+1, (s,�,µ) �� (�,s�,s2�, . . . ,sa�,µ,sµ,s2µ, . . . ,sbµ).

Das Polygon P�,� mit seinem Normalenfächer (Quelle: [CLS], §�.�, Figure �)

Dieses Polygonhat dieGitterpunkte (�, �), (�, �), . . . , (a, �), (�, �), (�, �), (�, �), . . . , (b, �),
also a + b + � Stück. Die torische Varietät XPa ,b eingebettet in Pa+b+� ist also der Abschluss
des Bildes von

� C� → Pa+b+�
(s, t) � (� ∶ s ∶ s� ∶ � ∶ sa ∶ t ∶ st ∶ s�t ∶ � ∶ sbt) .

Die Varietät XPa ,b heißt die rationale Normalenrolle (”rational normal scroll“).
(�) Mankann zeigen, dass dasVerschwindungesideal von XPa ,b inC[x�, . . . , xa , y�, . . . , ya]

von den � × �-Minoren der Matrix

�x� x� � xa−� y� y� � yb−�
x� x� � xa y� y� � yb

�

erzeugt wird.
(�) Um die Varietät geometrisch besser zu verstehen und den seltsamen Namen zu

erklären, betrachte die (partiell homogenisierte) Abbildung

� C × P� → Pa+b+�
(s, (λ ∶ µ)) � (λ ∶ sλ ∶ s�λ ∶ � ∶ saλ ∶ µ ∶ sµ ∶ s�µ ∶ � ∶ sbµ) ,

die das gleiche Bild hat wie die Abbildung oben. Für (λ ∶ µ) = (� ∶ �) degene-
riert diese Abbildung zu s � (�, s�, . . . , sa , �, . . . , �). Dies gibt gerade eine rationa-
le Normalenkurve vomGrad b. Analog entsteht für (λ ∶ µ) = (� ∶ �) eine rationale
Normalenkurve vom Grad a in den hinteren Koordinaten. Fixiert man anderer-
seits s, so erhält man für laufendes (λ ∶ µ) ∈ P� eine Verbindungsgerade zwischen
den Punkten auf diesen beiden rationalen Normalenkurven. In diesem Sinn kann
man sich die Varietät wie eine Art Schri�rolle vorstellen.

(�) Interessant im gegenwärtigen Kontext ist die Beobachtung, dass der Normalen-
kegel von Pa,b o�enbar nur von b − a abhängt, da dies die Steigung der schrägen
Seite festlegt. Als abstrakte torische Varietäten gilt also

XP� ,r+� = XP� ,r+� = �
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�.�. Eigenscha�en projektiver torischer Varietäten
Erinnerung: Eine irreduzible Varietät X heißt normal, wenn alle ihre lokalen Ringe

OX ,p, p ∈ X, ganz abgeschlossen sind. Äquivalent ist, dass jede a�n-o�ene Untervarietät
U ⊂ X normal ist, also der Koordinatenring C[U] ganz abgeschlossen ist.

Satz �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop.
(a) Die torische Varietät XP ist normal.
(b) Es seiA = (kP∩M)×{�} ⊂ M×Z. Die a�ne Varietät YA ist genau dann normal, wenn

kP normal ist.

Beweis. (a)Wir wissen bereits, dass XP durch a�ne torische Varietäten der FormUσ über-
deckt wird, wobei σ ein spitzer, rationaler polyedrischer Kegel ist. Nach Satz �.�.�. sind diese
Uσ alle normal.

(b) Nach Satz �.�.�. (und seinem Beweis) ist YA genau dann normal, wenn die Halb-
gruppe NA in M × Z saturiert ist. Mit Hilfe von Aufgabe �� überzeugt man sich leicht
davon, dass dies genau dann der Fall ist, wenn kP normal ist. ⇤

Bemerkung. Sei s = �A�. Nach Prop. �.�.�. ist YA ⊂ Cs gerade der a�ne Kegel über XkP∩M ⊂
Ps−�. Wenn der a�ne Kegel über einer projektiven Varietät normal ist, so heißt diese pro-
jektiv normal. Im Unterschied zur Normalität ist diese Eigenscha� allerdings abhängig
von der Einbettung in einen projektiven Raum (wie man hier auch sieht, da kP für ein
bestimmtes k sehr ampel aber nicht normal sein kann).

Als nächstes geht es um Glattheit. Erinnerung: Ein polyedrischer Kegel σ ⊂ NR heißt
glatt, wenn sich seine Halbstrahlgeneratoren zu einer Z-Basis von N ergänzen lassen.

De�nition. Es sei P ⊂ MR ein Gitterpolytop. Sei E ⊂ P eine Kante und v ∈ E eine Ecke.
Mit wE bezeichnen wir das eindeutige Element von M derart, dass wE − v der Halbstrahl-
generator von Cone(E−v) ist. (Anschaulich gesagt istwE also der erste von v verschiedene
Gitterpunkt in der Kante E neben v).

Das Polytop P heißt glatt oder unimodular, wenn folgendes gilt: Für jede Ecke v von P
lassen sich die Vektoren {wE − v � E Ecke mit v ∈ E} zu einer Gitterbasis von M erweitern.

Falls P volldimensional ist, so bedeutet Glattheit gerade, dass diewE−v für jedes v eine
Gitterbasis von M bilden.

Satz �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop. Äquivalent sind:
(a) Die projektive torische Varietät XP ist glatt.
(b) Der Normalenfächer ΣP ist glatt, was bedeutet, dass alle Normalenkegel von P glatt sind.
(c) Das Polytop P ist glatt.

Beweis. Genau dann ist XP glatt, wenn alle a�nen TeileUσv (v Ecke von P) glatt sind. Nach
Satz �.�.��. ist das genau dann der Fall, wenn die Kegel σv glatt sind. Da Seiten glatter Kegel
glatt sind und ΣP nach Prop. �.�.�. genau aus den Kegeln σv und ihren Seiten besteht, ist
(a)⇔(b) damit bewiesen.
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Um (b)⇔(c) zu sehen, bemerke zunächst, dass σv genau dann glatt ist, wenn σ∨v glatt.
Die Halbstrahlgeneratoren von σ∨v sind genau diewE −v in der De�nition oben. Also ist P
genau dann glatt, wenn alle σ∨v glatt sind. ⇤

Proposition �.�.�. Jedes volldimensionale glatte Gitterpolytop ist sehr ampel.

Beweis. Aufgabe ��. ⇤

Bemerkung. Es es ist eine o�ene Frage, ob jedes glatte volldimensionale Gitterpolytop
sogar normal ist.

Beispiel �.�.�. Es sei P = Conv(�, �e�, e�) ⊂ R�. Es gilt P ∩ Z� = {�, e�, �e�, e�}. Da P sehr
ampel ist, ist die Varietät XP der Abschluss des Bildes von

� (C
∗)� → P�

(s, t) � (�, s, s�, t) .

In homogenen Koordinaten y�, y�, y�, y� gilt dann

XP∩Z� = V(y�y� − y�� ).
Diese Varietät ist nicht glatt, denn sie hat den singulären Punkt (� ∶ � ∶ � ∶ �) (Check!).
Betrachten wir hierzu die Situation aus Satz �.�.�.
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The variety XP is not smooth. By working on the affine piece XP�U3, one can
check directly that (0,0,0,1) is a singular point of XP.

We can also use Theorem 2.4.3 and the normal fan of P, shown in Figure 11.
One can check that the cones �0 and �1 are smooth, but �2 is not, so that �P

P

v0 v1

v2 σ0
σ1

σ2
ΣP

Figure 11. The polygon giving P(1,1,2) and its normal fan

is not a smooth fan. In terms of P, note that the vectors from v2 to the first lattice
points along the edges containing v2 do not generate Z2. Either way, Theorem 2.4.3
implies that XP is not smooth.

If you look carefully, you will see that �2 is the only nonsmooth cone of the
normal fan �P. Once we study the correspondence between cones and orbits in
Chapter 3, we will see that the nonsmooth cone �2 corresponds to the singular
point (0,0,0,1) of XP. �

Products of Projective Toric Varieties. Our final task is to understand the toric
variety of a product of polytopes. Let Pi � (Mi)R � Rni be lattice polytopes with
dim Pi = ni for i = 1,2. This gives a lattice polytope P1 �P2 � (M1 �M2)R of
dimension n1+n2.

Replacing P1 and P2 with suitable multiples, we can assume that P1 and P2 are
very ample. This gives projective embeddings

XPi �� Psi�1, si = |Pi�Mi|,

so that by Proposition 2.0.4, XP1 �XP2 is a subvariety of Ps1�1�Ps2�1. Using the
Segre embedding

Ps1�1�Ps2�1 �� Ps�1, s= s1s2,
we get an embedding

(2.4.1) XP1 �XP2 �� Ps�1.

We can understand this projective variety as follows.

Quelle: [CLS], §�.�, Figure ��

Man sieht direkt, dass σ� und σ� glatt sind, σ� dagegen nicht. Dies zeigt erneut, dass
XP nicht glatt ist. Bald studieren wir die Korrespondenz zwischen Kegeln im Normalen-
fächern und Bahnen der Operation des Torus und werden dann sehen, dass der Kegel σ�
tatsächlich genau dem singulären Punkt entspricht.





VORLESUNG ÜBER TORISCHE VARIETÄTEN Daniel Plaumann
Universität Konstanz

Wintersemester ����/����

�. ABSTRAKTE TORISCHE VARIETÄTEN

�.�. Abstrakte Varietäten
Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie sich die a�nen Teile einer projektiven

torischen Varietät mit einander verkleben. Das machen wir jetzt systematisch und für all-
gemeine algebraische Varietäten.

Wir setzen das meiste an grundlegender Maschinerie über abstrakte Varietäten als be-
kannt voraus, wiederholen aber kurz ein paar wesentliche Punkte. Es sei V eine a�ne
Varietät und U eine Zariski-o�ene Teilmenge. Eine Funktion f ∶U → C heißt regulär in
einem Punkt p ∈ U , wenn es eine o�ene Umgebung W von p in U gibt und Elemente
g , h ∈ C[V] des Koordinatenrings mit h(q) ≠ � und

f (q) = g(q)
h(q)

für alle q ∈W . Die Funktion f heißt regulär aufU , wenn sie in allen Punkten vonU regulär
ist. Diese Funktionen bilden einen Ring

OV(U) = � f ∶U → C � f ist regulär�.

Aus dieser De�nition heraus beweist man nun

○ OV(V) = C[V];
○ OV(Vf ) = C[V] f für f ∈ C[V].

Es sei nun {Vα}, α ∈ I, eine endliche Familie von a�nenVarietäten, und für alle α, β ∈ I
seien Vβα ⊂ Vα Zariski-o�ene Teilmengen und Isomorphismen

φβα ∶Vβα → Vαβ .

mit den folgenden Eigenscha�en gegeben:

(�) φαβ = φ−�βα
(�) φβα(Vβα ∩Vγα) = Vαβ ∩Vγβ

(�) φγα = φγβ ○ φβα auf Vβα ∩Vγα

für alle α, β, γ ∈ I. Sind solche Daten gegeben, so kann man eine algebraische Varietät
durch Verkleben herstellen: Es sei Y = �Yα die disjunkte Vereinigung mit der Relation
a ∼ b genau dann, wenn a ∈ Vα und b ∈ Vβ mit b = φβα(a). Aus den obigen Eigenscha�en
(�)-(�) folgt gerade, dass dies eine Äquivalenzrelation ist. Sei X = Y� ∼ die Menge der
Äquivalenzklassen, versehen mit der Quotiententopologie. Für α ∈ I sei ψα ∶Vα → X die
Abbildung, die jedem a ∈ Vα seine Äquivalenzklasse in X zuordnet. Für jedes α ist dann
Uα = ψα(Vα) eine o�ene Teilmenge von X und ψα ∶Vα → Uα ein Homöomorphismus.

Beispiel. Die projektiveVarietät X = Pn erhältman auf dieseWeise aus n+�Kopien vonCn,
nämlich so: Es sei I = {�, . . . , n}, Vi = Cn und Vi j = {u ∈ Vj � ui ≠ �}. Die Isomorphismen

��
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sind dann die Abbildungen

φ ji ∶
���������

Vji → Vi j

(u�, . . . , ui−�, ui+�, . . . , un) � �u�u j
, . . . , ui−�

u j
, �
u j
, ui+�

u j
, . . . , u j−�

u j
, u j+�

u j
, . . . , unu j

� .

Schreibt man die Äquivalenzklassen in Pn = Y� ∼ wie gewohnt in homogenen Koordina-
ten, dann ist dieAbbildungψi ∶Ui → Pn gerade gegebendurch (u�, . . . , ui−�, uu+�, . . . , un)�
(u� ∶ � ∶ ui−� ∶ � ∶ ui+� ∶ � ∶ un).

Die Stuktur als algebraische Varietät auf X wie oben ist, mit allem was dazugehört,
nun dadurch erklärt, dass man immer alles durch ”Zurückziehen“ auf die a�nen Teile Uα

zurückspielt. IstU ⊂ X eine o�ene Teilmenge, so heißt eine Funktion f ∶U → C regulär auf
U , wenn f ○ψα regulär auf der o�enen Teilmenge ψ−�α (U) von Vα ist, für alle α ∈ I. Wieder
bilden die regulären Funktionen einen Ring, geschriebenOX(U). Die Strukturgarbe von
X ist die Zuordnung

U � OX(U)
de�niert auf allen Zariski-o�enen Teilmengen von X. Diese Zuordnung ist eine Garbe, was
gerade bedeutet, dass Funktionen sich aus lokalen Daten verkleben lassen, genau wie die
Varietät selbst: Ist {Wα} eine o�ene Überdeckung einer o�enen Teilmenge U ⊂ X und
sind fα ∶Wα → C reguläre Funktionen mit fα �Wα∩Wβ = fβ�Wα∩Wβ für alle α, β, dann (und nur
dann) gibt es eine Funktion f ∶U → C mit f �Wα = fα.

EinMorphismus zwischen zwei abstrakten Varietäten X und Y ist eine stetige Abbil-
dung Φ∶X → Y mit der Eigenscha�, dass f ○Φ ∈ OX(Φ−�(U)) für alle o�enen Teilmenge
U ⊂ Y und alle f ∈ OY(U) gilt.

Wie so o�, wenn man so allgemein de�niert, holt man sich auch allerhand Dinge ins
Haus, auf die man (vielleicht) gern verzichtet hätte: Es sei I = {�, �}, V� = V� = C und
V�� = {u ∈ V� � u ≠ �}, V�� = {u ∈ V� � u ≠ �}. Nimmt man die Verklebung

φ��∶�
U�� → U��

u � ��u
und g�� = g−��� so ist die resultierende Varietät gerade P�, wie im Beispiel oben. Nimmt man
aber versehentlich die Verklebung

φ��∶�
U�� → U��

u � u

dann entsteht eine Gerade mit ”doppeltem Nullpunkt“. Das ist weniger schön.

De�nition. Eine Varietät X heißt separiert, wenn das Bild der Diagonalabbildung X →
X × X in X × X Zariski-abgeschlossen ist.

Vorher muss man sich natürlich um eine Varietätsstruktur auf X × X bemühen, was
wir als bekannt voraussetzen (Tensorprodukte der Koordinatenringe im A�nen. Dann
Verkleben. Nicht schwierig, aber im allgemeinen sehr lästig hinzuschreiben.) Der sprin-
gende Punkt ist, dass die Bedingung nicht erfüllt ist, wenn X z.B. dieGerademit doppeltem



�.�. FÄCHER UND NORMALE TORISCHE VARIETÄTEN ��

Nullpunkt ist. Denn in diesem Fall ist X × X eine Ebene mit vierfachem Nullpunkt, aber
das Bild von X in X × X unter der Diagonalabbildung besteht nur aus der Diagonalen mit
doppeltem Nullpunkt. Man zeigt dann, dass diese nicht abgeschlossen ist (im Abschluss
liegen alle vier Exemplare des Nullpunkts).

Bemerkung. Die De�nition von Separiertheit entspricht der Hausdor�schen Trennungs-
eigenscha� von topologischen Räumen. Tatsächlich ist eine Varietät X (hier ja immer über
C) genau dann separiert, wenn sie bezüglich der klassischen (komplexen) Topologie ein
Hausdor�raum ist.

Bemerkung. Eine durchVerklebedaten {Vα}, {φβα} entstandeneVarietät X ist genaudann
separiert, wenn das Bild von

� Vβα → Vβα ×Vαβ

p � (p, φβα(p))
in Vα ×Vβ abgeschlossen ist, für alle α, β.

Nützliche Konsequenzen der Separiertheit sind auch so ähnlich wie bei Hausdor�räumen:

Proposition �.�.��. Es seien X und Y Varietäten und sei X separiert.
(a) Sind φ,ψ∶Y → X Morphismen, so ist die Menge {y ∈ Y � φ(y) = ψ(y)} abgeschlossen in

Y. Insbesondere stimmen φ und ψ bereits überein, wenn sie auf einer dichten Teilmenge
von Y übereinstimmen.

(b) Sind U und V a�ne o�ene Teilmengen von X, so ist auch U ∩V a�n.

Dass eine abstrakte Varietät V a�n ist bedeutet dabei gerade, dass sie als abstrakte
Varietät zu einer a�nen Varietät isomorph ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der na-
türliche Morphismus V → Spec(C[V]) ein Isomorphismus ist.

�.�. Fächer und normale torische Varietäten
Eine projektive torische Varietat entsteht aus einem Polytop durch Verklebung der af-

�nen Teile, die durch die Normalenkegel des Polytops gegeben sind. Das machen wir jetzt
allgemeiner: Seien wie üblich M und N duale Gitter in Vektorräumen MR, NR.

De�nition. Ein (polyedrischer) Fächer in NR ist eine endlicheMenge Σ von Kegeln in NR

mit folgenden Eigenscha�en:
(a) Jeder Kegel σ in Σ ist spitz, rational und polyedrisch.
(b) Für jedes σ ∈ Σ liegen auch alle Seiten von σ in Σ.
(c) Für alle σ�, σ� ∈ Σ ist σ� ∩ σ� eine Seite von beiden (und damit in Σ).
Der Träger von Σ ist �Σ� = �σ∈Σ σ ⊂ NR. Außerdem schreiben wir Σ(r) für die Menge aller
r-dimensionalen Fächer in Σ.

Es sei Σ ein Fächer. Zu jedem σ ∈ Σ gehört die a�ne torische Varietät

Uσ = Spec(C[Sσ]), Sσ = σ∨ ∩M .
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Ist τ = σ ∩Hm, m ∈ σ∨, eine Seite, dann haben wir gesehen (Prop. �.�.��), dass

C[Sτ] = C[Sσ]χm und damit Uτ = (Uσ)χm .

Ist außerdem τ = σ� ∩ σ�, so gilt

σ� ∩Hm = τ = σ� ∩Hm

für ein m ∈ σ∨� ∩ (−σ�)∨ ∩M nach dem Trennungslemma �.�.��. Dies zeigt, dass

Uσ� ⊃ (Uσ�)χm = Uτ = (Uσ�)χ−m ⊂ Uσ� .

Wir haben also einen kanonischen Isomorphismus

φσ� ,σ� ∶ (Uσ�)χm
∼�→ (Uσ�)χ−m .

Wir müssen uns überzeugen, dass die a�nen torischen Varietäten Uσ für σ ∈ Σ zu-
sammen mit den Isomorphismen φσ� ,σ� die Voraussetzungen für eine Verklebung wie im
vorangehenden Abschnitt erfüllen (Aufgabe ��). Wir erhalten dann eine Varietät, die wir
mit XΣ bezeichnen. Unser erstes Ziel ist:

Satz �.�.�. Es sei Σ ein Fächer in NR. Die Varietät XΣ ist eine normale, separierte, torische
Varietät.

Für den Beweis brauchen wir noch eine kleine Vorbereitung.

Proposition �.�.�. Seien σ�, σ� ∈ Σ und τ = σ� ∩ σ�. Dann gilt

Sτ = Sσ� + Sσ� .

Beweis. Aus σ∨� +σ∨� = (σ�∩σ�)∨ = τ∨ folgt die Inklusion Sσ� +Sσ� ⊂ Sτ. Für die umgekehrte
Inklusion, sei x ∈ Sτ und seim ∈ σ∨� ∩(−σ�)∨∩Mmit σ�∩Hm = τ = σ�∩Hm. Da Sτ = Sσ�+Zm
nach Prop. �.�.�� gilt, gibt es y ∈ Sσ� und ℓ ∈ N mit x = y + ℓ(−m). Nun ist −m ∈ σ∨� , also
x ∈ Sσ� + Sσ� . ⇤

Beispiel. Es sei σ� = Cone(e� + e�, e�) und σ� = Cone(e�, e� + e�) in NR = R�. Dann ist
τ = σ� ∩ σ� = Cone(e� + e�). Die folgende Abbildung zeigt die vorkommenden Kegel.
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Proposition 3.1.3. If �1,�2 � � and � = �1��2, then

S� = S�1 +S�2 .

Proof. The inclusion S�1 + S�2 � S� follows directly from the general fact that
��
1 + ��

2 = (�1 � �2)� = ��. For the reverse inclusion, take p � S� and assume
that m � ��

1 � (��2)� �M satisfies (3.1.2). Then (3.1.1) applied to �1 gives p =
q+ �(�m) for some q � S�1 and � � N. But �m � ��

2 implies �m � S�2 , so that
p � S�1 +S�2. ⇤

This result is sometimes called the separation lemma and is a key ingredient in
showing that the toric varieties X� are separated in the sense of Definition 3.0.16.

Example 3.1.4. Let �1 = Cone(e1 + e2,e2) (as in Exercise 1.2.11), and let �2 =
Cone(e1,e1+ e2) in NR = R2. Then � = �1 � �2 = Cone(e1 + e2). We show the
dual cones ��

1 = Cone(e1,�e1+ e2), ��
2 = Cone(e1 � e2,e2), and �� = ��

1 +��
2

in Figure 1.

σ1

σ2

τ σ1← ←

σ2

←

→

τ

Figure 1. The cones �1,�2,� and their duals

The dark shaded region on the right is ��
1 ���

2 . Note � = �1�Hm = �2�H�m,
where m= �e1+ e2 � ��

1 and �m= e1� e2 � ��
2 . Since S� is the set of all sums

m+m� with m � ��
1 �M and m� � ��

2 �M, we see that S� = S�1 +S�2 . �

Now consider the collection of affine toric varieties U� = Spec(C[S�]), where
� runs over all cones in a fan �. Let �1 and �2 be any two of these cones and let
� = �1��2. By (3.1.3), we have an isomorphism

g�2,�1 : (U�1)�m � (U�2)��m

which is the identity on U� . By Exercise 3.1.1, the compatibility conditions as in
§3.0 for gluing the affine varieties U� along the subvarieties (U�)�m are satisfied.
Hence we obtain an abstract variety X� associated to the fan �.

Theorem 3.1.5. Let � be a fan in NR. The variety X� is a normal separated toric
variety.

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

Die zugehörige torische Varietät wird in Aufgabe �� untersucht.
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Beweis von �.�.�. Da die Kegel in Σ nach Voraussetzung alle spitz sind, ist der Torus TN =
Spec(C[M]) in allen Uσ enthalten (Satz �.�.��). Diese Tori werden unter der Verklebung
alle miteinander identi�ziert, so dass TN ⊂ XΣ gilt. Außerdem verklebt die Operation von
TN auf den Uσ zu einer Operation auf XΣ, was daran liegt, dass der Isomorphismus φσ� ,σ�
auf C[Sσ�∩σ�] die Identität induziert. Also ist XΣ eine torische Varietät. Außerdem sind die
Uσ alle normal und damit auch XΣ.

Es bleibt zu zeigen, dass XΣ separiert ist. Dafür reicht es zu beweisen, dass das Bild der
Diagonalabbildung

∆∶Uτ → Uσ� ×Uσ�

für τ = σ� ∩ σ� abgeschlossen ist. Dieses ∆ entspricht dem Homomorphismus

∆∗∶C[Sσ�]⊗C C[Sσ�]→ C[Sτ]

gegeben durch χm ⊗ χm′ � χm+m′ . Prop. �.�.� sagt nun gerade, dass dieser Homomorphis-
mus surjektiv ist, so dass

C[Sτ] ≅ �C[Sσ�]⊗C C[Sσ�]��ker(∆∗),
was genau das Bild von ∆ in Uσ� ×Uσ� als abgeschlossene Teilmenge realisiert. ⇤

Wir halten fest, dass die abstrakte Konstruktion den projektiven Fall verallgemeinert.

Proposition �.�.�. Es sei P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop. Dann gilt XP ≅ XΣP ,
wobei ΣP der Normalenfächer von P ist.

Beweis. Dies gilt nach Prop. �.�.�� zusammen mit der Tatsache, dass der Normalenfächer
von kP für k > � nicht von k abhängt. ⇤

Zeit für Beispiele!

Beispiel �.�.�. Es sei ∆� = Conv(�, e�, e�) das Standardsimplex in der Ebene und sei Σ sein
Normalenfächer. Wir wissen schon, dass PΣ = P� gilt, wollen daran aber noch einmal die
Verklebungskonstruktion nachvollziehen.

Der Fächer Σ enthält drei volldimensionale Teile, nämlich σ� = Cone(e�, e�), σ� =
Cone(−e� − e�, e�), σ� = Cone(e�,−e� − e�), sowie den Nullpunkt und drei Halbstrahlen.
Die dualen Kegel in MR dazu sind

σ∨� = Cone(e�, e�)
σ∨� = Cone(−e�,−e� + e�)
σ∨� = Cone(e� − e�,−e�).

Die torische Varietät XΣ entsteht durch Verkleben der drei a�n-o�enen Teile C[Sσi ] =
C[σ∨i ∩M], also

Uσ� = Spec(C[Sσ�]) ≅ Spec(C[x , y])
Uσ� = Spec(C[Sσ�]) ≅ Spec(C[x−�, x−�y])
Uσ� = Spec(C[Sσ�]) ≅ Spec(C[xy−�, y−�]).
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Nach Prop. �.�.� ist die Verklebung auf den Koordinatenringen gegeben durch

φ∗��∶C[x , y]x = C[x−�, x−�y]x−�
φ∗��∶C[x , y]y = C[xy−�, y−�]y−�

φ∗��∶C[x−�, x−�y]x−� y = C[xy−�, y−�]xy−� .
Mit homogenen Koordinaten (x� ∶ x� ∶ x�) auf P� und x = x�

x� und y = x�
x� sieht man, dass

Uσi gerade Ui ⊂ P� entspricht, so dass tatsächlich XΣ ≅ P� gilt.

Beispiel �.�.��. Allgemein ist Pn die torische Varietät zum n-dimensionalen Standard-
simplex in Rn. Der zugehörige Normalenfächer wird von allen echten Teilmengen von
{e�, . . . , en}mit e� = −e� − e� −�− en aufgespannt.

Beispiel �.�.��. Wir bestimmen alle torischen Varietäten, die aus �-dimensionalen Fächern
entstehen (und damit alle �-dimensionalen torischen Varietäten; dazu später). Sei dazu
N = Z und NR = R. Die spitzen Kegel in N sind die Intervalle σ� = [�,∞), σ� = (−∞, �]
und τ = {�}. Es gibt also vier mögliche Fächer, die folgenden Varietäten entsprechen:

Fächer Varietät
{τ} C∗
{σ�, τ} und {σ�, τ} C
{σ�, σ�, τ} P�.

Beispiel �.�.��. Nach Aufgabe �� entsprechen Produkte von Polytopen den Produkten der
torischen Varietäten. Das Produkt ∆m × ∆n entspricht also Pm ×Pn. Dabei ist der Norma-
lenfächer des Produkts gleich dem Produkt der Normalenfächer. Der Fächer
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σ00σ10

σ11 σ01

Figure 3. A fan � with X� � P1�P1

Example 3.1.13. Let N = N1�N2, with N1 = Zn and N2 = Zm. Let �1 in (N1)R
be the fan giving Pn, but let �2 be the fan consisting of the cone Cone(e1, . . . ,em)
together with all its faces. Then � = �1 � �2 is a fan in NR and the the corre-
sponding toric variety is X� � Pn �Cm. The case P1�C2 was studied in Exam-
ple 3.0.14. �

Examples 3.1.12 and 3.1.13 are special cases of the following general con-
struction, whose proof will be left to the reader (Exercise 3.1.4).

Proposition 3.1.14. Suppose we have fans �1 in (N1)R and �2 in (N2)R. Then

�1��2 = {�1��2 | �i � �i}

is a fan in (N1)R � (N2)R = (N1�N2)R and

X�1��2 � X�1 �X�2. ⇤

Example 3.1.15. The two cones �1 and �2 in NR = R2 from Example 3.1.4 (see
Figure 1), together with their faces, form a fan �. By comparing the descriptions
of the coordinate rings of V�i given there with what we did in Example 3.0.8, it is
easy to check that X� �W , whereW � P1�C2 is the blowup of C2 at the origin,
defined asW = V(x0y� x1x) (Exercise 3.1.5).

Generalizing this, let N = Zn with standard basis e1, . . . ,en and then set e0 =
e1+ · · ·+en. Let � be the fan in NR consisting of the cones generated by all subsets
of {e0, . . . ,en} not containing {e1, . . . ,en}. Then the toric variety X� is isomorphic
to the blowup of Cn at the origin (Exercise 3.0.8). �

Example 3.1.16. Let r � N and consider the fan �r in NR = R2 consisting of the
four cones �i shown in Figure 4 on the next page, together with all of their faces.

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

in der Ebene entspricht also genau P� ×P� (wobei σi j = σi × σ j mit der Notation wie oben).

Allgemein gilt

Proposition �.�.��. Sind Σ� ⊂ (N�)R und Σ� ⊂ (N�)R zwei Fächer, so ist Σ�×Σ� = {σ�×σ� �σ� ∈
Σ�, σ� ∈ Σ�} ein Fächer in (N� × N�)R und es gilt

XΣ�×Σ� ≅ XΣ� × XΣ� .

Beweis. Sparen wir uns. ⇤

Beispiel �.�.��. Der Fächer Σr ⊂ R� im folgenden Bild
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σ1

σ4

σ3

σ2

(−1, r)

Figure 4. A fan �r with X�r � Hr

The corresponding toric variety X�r is covered by open affine subsets,

U�1 = Spec(C[x,y]) � C2

U�2 = Spec(C[x,y�1]) � C2

U�3 = Spec(C[x�1,x�ry�1]) � C2

U�4 = Spec(C[x�1,xry]) � C2,

and glued according to (3.1.3). We call X�r the Hirzebruch surface Hr.
Example 2.3.16 constructed the rational normal scroll Sa,b using the polygon

Pa,b with b � a � 1. The normal fan of Pa,b is the fan �b�a defined above, so that
as an abstract variety, Sa,b � Hb�a. Note also thatH0 � P1�P1. �

The Hirzebruch surfaces Hr will play an important role in the classification of
smooth projective toric surfaces given in Chapter 10.

Example 3.1.17. Let q0, . . . ,qn � Z>0 satisfy gcd(q0, . . . ,qn) = 1. Consider the
weighted projective space P(q0, . . . ,qn) introduced in Chapter 2. Define the lattice
N = Zn+1/Z ·(q0, . . . ,qn) and let ui, i= 0, . . . ,n, be the images in N of the standard
basis vectors in Zn+1, so the relation

q0u0+ · · ·+qnun = 0

holds in N. Let � be the fan made up of the cones generated by all the proper sub-
sets of {u0, . . . ,un}. When qi = 1 for all i, we obtain X� � Pn by Example 3.1.10.
And indeed, X� � P(q0, . . . ,qn) in general. This will be proved in Chapter 5 using
the toric generalization of homogeneous coordinates in Pn.

Here, we will consider the special case P(1,1,2), where u0 = �u1�2u2. The
fan � in NR is pictured in Figure 5 on the next page, using the plane spanned by
u1,u2. This example is different from the ones we have seen so far. Consider �2 =
Cone(u0,u1) = Cone(�u1�2u2,u1). Then ��

2 =Cone(�u2,2u1�u2) �M, so the
situation is similar to the case studied in Example 1.2.22. Indeed, there is a change

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

ist der duale Fächer zum Polytop Pa,b = Conv(�, ae�, e�, be�+ e�), a � b, aus Beispiel �.�.��.
Die zugehörige torische Varietät in Pa+b−� ist die rationale Normalenrolle. Die abstrakte
torische Fläche XΣb−a ≅ XPa ,b heißt die Hirzebruch-Fläche Hb−a zum Parameter b − a.
Man überprü� leicht, dass die Kegel in diesem Fächer alle glatt sind, und damit sind es
auch die Hirzebruch�ächen. Beachte außerdem, dassH� ≅ P� × P�.

�.�. Kegel und Bahnen
Beispiel. Betrachten P� ≅ PΣ, wobei Σ der Normalenfächer des Standardsimplex in R� ist,
wie in Beispiel �.�.�. Der Torus TN ⊂ P� besteht aus den Punkten (� ∶ s ∶ t), s, t ∈ C∗. Jeder
Punkt u = (a, b) ∈ N = Z� bestimmt die Einparametergruppe

λu∶� C∗ → TN

t � (� ∶ ta ∶ tb) .

Wir untersuchen den Grenzwert von λu(t) für t → �.
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Example 3.2.1. Consider P2 � X� for the fan � from Figure 2 of §3.1. The torus
TN = (C�)2 � P2 consists of points with homogeneous coordinates (1,s, t), s, t �= 0.
For each u= (a,b) � N = Z2, we have the corresponding curve in P2:

�u(t) = (1, t a, t b).

We are abusing notation slightly; strictly speaking, the one-parameter subgroup �u

is a curve in (C�)2, but we view it as a curve in P2 via the inclusion (C�)2 � P2.
We start by analyzing the limit of �u(t) as t � 0. The limit point in P2 depends

on u= (a,b). It is easy to check that the pattern is as follows:

limit is (1,0,0)

limit is (0,0,1)

limit is (0,1,0)

↑
 limit is (0,1,1)

↓
limit is (1,1,0)

← limit is (1,0,1)←
limit is (1,1,1)

a

b

Figure 6. limt�0 �u(t) for u= (a,b) � Z2

For instance, suppose a,b> 0 in Z. These points lie in the first quadrant. Here,
it is obvious that limt�0(1, t a, t b) = (1,0,0). Next suppose that a = b < 0 in Z,
corresponding to points on the diagonal in the third quadrant. Note that

(1, t a, t b) = (1, t a, t a) � (t�a,1,1)

since we are using homogeneous coordinates in P2. Then �a > 0 implies that
limt�0 (t�a,1,1) = (0,1,1). You will check the remaining cases in Exercise 3.2.1.

The regions of N described in Figure 6 correspond to cones of the fan �. In
each case, the set of u giving one of the limit points equals N � Relint(�), where
Relint(�) is the relative interior of a cone � � �. In other words, we have recovered
the structure of the fan � by considering these limits!

Now we relate this to the TN-orbits in P2. By considering the description P2 �
(C3 \{0})/C�, you will see in Exercise 3.2.1 that there are exactly seven TN-orbits

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

Die Information in diesem Bild ist schnell analysiert: Für etwa a, b > � gilt natürlich
limt→�(� ∶ ta ∶ tb) = �. Ist andererseits z.B. b < a und b < �, so gilt

lim
t→�
(� ∶ ta ∶ tb) = lim

t→�
(t−b ∶ ta−b ∶ �) = (� ∶ � ∶ �).
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Oder für a = b < �, gilt limt→�(� ∶ ta ∶ tb) = limt→�(t−a ∶ � ∶ �) = (� ∶ � ∶ �). Die übri-
gen Fälle gehen analog. Wir sehen also folgendes: Der Grenzwert limt→� λu(t) ist konstant
auf den relativen Inneren der Kegel im Normalenfächer Σ. Insbesondere erhalten wir den
Normalenkegel aus diesen Grenzwerten zurück.

Weiter sehen wir, dass die Punkte, die als Grenzwerte au�reten gerade ein Vertreter-
system für die Bahnen der Operation von TN auf P� bilden: Die Bahnen der Operation
(t� ∶ t� ∶ t�) ⋅ (x� ∶ x� ∶ x�) = (t�x� ∶ t�x� ∶ t�x�) hängen gerade genau davon ab, welche der xi
gleich Null sind. Es gibt also genau sieben solche Bahnen (da (� ∶ � ∶ � ∶ �) nicht mitspielt).

Umdas für allgemeine torische Varietäten zu analysieren, verwendenwir die Beschrei-
bung von Punkten in a�nen torischen Varietäten über Halbgruppenhomomorphismen.
Erinnerung/Ergänzung:

○ Die Punkte von Uσ stehen in Bijektion mit den Halbgruppenhomomorphismen
Sσ → (C, ⋅); zu einem Punkt p ∈ Uσ gehört dabei der Halbgruppenhomomorphis-
mus σ∨ ∩M ∋ m � χm(p).
○ Zu einem polyedrischen Kegel σ gehört der Punkt

m ∈ Sσ � �
� m ∈ Sσ ∩ σ⊥
� sonst.

von Uσ . Das ist ein Halbgruppenhomomorphismus: Denn sind m,m′ ∈ Sσ mit
m +m′ ∈ Sσ ∩ σ⊥, so folgt m,m′ ∈ Sσ ∩ σ∨, da σ∨ ∩ σ⊥ eine Seite von σ∨ ist. Wir
nennen diesen Punkt den ausgezeichneten Punkt von Uσ , geschrieben γσ .
○ Nach Kor. �.�.�. ist γσ der (eindeutige) Fixpunkt der Toruswirkung von TN auf Uσ

genau dann, wenn σ volldimensional (und damit σ∨ spitz) ist.
○ Ist τ � σ eine Seite, so gilt γτ ∈ Uσ , wegen σ⊥ ⊂ τ⊥.

Proposition �.�.�. Es sei σ ⊂ NR ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel und sei u ∈ N.
Genau dann gilt u ∈ σ , wenn der Grenzwert limt→� λu(t) in Uσ existiert. Ist außerdem u ∈
Relint(σ), so gilt limt→� λu(t) = γσ .

Beweis. Es sei u ∈ N . Zunächst existiert limt→� λu(t) in Uσ genau dann, wenn für alle m ∈
Sσ der Grenzwert limt→� χm�λu(t)� in C existiert, da die χm,m ∈ Sσ , den Koordinatenring
C[Uσ] aufspannen.Wegen χm(λu(t)) = t�m,u� ist das genau dann der Fall, wenn �m, u� � �
für alle m ∈ σ∨ ∩M gilt, also genau dann, wenn u ∈ (σ∨)∨ = σ gilt.

Für u ∈ σ ∩ N gehört zu limt→� λu(t) der Halbgruppenhomomorphismus

σ∨ ∩M ∋ m � χm(lim
t→�

λu(t)) = lim
t→�
�χm(λu(t))� = lim

t→�
t�m,u�.

Ist u ∈ Relint(σ), so gilt �m, u� > � für alle m ∈ Sσ � σ⊥ und �m, u� = � für m ∈ Sσ ∩ σ⊥
(Aufgabe �). Damit ist limt→� λu(t) genau der ausgezeichnete Punkt uσ . ⇤

Beispiel �.�.�. Es sei V = V(xy − zw), was wir schon mehrfach betrachtet haben. Dies ist
die torische Varietät V = Spec(C[Sσ]) zum Kegel σ mit

σ∨ = Cone(e�, e�, e�, e� + e� − e�).
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Der Torus von V ist das Bild von

(t�, t�, t�)� (t�, t�, t�, t�t�t−�� )
in (C∗)�. Zu u = (a, b, c) ∈ Z� gehört die Einparametergruppe

λu(t) = (ta , tb , tc , ta+b−c).
O�enbar existiert limt→� λu(t) in V genau dann, wenn a, b, c � � und a + b � c gelten.
Diese Bedingungen beschreiben gerade

σ = Cone(e�, e�, e� + e�, e� + e�).

Dabei istu ∈ Relint(σ) genaudann,wenn a, b, c > �und a+b > c gelten, also limt→� λu(t) =
(�, �, �, �) = γσ .

Zu jedem σ ∈ Σ gehört der ausgezeichnete Punkte γσ ∈ Uσ ⊂ XΣ und damit eine Bahn

O(σ) = TN ⋅ γσ ⊂ XΣ .

Wir wollen den im Beispiel P� beschriebenen Zusammenhang zwischen Torusbahnen
und ausgezeichneten Punkten im allgemeinen Fall analysieren. Dazu brauchen wir noch
etwas Vorbereitung.

Lemma �.�.�. Es sei σ ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in NR. SeiZ(σ ∩N) das von
σ ∩ N erzeugte Teilgitter und sei N(σ) = N�(Z(σ ∩ N)).
(a) Die Dualität �−,−�∶M × N → Z induziert eine perfekte Paarung

�−,−�∶ (σ⊥ ∩M) × N(σ)�→ Z.

(b) Sei TN(σ) = N(σ)⊗Z C∗ der Torus zu N(σ). Die Paarung in (a) induziert einen Isomor-
phismus

TN(σ) ≅ HomZ(σ⊥ ∩M ,C∗),
gegeben durch t � φt, wobei φt ∶ (σ⊥ ∩M)→ C∗, m � χm(t).

Beweis. (a) Für u ∈ Z(σ ∩ N) und m ∈ σ⊥ ∩ M gilt per De�nition �m, u� = �. Deshalb
induziert die Einschränkung von �−,−� auf (σ⊥ ∩M) × N eine Paarung auf N(σ). Diese
ist perfekt, weil Z(σ ∩ N) = ker(α) für α∶N → Hom(σ⊥ ∩M ,Z), u � [m � �m, u�] gilt.

(b) Geht so wie in Aufgabe �. ⇤

Erinnerung: Der Torus TN operiert auf den Punkten von Uσ aufgefassst als Halbgrup-
penhomomorphismen wie folgt: Wenn p ∈ Uσ dem Homomorphismus γP ∶ Sσ → C ent-
spricht, dann entspricht t ⋅ p dem Homomorphismus

γt⋅p∶m � χm(t)γP(m).

Lemma �.�.�. Es sei σ ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in NR. Dann gilt

O(σ) = �γ∶ Sσ → C � γ(m) ≠ �⇔ m ∈ σ⊥ ∩M�
≅ HomZ(σ⊥ ∩M ,C∗) ≅ TN(σ).
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Beweis. De�niere zunächst

O′ = �γ∶ Sσ → C � γ(m) ≠ �⇔ m ∈ σ⊥ ∩M�.
Diese Menge enthält γσ und ist unter der oben beschriebenen Wirkung von TN invariant.
(Wir sehen also sofort O′ ⊂ O(σ).)

Bemerke weiter, dass σ⊥ ∩M eine Untergruppe der Halbgruppe Sσ = σ∨ ∩M ist. Für
γ ∈ O′ ist also die Einschränkung von γ auf Sσ∩σ⊥ = σ⊥∩M einGruppenhomomorphismus
σ⊥ ∩ M → C∗. Umgekehrt erhalten wir aus jedem solchen Gruppenhomomorphimus γ̂
einen Halbgruppenhomomorphismus γ ∈ O′ durch

γ(m) = � γ̂(m) für m ∈ σ⊥ ∩M
� sonst.

Wir haben also O′ ≅ HomZ(σ⊥ ∩M ,C∗). Betrachte nun die kurze exakte Sequenz

��→ Z(σ ∩ N)�→ N �→ N(σ)�→ �

von Gittern. Nach Tensorieren mit C∗ erhalten wir aus Lemma �.�.�. eine Surjektion

TN = N ⊗Z C∗ → TN(σ) = N(σ)⊗Z C∗ ≅ HomZ(σ⊥ ∩M ,C∗).
Die erhaltene Bijektion TN(σ) ≅ O′ ist außerdem verträglich mit der Operation von TN .
Also operiert TN (transitiv) auf O′. Wegen γσ ∈ O′ zeigt dies O′ = O(σ). ⇤

Damit ist alles bereit für den Hauptsatz über Torusbahnen.

Satz �.�.�. Es sei Σ ein Fächer in NR und XΣ die zugehörige torische Varietät.
(a) Die Zuordnung

Σ ←→ �TN − Bahnen in XΣ�
σ ←→ O(σ) ≅ HomZ(σ⊥ ∩M ,C∗)

ist eine Bijektion.
(b) Für jeden Kegel σ ∈ Σ gilt dim(O(σ)) = dimNR − dim σ .
(c) Jede a�ne Teilmenge der Form Uσ von XΣ ist Vereinigung von Bahnen, nämlich

Uσ = �
τ�σ O(τ).

(d) Es gilt τ � σ genau dann, wenn O(σ) ⊂ O(τ). Außerdem gilt

O(τ) = �
τ�σ O(σ).

Dabei ist O(τ) sowohl der Zariski-Abschluss als auch der Abschluss in der klassischen
(komplexen) Topologie.

Beweis. (a) Es seiO eine TN-Bahn in XΣ. Da XΣ von den TN-invariantenMengenUσ über-
deckt wird und Uσ� ∩Uσ� = Uσ�∩σ� gilt, gibt es einen eindeutig bestimmten Kegel σ ∈ Σ der
minimal ist mit der Eigenscha� O ⊂ Uσ . Behaupte, dass O = O(σ) gilt, woraus die Be-
hauptung in (a) folgen wird.
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Sei dazu γ ∈ O. Überlege zunächst, dass es eine Seite τ � σ gibt derart, dass

σ∨ ∩ τ⊥ ∩M = {m ∈ Sσ � γ(m) ≠ �}
gilt. (Denn die Punkte auf der rechten Seite bilden die Gitterpunkte einer Seite von σ∨
(Check!) und wir wissen, dass jede Seite von σ∨ die Form τ∗ = σ∨ ∩ τ⊥ für eine Seite τ von
σ hat.) Daraus folgt γ ∈ Uτ. (Denn schreibe Sτ = Sσ +Zm mit m wie in �.�.��. Genau dann
setzt γ∶ Sσ → C auf Sτ fort und entspricht damit einem Punkt vonUτ, wenn τ(m) ≠ � gilt.)
Damit folgt τ = σ aufgrund derMinimalität von σ . Es gilt also {m ∈ Sσ �γ(m) ≠ �} = σ⊥∩M
und damit γ ∈ O(σ) nach Lemma �.�.�. Da zwei Bahnen entweder gleich oder disjunkt
sind, folgt O(σ) = O.

(b)UnterVerwendung vonLemma �.�.� sehenwir dim(O(σ)) = dimTN(σ) = rkN(σ) =
rkN − rk(Z(σ ∩ N)) = dimNR − dim σ .

(c) Da Uσ invariant unter TN ist, ist es eine Vereinigung von Bahnen. Ist τ eine Seite
von σ , so gilt O(τ) ⊂ Uτ ⊂ Uσ . Wie im Beweis von (a) gesehen, hat umgekehrt jede in Uσ

enthaltene Bahn die Form O(τ) für τ � σ .
(d) Es seiO(τ) der Abschluss vonO(τ) in der klassischen Topologie. Da die Toruswir-

kung stetig ist, ist O(τ) eine TN-invariante Teilmenge von XΣ und damit eine Vereinigung
von Bahnen. Sei σ ∈ Σ mit O(σ) ⊂ O(τ). Dann gilt O(τ) ⊂ Uσ ; denn andernfalls wäre
O(τ) ∩ Uσ = �, woraus O(τ) ∩ Uσ folgen würde (denn Uσ ist o�en in der klassischen
Topologie). Nach Teil (c) gilt also τ � σ .

Es sei umgekehrt τ � σ . Um O(σ) ⊂ O(τ) zu beweisen, genügt es O(τ)∩O(σ) ≠ � zu
zeigen. Sei dazu γτ der ausgezeichnete Punkt von Uτ, d.h. es gilt γτ(m) = � fürm ∈ τ⊥ ∩M
und sonst γτ(m) = �. Zu u ∈ Relint(σ) und t ∈ C∗, de�niere einen Halbgruppenhomo-
morphismus γ(t)∶C[Sτ] → C durch γ(t) = λu(t) ⋅ γτ. Es gilt γ(t) ∈ O(τ) für alle t ∈ C∗,
da O(τ) die Bahn von γτ ist. Nach Prop. �.�.� existiert der Grenzwert γ(�) = limt→� γ(t)
in Uσ . Explizit ist γ(t) als Halbgruppenhomomorphismus für m ∈ σ∨ ∩M durch

γ(t)(m) = χm(λu(t))γτ(m) = t�m,u�γτ(m).
gegeben. Wegen u ∈ Relint(σ) gilt dabei �m, u� > � für alle m ∈ σ∨ � σ⊥ und �m, u� = �
für m ∈ σ⊥. Deshalb entspricht γ(�) einem Punkt in O(σ). Nach Konstruktion liegt γ(�)
aber auch in O(τ), womit O(σ) ∩O(τ) ≠ � gezeigt ist.

Der Zusatz in (d) ist damit (für die klassische Topologie) ebenfalls bewiesen. Es bleibt
nur noch zu zeigen, dass der klassische Abschluss hier mit dem Zariski-Abschluss über-
einstimmt. Für σ ′ ∈ Σ haben wir gerade gesehen, dass O(τ) ∩ Uσ ′ ≠ � genau dann gilt,
wenn τ � σ ′, und nach (c) ist in diesem Fall

O(τ) ∩Uσ ′ = �
σ ∶τ�σ�σ ′O(σ).

In Uσ ′ ist das genau die Teilmenge, die durch das Ideal

I = �χm �m ∈ (σ ′)∨ ∩M � τ⊥� ⊂ C[(σ ′)∨ ∩M] = C[Sσ ′]

gegeben ist und damit Zariski-abgeschlossen. Denn ist γ ∈ O(σ) mit τ � σ � σ ′, so gilt
γ(m) = � genau dann, wenn m ∉ σ⊥ ∩M. Ist also m ∈ Sσ ′ , m ∉ τ⊥, so auch m ∉ σ⊥ ⊂ τ⊥
und damit γ(m) = �. Also gilt γ ∈ V(I). Ist umgekehrt γ ∈ V(I) ⊂ Uσ ′ , so bedeutet das
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γ(m) = � für alle m ∈ Sσ ′ � τ⊥. Nach (c) gibt es σ � σ ′ mit γ ∈ O(σ) und wir müssen nur
τ ⊂ σ zeigen. Wäre τ ⊄ σ , dann also σ⊥ ⊄ τ⊥ und es gäbe m ∈ σ∗ ∩M mit m ∉ τ∗ (wobei
σ∗ = (σ ′)∨ ∩ σ⊥ wie üblich die duale Seite ist, entsprechend τ∗). Aus γ ∈ O(σ)würde dann
γ(m) ≠ � folgen, aus γ ∈ V(I) dagegen γ(m) = �, Widerspruch. ⇤

Im Beweis haben wir gesehen, dass die Abschlüsse von Bahnen Zariski-abgeschlossene
Untervarietäten sind. Diese haben auch eine torische Struktur: Für σ ∈ Σ, schreibe

V(σ) = O(σ).

Nach Teil (d) in Satz �.�.� gilt τ � σ genau dann, wenn O(σ) ⊂ V(τ) und

V(τ) = �
τ�σ O(σ).

Der Torus O(τ) = TN(τ) ist dabei eine o�ene Teilmenge von V(τ). Für jeden Kegel σ ∈ Σ
mit τ � σ , sei σ das Bild von σ in N(τ)R = (N�(Z(τ ∩ N))R. Dann ist

Star(τ) = �σ ⊂ N(τ)R � τ � σ ∈ Σ�

ein Fächer in N(τ)R und es gilt

Proposition �.�.�. Für jedes τ ∈ Σ ist V(τ) isomorph zur torischen Varietät XStar(τ).
Beweis. Dies folgt aus (a) und (d) in Satz �.�.�. (Check!) ⇤

Beispiel. Es sei Σ in R� der im folgenden Bild dargestellte Fächer.
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Figure 7. The fan � and its 1-dimensional cone � in Example 3.2.8

A nice example of orbit closures comes from the toric variety XP of a full
dimensional lattice polytope P�MR. Here, we use the normal fan �P of P, which
by Theorem 2.3.2 consists of cones

(3.2.9) �Q = Cone(uF | F is a facet of P containing Q)

for each face Q� P. Recall that uF is the facet normal of F .
The basic idea is that the orbit closure ofV (�Q) is the toric variety of the lattice

polytope Q. Since Q need not be full dimensional in MR, we need to be careful.
The idea is to translate P by a vertex of Q so that the origin is a vertex of Q. This
affects neither �P nor XP, but Q is now full dimensional in Span(Q) and is a lattice
polytope relative to Span(Q)�M. This gives the toric variety XQ, which is easily
seen to be independent of how we translate to the origin. Here is our result.

Proposition 3.2.9. For each face Q� P, we have V (�Q) � XQ.

Proof. We sketch the proof and leave the details to reader (Exercise 3.2.8). Let
P= {m �MR | �m,uF� � aF for all facets F � P}

be the facet presentation of P. The facets of P containing Q also contain the origin,
so that aF = 0 for these facets. This implies that

��
Q = Span(Q),

and then N(�Q) is dual to Span(Q)�M. Note also that N(�Q)R = NR/Span(�Q).
To keep track of which polytope we are using, we will write the cone (3.2.9)

associated to a face Q� P as �Q,P. Then XP and XQ are given by the normal fans

�P = {�Q�,P � NR | Q� � P}
�Q = {�Q�,Q � N(�Q,P)R | Q� � Q}.

Quelle: [CLS], §�.�, Figure �

Der Träger von Σ ist Cone(e�, e�, e�+e�, e�+e�), ein alter Bekannter. Der Fächer ist aus dem
Kegel durch Unterteilung entlang des Halbstrahls τ = Cone(e�+ e�+ e�) entstanden. Ohne
das wir sonst etwas über die torische Varietät XΣ wissen müssten, können wir jetzt folgen-
des sagen: Nach Satz �.�.� hat die Bahn O(τ) die Dimension � in der dreidimensionalen
Varietät XΣ. Nach Prop. �.�.� entsteht der Abschluss V(τ) der Bahn O(τ) aus dem Bild
der angrenzenden vier Kegel, wenn man τ zu einem Punkt kontrahiert. Das entstehende
Bild in N(τ)R = (N�Nτ)R ≅ R� gibt dabei den bekannten Fächer von P� × P�. Es gilt also
V(τ) = P� × P�.
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Zum Abschluss möchten wir die Korrespondenz zwischen Kegeln und Bahnen noch
für den Fall verstehen, dass der Fächer der Normalenfächer eines Polytops ist: Es sei also
P ⊂ MR ein volldimensionales Gitterpolytop und ΣP sein Normalenfächer. Darin gehört
zu jeder Seite Q � P bekanntlich der Kegel

σQ = Cone�uF � F Facette von P mit Q ⊂ F�.
Was ist der Bahnenabschluss V(σQ)? Es sollte natürlich die torische Varietät XQ sein. Das
stimmt auch, allerdings muss man aufpassen, weil Q für Q ≠ P nicht volldimensional in
M ist. Darum soll XQ die torische Varietät bezeichnen, die man erhält, indem man Q so
verschiebt, dass der Ursprung eine Ecke ist und MR durch span(Q) (und darin M durch
span(Q) ∩M) ersetzt. Dann gilt tatsächlich:

Proposition �.�.�. Für jede Seite Q � P gilt V(σQ) ≅ XQ .

Beweisskizze. Betrachten P in seiner Facettendarstellung

P = �m ∈ MR � �m, uF� � aF für alle Facetten F � P�

Da wir annehmen, dass der Ursprung eine Ecke von Q ist, enthält jede Facette, die Q ent-
hält, ebenfalls den Ursprung, so dass für diese Facetten aF = � gelten muss. Daraus folgt

σ⊥Q = span(Q)
und N(σQ) ist dual zu span(Q) ∩M. Außerdem gilt N(σQ)R = NR� span(σQ). Betrachte
nun die torischen Varietäten XP und XQ zu den Normalenfächern

ΣP = �σQ′ ,P ⊂ NR � Q′ � P�
ΣQ = �σQ′ ,Q ⊂ N(σQ ,P)R � Q′ � Q�,

wobei die Notation σQ′ ,P bzw. σQ′ ,Q andeutet, auf welches umgebende Polytop sich die De-
�nition des Kegels σQ′ bezieht. Nach Prop. �.�.� ist die torische Varietät V(σQ ,P) gegeben
durch den Fächer

Star(σQ ,P) = �σ � σQ ,P � σ ∈ ΣP�
= �σQ′ ,P � σQ ,P � σQ′ ,P ∈ ΣP� = �σQ′ ,P � Q′ � Q�.

Nun überzeugt man sich noch, dass σQ′ ,P = σQ′ ,Q gilt, woraus die Behauptung folgt. ⇤


