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1. AFFINE TORISCHE VARIETATEN

Literatur

zu torischen Varietiten

o [CLS] Cox, Little, Schenck: Toric Varieties (AMS Graduate Studies 124)
o Fulton: Introduction to Toric Varieties
o Oda: Convex bodies and algebraic geometry

Fiir einige Grundlagen iiber Tori verweisen wir auf
o [Hu] Humphreys: Linear Algebraic Groups. (Springer GTM 21)
Dieses Skript folgt [CLS] sehr nahe. Auch die Numerierung ist an [CLS] angepasst.

1.0. Affine Varietiten

Algebra Geometrie
hi,....,hx € Clxy, ..., x,] V={peCh(p)=-=he(p) =0}
(affine Varietit)

I=C(hy,....¢h) ={X gihilgi € C[x1,....,x,]} | V=V({I)={peC"|Vhe:h(p) =0}
(Ideal)

I(X)={heC[xy,....,x,]|Vpe X:h(p)=0} | XcC"

Nullstellensatz
I(V(1) = V1
(wobei /T ={h|3r>0:h"cI})
C[V]=C[xy,...,x,]/I(V) V 2 Spec(C[V]) =Hom(C[V],C)
C[v] - C
Vopr
’ { £ f)
(affine Varietit, koordinatenfrei)
C[ V] nullteilerfrei (<> I( V') prim) V irreduzibel
C[V] =C (< I(V) maximal) V ={p} ein Punkt
C[V] ganz abgeschlossen V normal
C[V] Dedekindring V glatte Kurve
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Die Zariski-Topologie.
Es sei V eine affine Varietit.
o Abgeschlossen in V sind die Mengen der Form V(fi,..., fx) = {p € V| A(p) =
= fi(p) =0} mit fi,..., fr e C[V].
o Offen sind die Komplemente, also die Mengen {p € V | Ji: f;(p) # 0, }.

o Basisch offen heiflen die offenen Mengen mit nur einer Ungleichung:
Fir f € C[V], schreibe

Vi={peV|f(p)*0}.

Die Menge V ist selbst eine affine Varietdt mit

C[Vy]=C[V]p=C[VI[f"]=C[VIy)/(fy -1).

Grund: Die affine Varietit W = {(p,t) € Vx C| f(p) - t =1} ¢ V x C ist durch das von
py —1 € C[V][y] erzeugte Ideal gegeben. Es gilt also C[W] = C[V][y]/(fy - 1). Nun
ist W — Vj, (p,t) ~ p eine Bijektion, die V; zu einer affinen Varietdt macht. Das heif3t,
Funktionen auf V; haben die Form f% mit a € Z. Es sind also rationale Funktionen, die
Pole nur in V( f) haben diirfen. (Genauerer Zugang: Strukturgarbe — spiter)

Beispiel. Fir V = C, f = x ethidlt man V, = C* = C\ {0} und C[V,] = C[x,x7!]
Clx, y](xy —1). (Bild!)

Seien V, W affine Varietiten. Zwei Definitionen von Morphismus zwischen V und W:

o Konkret. Sind V, W eingebettet, etwa V c C" und W c C™, dann ist ein Morphis-
mus ¢: V — W gegeben durch die Einschrinkung ¢ = ®|y einer polynomialen
Abbildung ©:C" - C" mit ® = (hy,..., hy), hy, ..., hy € Cxy, ..., x, ], mit der
Eigenschaft ®(V) c W.

Solches ¢ induziert eine Abbildung

{ Clw] - C[V]
| f = foo

zwischen den Koordinatenringen ,durch Zuriickziehen®. Die Abbildung ¢* ist ein
Homomorphismus von C-Algebren, also C-linear und multiplikativ.

o Abstrakt. Gegeben irgendeinen Algebren-Homomorphismus ¢*:C[W] - C[V].
Dann erhilt man einen Morphismus zwischen den abstrakten Varietaten durch

qx{ V =Hom(C[V],C) - Hom(C[W],C)=W

o — oco(/)*

Die Korrespondenz von V mit C[ V] bzw. von ¢: V - W mit ¢*: C[W] — C[V] ist eine
(Anti-)Aquivalenz (von Kategorien). Insbesondere sind V und W genau dann isomorph
als Varietiten, wenn C[ V] und C[ W] als C-Algebren isomorph sind.
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1.1. Einfithrung in affine torische Varietiten

Der Standardtorus
T=(C)" ={peC"|pr-pn+0;
ist eine
o affine Varietit mit Koordinatenring

C[T]=C[x1, .- %n]xyx,

=Clxts e v s Xy X7 5 x5

Elemente von C[ T] sind von der Form ¥ .7 c,x{"--x," (nur endlich viele ¢, # 0)
und heifSen Laurent-Polynome.
o algebraische Gruppe mit der komponentenweisen Multiplikation

(P1>--5Pn) (qis-5Gn) = (P1G1> - -+ Pun)-

Allgemein ist eine affine algebraische Gruppe eine Gruppe G die auch eine affine Varietit
ist derart, dass Multiplikation G x G — G und Invertieren G - G Morphismen sind.

Beispiel. Bevor wir jetzt einiges tiber Tori zeigen: Was ist nun eine torische Varietat? Zur
Motivation ein informelles Beispiel: Zeichnet man die Laurent-Monome x’y/ in zwei Va-
riablen als Gitterpunkte (i, j) in der Ebene, dann entspricht der Polynomring C|[x, y] den
Punkten im positiven Quadranten (Bild!). Dabei entsprechen (1,0) und (0,1) den beiden
Erzeugern von C[x, y] und erzeugen ihrereseits auch alle Gitterpunkte durch Addition.

Betrachte nun etwa den konvexen Kegel, der von (1,0) und (1,2) aufgespannt wird
(Bild!). Gitterpunkte in diesem Kegel werden nicht nur von (1,0) und (1, 2) erzeugt, son-
dern zusitzlich braucht man noch (1,1). Das entspricht dem Ring

C[V]=C[x,xy,xy*] 2 Clu,v,w]/(v* — uw).

Die zugehorige torische Varietat V lebt in C? und ist durch die Gleichung v? = uw be-
schrieben. (Das reelle Bild ist ein Kegel).

Definition. Ein n-dimensionaler Torus ist eine algebraische Gruppe, die zu (C*)" iso-
morph ist.

Ein Beispiel ist, wie gesehen, die ebene Parabel x y = 1 mit Multiplikation (s, t)(s/, t') =
(ss', tt").

Definition. Sei T ein Torus. Ein Charakter von T ist ein algebraischer Gruppenhomomor-
phismus

xT—-C".
Eine Einparametergruppe von T ist ein algebraischer Gruppenhomomorphismus

AC - T.

Die Charaktere von T bilden eine Gruppe Mt durch (yx')(t) = x(¢)- x'(t). Ebenso bilden
die Einparametergruppen eine Gruppe Nr.
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Fir jedes m = (ay,...,a,) € Z" ist

. (C*)n — Cx—
A (ti,.oosty) = et
ein Charakter von (C*)".
Fir jedes u = (by,...,b,) ist
)Lu_ Cx— — ((C*)n
ot e ()
eine Einparametergruppe.
Es gelten y™ - y™' = y"™+™ und A*A% = A+,

Lemma. Die Abbildungen
7" - My und 7" — Ny
m X" u = A4
sind Isomorphismen von Gruppen.

Beweis. Sei T = (C*)". Injektivitit von m ~ x™ ist offensichtlich. Zur Surjektivitét: Sei
n =1und sei y € M(c+y». Dann ist y: C* - C* ein Morphismus, also y € C[T] = C[x],,
etwa y = xia fur f € C[x] und a € Z. Da y nach C~ abbildet, hat f keine Nullstelle auf3er 0,
also gilt f = ax? fiir ein @ € C und b € N. Wegen y(1) = list = 1 und damit y(¢) = t*-2.
Ist n beliebig, so schreibe y(t1,...,t,) = x(t, L,..., 1) x(1,..., 1, t,) = t*---t5".
Fiir u — A* geht der Beweis fiir n = 1 genauso. Fiir beliebiges n benutze entsprechend
A(t) = (Mi(t), L., 1) (1, ..., L, A,(8)) fiir A = (Ay,... 5, Ay) € N(coyn. O

Notation. Die Gruppenstruktur auf Z" ist additiv. Deshalb schreiben wir die Gruppen-
struktur auf M ebenfalls additiv, etwa m + m’ fir m, m’ € M. Wenn wir den entspre-
chenden Charakter als Abbildung brauchen und zur multiplikativen Schreibweise wech-
seln wollen, schreiben wir y™ fiir m € M (nicht nur fiir m € Z"!). Entsprechendes fiir Nr,
also etwa A* fiir u € N7.

Definition. Eine freie abelsche Gruppe von endlichem Rang wird Gitter genannt. Eine
Gitterbasis eines Gitter M ist eine Teilmenge {m;, ..., m,} c¢ M die durch m; — e; einen
Gruppenisomorphismus M = Z" stiftet.

Zu einem Torus T gehoren also zwei Gitter, das Charaktergitter M = M und das
Einparametergitter N = N. Zwischen M und N gibt es eine natiirliche bilineare Paarung
(=,—): M x N — Z bestimmt durch die Eigenschaft

(X" o A")(t) = ™) fir teC*.

Fixiert man einen Isomorphismus T = (C*)" und die entsprechenden Isomorphismen
M = 7" und N = 7Z" aus dem Lemma, so bekommt man einfach die kanonische Paarung

n
(m,u) = Z mu;
i1

tir m, u € Z" (Check!). Insbesondere ist die Paarung nicht-ausgeartet.
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Uber die obigen Isomorphismen induzieren Morphismen zwischen Tori und Gittern
entsprechende Morphismen auf den anderen Objekten. Insbesondere: Ist ®: T; — T, ein al-
gebraischer Gruppenhomomorphismus, so ist ein Homomorphismus O: M 1, = Mr, Zwi-
schen den Charaktergittern durch y — x o ¢ gegeben. Der so definierte (contravariante)
Funktor zwischen Tori und Gittern ist exakt. Das bedeutet insbesondere: Ist ® injektiv, so
ist @ surjektiv. Ist  surjektiv, so ist ® injektiv'.

Man hat kanonische Isomorphismen

o M 2 Homgz(N,Z), durch m — [u — (m,u)].
o N 2 Homy(M,Z), durch u — [m — (u, m)].
o T2N®yC* durchu®t — A4(t).

Fixiert man Basen auf einem der drei (also einen Isomorphismus T = (C*)" oder
M = 7" oder N = Z"), so bestimmt das iiber die obigen Isomorphismen auch Basen auf
den anderen beiden. (Das ist im Prinzip die Bedeutung des Worts ,kanonisch®).
Moral. Jedes der drei Objekte T, M, N legt die anderen beiden fest.

Notation. Wir hiangen den Torus an das Einparametergitter, indem wir etwa sagen: ,,Sei
Ty ein Torus mit Charaktergitter M*. Technisch ist dann gemeint, dass N ein Gitter ist,
Ty = N®zC*und M = Hom(N, Z). Praktisch ist nur gemeint, dass wir auf Ty, N und M
ggf. kompatible Basen wihlen.

Definition. Es sei V eine algebraische Varietdt und G eine algebraische Gruppe. Eine al-
gebraische Gruppenoperation ist ein Morphismus

GxV—=>V, (&p)=gp
mit (gh)-p=g-(h-p)undl-p=pfiralle g,heGundpeV.
Beispiel. Der Torus (C*)" operiert auf C" durch komponentenweise Multiplikation.

Definition 1.1.3. Eine affine torische Varietit ist eine irreduzible affine Varietit V, die
einen Torus Ty als Zariski-offene Teilmenge enthilt, derart, dass folgendes gilt:
Die Operation von Ty auf sich setzt sich fort zu einer algebraischen Operation

TyxV —>V.
Beispiel. (C*)" c C" ist eine affine torische Varietit.
Beispiel 1.1.4. V = V(x3 — y?) c C? ist eine torische Varietit mit Torus
Ty=Vn(C)={()|teC*} =2C".
Beispiel 1.1.5. V = V(xy — zw) c C* ist eine torische Varietit mit Torus
VA (CH* ={(t, to, t3, itat3") | t; € C*} = (C*)°.

'Die erste Aussage ist nicht trivial. Sei T} ¢ T, eine Inklusion von Tori. Zunichst zeigt man, dass Tj dann
abgeschlossen in T, sein muss. Man hat also eine surjektive Einschrinkungsabbildung C[T>] — C[T;]. Ist
nun y: T; - C* ein Charakter, so schreibe y = Zle ¢; xi|r, fir irgendwelche Charaktere y; von T,. Wegen
der linearen Unabhingigkeit der Charaktere auf T; muss es dann ein i mit ;|r, = y geben.
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Diskutieren nun drei Konstruktionsmethoden fiir torische Varietdten.
Gitterpunkte. Sei Ty ein Torus mit Charaktergitter M und sei A = {m;,...,m;} c M
eine endliche Teilmenge. Definiere einen Morphismus

Dy { v - (C*)
to= (xm(e), .., xme (1))
Wir schreiben Y fiir den Zariski-Abschluss des Bildes ® 4( Ty ) in Cs.

Proposition 1.1.8. Es sei A c M endliche Menge und ZA c M das von A erzeugte Teilgit-
ter. Dann ist Y 4 eine affine torische Varietit mit Charaktergitter Z.A. Insbesondere ist die
Dimension von Y 4 der Rang von Z.A.

Der Rang von ZA ist der Rang als freie abelsche Gruppe. Konkret ist er aber auch der
Rang der s x n-Matrix mit Zeilen m;, . .., m; iiber (Q, wenn man eine Basis M = Z" fixiert.

Beweis. Es sei T = ® 4(Ty). Zunichst muss man wissen, dass T als Bild eines Torus
unter einem algebraischen Gruppenhomomorphismus wieder ein Torus ist und aufler-
dem abgeschlossen in (C*)* (siehe [CLS, Prop. 1.1.1] und [Hu, $16]). Letzteres impliziert
YN (C*)* = T.Somitist T offen in Y4. AufSerdem ist T irreduzibel (als Bild einer irredu-
ziblen Varietit) und damit auch Y 4.

Der Torus T operiert auf C* tiber die Inklusion T c (C*)*. Fur alle ¢ € T gilt

T=t-Tct-Yy.

Damit ist t - Y4 eine abgeschlossene Menge, die T enthilt. Es folgt Y4 c - Y4, da Y4
der Abschluss von T ist. Dasselbe Argument mit ¢! anstelle von t zeigt Y4 = tY4. Damit
operiert T wie gewiinscht auf Y 4, was zeigt, dass Y4 eine affine torische Varieit ist.

Sei nun M’ das Charaktergitter von T. Betrachte das kommutierende Diagramm

M & s
\M,
Dabei ist @ 4 einfach gegeben durch e; ~ m;, i = 1,...,s. Das Bild von ® 4 ist also genau
ZA. Aus dem Diagramm ergibt sich also M’ = Z.A. O
Torische Ideale. Sei Y4 c C* wie oben. Wir bestimmen das Idealvon Y4 in C[xy, .. ., x,].

Sei L der Kern der Abbildung a\)A:ZS — M, e; » m;.Furjedes € = (£,...,¢) € L, schreibe
€+ = Z E,-ei und £_=- Z e,‘e,’,

i:0;>0 i:0;<0
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sodass £=¢, —€_und £,, £_ € N°. Dann verschwindet das Binom
ot =TT T
;>0 €;<0
auf dem Bild von @ 4 (dennesgilt Y, .o €im; = = 2. .o Limjsalso [Ty x5™ = T1p,c0 x5™)
und damit auch auf Y 4.

Proposition 1.1.9. Das Verschwindungsideal der torischen Varietit Y 4 ist
I(Yy) = (x% —x*|€el)=(x*-xP|a,fe N unda - BeL).

Beweis. Zuerst tiberzeugt man sich, dass die beiden Ideale rechts gleich sind (Aufgabe 1).
Sei I} dieses Ideal. Wir haben bereits I; c I(Y,) gesehen. Fiir die umgekehrte Inklusi-
on fixieren wir einen Isomorphismus Ty 2 (C*)" und den entsprechenden Isomorphis-
mus M = Z". Die Abbildung ®: (C*)" — C¢ ist dann durch Laurent-Monome #™: in
t=(t,...,t,) gegeben. Angenommen, I; ¢ I(Y,), dann wihlen wir f € I(Y4) \ I; mit
minimalem Leitmonom x* = [];_, x{", « = (ay,...,d,). (Das Leitmonom hingt von der
Wahl einer Monomordnung ab. Wir fixieren einfach irgendeine, z.B. die lexikographische).
Wir konnen durch Reskalieren annehmen, dass x* in f den Koefhizient 1 hat.

Wegen f € I(Y,) ist f(t™,..., t™) identisch Null, als Laurent-Polynom in t, ..., t,.
Deshalb muss sich der Term, der von x* kommt, mit irgendetwas wegheben. Also muss f
ein Monom x# = [T5, x” mit B < a enthalten derart, dass [Ti_, (t™)% = [Ti,(tm)b gilt.
Es muss also

s s
Z aim; = Z b,-ml-
i=1 i=1

gelten. Das bedeutet gerade a — € L und damit x* — xf € I;. Dann ist f — x* + xP ein
Element in I(Y4) \ I} und hat echt kleineren Leitterm als f, ein Widerspruch. O

Definition 1.1.10.

(a) Ein Gitterideal ist ein Ideal der Form I} = (x* — xf | &, f € N*und a — 8 € L), wobei
L c Z¢ ein Teilgitter (=Untergruppe) ist.

(b) Ein torisches Ideal ist ein Gitterideal, das prim ist.

Ein Binom ist ein Ausdruck der Form x* — x#, a, B € N".

Lemma (CLS, Prop. 1.1.1 (b)). Sei T ein Torus und H c T eine irreduzible algebraische
Untergruppe (d.h. Untergruppe und Untervarietit). Dann ist H ebenfalls ein Torus. O

Proposition 1.1.11.

(a) Ein Ideal I von C[xy, ..., x;] ist genau dann torisch, wenn es prim ist und von Binomen
erzeugt wird.
(b) Die durch ein torisches Ideal definierte affine Varietit ist torisch.

Beweis. Ein torisches Ideal ist per Definition prim und von Binomen erzeugt. Sei umge-
kehrt I ein Primideal, erzeugt von Binomen x% — x#i. Beachte, dass dann V(I nicht leer ist
(dennesenthilt (1,...,1)) und dass V(I)n(C~ ) eine Untergruppe von (C*)* ist (denn aus
p% = pPiund g% = gPi folgtauch (pg)* = (pq)P'). Da V(I) irreduzibel ist, ist V(I) n (C*)*
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eine irreduzible Untervarietit von (C*)* und auch eine Untergruppe. Nach dem vorange-
henden Lemma ist T = V(I) n (C~*)* ein Torus.

Sei M das Charaktergitter von T. Die Inklusion T' c (C*)* induziert eine Surjektion
Z* — M von Charaktergittern. Sei m; € M darunter das Bild von e;. (D.h. also einfach, dass
y™ die Einschriankung der i-ten Projektion (C*)* — C* auf T ist). Dann gilt V(I) = Y4
fur A = {my, ..., m,}. Denn per Definition ist Y4 einfach der Abschluss von T. Es gilt also
Y4 c V(I). DaV(I) irreduzibel von der gleichen Dimension ist, folgt V(I) = Y4. Das zeigt
(b). Nach dem Nullstellensatz gilt auflerdem I = I(Yy), da I prim ist. Somit ist I nach Satz
1.1.9 torisch, was (a) beweist. O

Esist noch nicht klar, dass alle affinen torischen Varietiten von torischen Idealen kommen.

Affine Halbgruppen. Eine Halbgruppe ist eine Menge S zusammen mit einer assozia-
tiven Verkniipfung mit einem neutralen Element. Ist S eine kommutative Halbgruppe mit
Verkniipfung + und neutralem Element 0, so ist die von einer Teilmenge A c S erzeugte
Unterhalbgruppe genau die Menge

NA = { Z anm| a, € Nmit a, # 0 fir hochstens endlich viele m ¢ A}.
meA

Definition. Eine Halbgruppe heifit affin, wenn sie kommutativ, endlich-erzeugt und zu
einer Unterhalbgruppe eines Gitters isomorph ist.

Das einfachste Beispiel einer affinen Halbgruppe ist N* c 7Z¢. Allgemeiner: Ist M ein
Gitter und A c M endlich, dann ist N.A eine affine Halbgruppe. Bis auf Isomorphie sind
alle affinen Halbgruppen (per Definition) von dieser Form.

Definition. Es sei S eine Halbgruppe. Die frei iiber S erzeugte C-Algebra wird mit C[S]
bezeichnet und heifdt die Halbgruppen-Algebra von S.

Elemente von C[S] sind also endliche formale Summen Y ,,.¢ ¢,, ™ mit der Multipli-
kation gegeben durch y”y™" = ym+m’ Im Fall einer affinen Halbgruppe S realisieren wir
C[S] etwas konkreter: Sei Ty ein Torus mit Charaktergitter M und sei S ¢ M. Dann ist

C[S] = {Z cmX" | cm € Cund ¢, = 0 fiir alle bis auf endlich viele m}

meS

mit der Multiplikation
XA =
Beispiel 1.1.12. Zur affinen Halbgruppe N” c Z" gehort der Polynomring
C[N"] = C[x1, ..., Xu],
wobei x; = y.

Beispiel 1.1.13. Ist ey, ..., e, eine Basis des Gitters M, so wird M als Halbgruppe von A =
{zey,...,xe,} erzeugt. Mit t; = ¢ ist C[M] der Ring der Laurent-Polynome

C[M]=C[#", ..., t2].
Allgemein ist C[M] = C[ Ty ], wenn M das Charaktergitter des Torus Tl ist.
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Proposition 1.1.14. Es sei S ¢ M eine affine Halbgruppe.

(a) C[S] ist ein Integrititsbereich.

(b) Ist S = NA fiir eine endliche Teilmenge A c M, so gilt Spec(C[S]) 2 Y. Insbesondere
ist Spec(C[S]) eine affine torische Varietit mit Charaktergitter 7.S.

Beweis. (a) Das folgt sofort aus C[S] c C[M].
(b) Sei A= {m;,...,m;} und sei m = (D 4)* mit

. YEV - (js
CDA-{ t o= (xm(t),...,xm™ (1))

wie zuvor. Explizit gilt
ﬂ_{ Clxt,...,x,] - C[M]
X N G
Das Bild von 7 ist genau C[S] und es gilt I(Y4) = I(® 4(Ty)) = ker(m). Es folgt C[Y4] =
Clxt, .. > x]/I(Y4) = C[xy,...,x,]/ker(n) = im(7) = C[S]. Das zeigt die behauptete
Isomorphie. Nach Prop. 1.1.8 hat Y4 das Charaktergitter ZA = ZS. O

Die Aussage (a) scheint trivial und ist fiir affine Halbgruppen ja tatsachlich leicht zu
sehen. Andererseits ist es im allgemeinen nicht bekannt, ob die Gruppenalgebra einer tor-
sionsfreien (nicht notwending abelschen) Gruppe nullteilerfrei ist. Dass das so sein sollte,
ist die Kaplansky-Vermutung, die fiir viele Klassen von Gruppen bekannt, im allgemeinen
Fall aber unbewiesen ist.

Beispiel 1.1.15. Betrachte die von 2 und 3 in Z erzeugte Halbgruppe S = {0,2,3,4,...}.
Fir A = (2,3) ist dann @ 4(t) = (3, ¢*) und die torische Varietit ist durch das Ideal
I(Y,) = (x® — y?) gegeben. Es ist also

C[s]=C[#% £] = Clx, y]/(x* = y*)

und die Varietit Y ist die Kurve x3 = y2, wie in Beispiel 1.1.4.

Aquivalenz der Konstruktionen. Brauchen zunichst noch etwas Vorbereitung. Sei G
eine affine algebraische Gruppe und V eine affine Varietit. Eine Operation (g, p) = ¢- p
von G auf V induziert eine Operation von G auf dem Koordinatenring C[ V'], geschrieben
(g f)~ g-fdurch (g- f)(p) = f(g* p) fur p € V. Ein linearer Unterraum A c C[V]
heif3t G-invariant, wenn g - f € A fiiralle f € Aund g € G gilt.

Sei Ty ein Torus mit Charaktergitter M. Wir betrachten zunéchst die Operation von
Ty auf C[Ty] = C[M]. Fir t,p € Ty und m € M ist diese gegeben durch (t- y™)(p) =
¥ (t7p) = xm ()™ (p)- Es gilt also £ - y™ = y™(t1)x™. Das heifit also, die Charak-
tere sind simultane Eigenvektoren der Operation von Ty. Umgekehrt ist jeder simultane
Eigenvektor ein Charakter (Check!).

Lemma 1.1.16. Sei A c C[M] ein Ty-invarianter Unterraum. Dann gilt

A= C-y™

xMeA
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Lemma. Es sei Ty ein Torus, der linear auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum W
operiert. Dann sind die Abbildungen w — t - w fiir alle t € Ty simultan diagonalisierbar.

Beweis. Siehe [CLS, $1.1] und [Hu, $16]. O

Beweis von 1.1.16. Schreibe A’ = Dymea C- x™ und bemerke zunéchst, dass A’ c A gilt. Fiir
die umgekehrte Inklusion, sei f # 0 in A und schreibe
f= Z cmX"s
meBB
wobei B c M eine endliche Teilmenge ist. Setze

B =span(y" |m e B) c C[M].

Wegen t- y™ = y™(t7!) x™ ist B offenbar Ty-invariant. Damit ist auch An B invariant unter
Ty und enthilt aulerdem f. Nach dem vorangehenden Lemma ist die Operation von Ty
auf dem endlich-dimensionalen Raum A n B simultan diagonalisierbar. Mit anderen Wor-
ten, An B wird von simultanen Eigenvektoren aufgespannt. Das sind genau die Charaktere.
Es folgt y™ € A fiir m € B und damit f € A’, wie gewiinscht. O

Nun das Hauptergebnis fiir diesen Abschnitt.

Satz 1.1.17. Es sei V eine affine Varietdt. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) V ist eine affine torische Varietiit.

(b) V = Y4 fiir eine endliche Teilmenge A eines Gitters.

(c) V ist isomorph zu einer affinen Varietit, die durch ein torisches Ideal definiert ist.
(d) V = Spec(C[S)]) fiir eine affine Halbgruppe S.

Beweis. Wir kennen schon folgende Implikationen: (b)=(a) nach Prop. 1.1.8, (b)=(c) nach
Prop. 1.1.9, (c)=(b) nach Prop. 1.1.11 und (d)=(b) nach Prop. 1.1.14.

Beweisen jetzt (a)=(d). Sei V eine torische Varietdt mit Torus Ty und Charaktergitter
M. Wegen C[ Ty] = C[ M] induziert die Inklusion Ty c V einen Homomorphismus

Clv]-C[M]

zwischen den Koordinatenringen. Dieser ist injektiv, da Ty Zariski-dicht in V ist. Wir fas-
sen deshalb C[ V] als Unteralgebra von C[ M ] auf.

Wie zuvor operiert Ty durch (¢- f)(p) = f(t7'-p) firt € Ty, f e C[V]und p € V auf
C[V]. Also ist C[ V] ein invarianter Unterraum von C[ M ]. Nach Lemma 1.1.16 gilt also

Clvl= @ C-y"

x"eClV]
Es gilt also C[ V'] = C[S] fiir die Halbgruppe S = {m e M | y € C[V']}.
Ferner wird C[ V'] von endlich-vielen Elementen f;, ..., f; erzeugt. Indem man alle f;

als Summen von Charakteren ausdriickt, erhélt man ein endliches Erzeugendensystem der
Halbgruppe S (Check!), die damit affin ist. O
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1.2. Kegel und affine torische Varietiten

Die meisten der konvexgeometrischen Aussagen in [CLS] in diesem Abschnitt werden
dort nicht bewiesen. Die meisten Beweise geben wir hier, oder wenigstens die Idee. Der
Rest findet sich z.B. in meinem Skript iiber Konvexitit oder im Buch von Barvinok.

Konvexe polyedrische Kegel. Es sei N, ein reeller Vektorraum und sei Mg sein Dualraum.
Fiir ein lineares Funktional m € My und u € Ny schreiben wir die Auswertung als bilineare
Paarung (m, u) := m(u).

Definition. Eine Teilmenge o c Ny heifdt ein (konvexer) Kegel, wenn sie konvex ist, nicht
leer und Ax € o fiir alle x € 0 und A > 0 gilt. Ein Kegel o heif3t spitz (,strictly convex®
in [CLS]), falls 0 n (-0) = {0} gilt. Die Dimension von o, geschrieben dim(¢), ist die
Dimension des erzeugten Unterraums Span( o).
Fiir m € My definieren wir

Hm:{ueNRHm,u):O}cNR

H; = {MENRHWL,M} 20} CN]R.

Ist m # 0, so ist H,, eine Hyperebene und H}, ein abgeschlossener Halbraum. Die Hyper-
bene H,, heifdt eine Stiitzhyperebene des Kegels o, falls 0 c H}, gilt.

Definition. Es sei 0 c Ny ein Kegel. Der duale Kegel ist

0" = {m e My | Fir alle u € ¢ gilt (m, u) > 0}.
Fir m € Mg \ {0} gilt also m € ¢V genau dann, wenn H,, eine Stiitzhyperebene von o ist.
Beispiel. Bild an der Tafel in R2.

Proposition (Bidualitdt). Es sei 0 ¢ Ny ein abgeschlossener Kegel. Dann gilt
(¢)Y =0.

Beweisskizze. Die Bidualitit ist eine Umformulierung des Trennungssatzes: Die Inklusion
o c (oV)V ist klar. Ist umgekehrt u € Ni \ 0, dann gibt es eine trennende Hyperebene,
d.h. eine Stiitzhyperebene H;, (m € ¢V) mit u ¢ H;,. Damitalso u ¢ (oV)V. O

Definition. Zu jeder Teilmenge S c N, sei Cone(S) der von S erzeugte Kegel, also der
kleinste Kegel, der S enthilt. Ist S ¢ Ny endlich, so ist explizit

Cone(S) = {Z Ay | Ay > 0} c Ng,

ueS

In diesem Fall heifit Cone(S) endlich erzeugt. Insbesondere ist Cone(2) = {0}.

Definition. Ein Kegel 0 c Ny heif3t polyedrisch, wenn er durch endlich-viele lineare Un-
gleichungen beschrieben ist, d.h. also, wenn es m;, ..., m; € My gibt derart, dass

o=H;, n-nH, ={ueNg|(m,u)>0firi=1,...,s}.
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Beispiele.
(1) Der positive Orthant in R” ist von den Standardbasisvektoren erzeugt. Er ist auch
polyedrisch (ndmlich gleich H} n---n H} ).
(2) Jederlineare Unterraum von Ny ist ein endlich erzeugter Kegel wegen Span(vy, ..., v,) =
Cone(zvy,...,v,).
(3) Ein Beispiel fiir einen nicht-polyedrischen Kegel ist die Eistiite

{(u,v,w) e R’ | u® +v* < whw > 0}.

(4) DasDual eines endlich erzeugten Kegels ist polyedrisch. Ist ndmlich ¢ = Cone(S),
so gilt offenbar

GV:{meMRHm,u)>OfﬁralleueS}.

Definition. Sei 0 c Ny ein Kegel. Eine Seite von o ist der Schnitt mit einer Stiitzhyperebe-
ne, also eine Teilmenge 7 der Form 7 = H,, n ¢ fiir m € ¢¥. Wir schreiben kurz 7 < ¢. Eine
echte Seite ist eine, die nicht ganz o ist.

Lemma 1.2.7. Sei 7 eine Seite eines Kegels 0. Dann ist T konvex und fiir alle v,w € o mit
v+wertgiltv,wer.

Beweis. Leicht. Bild an der Tafel. OJ

Diese Eigenschaft wird in der Konvexgeometrie gern als Definition einer Seite her-
genommen (zum Beispiel in meinem Vorlesungsskript zur Konvexitit). Seiten nach der
Definition hier sind etwas spezieller und heifien dann exponierte Seiten.

Seiten von Codimension 1 (also von Dimension dim(o) — 1) heiflen Facetten. Seiten
der Dimension 1 heiflen Extremalstrahlen (oder Kanten). Jeder Extremalstrahl von o ist
von der Form Cone(u), u € 6 » {0}. Ohne Beweis verwenden wir:

Satz (Satz von Krein-Milman). Jeder abgeschlossene spitze Kegel wird von der Menge seiner
Extremalstrahlen erzeugt. O

Proposition 1.2.4. Ein Kegel ist genau dann polyedrisch, wenn er endlich erzeugt ist. Das
Dual eines polyedrischen Kegels ist polyedrisch.

Beweisskizze. Sei o polyedrisch. Reduziere zunichst auf den Fall, dass o spitz ist (Ubung).
Dann ist o die konvexe Hiille seiner Extremalstrahlen nach dem Satz von Krein-Milman.
Aus der Beschreibung von ¢ durch endlich-viele Ungleichungen zeigt man, dass es nur
endlich viele Extremalstrahlen geben kann. Jeder Extremalstrahl wird von einem Vektor
erzeugt. Also ist o endlich erzeugt.?

Ist umgekehrt o = Cone(S) mit S c Ng endlich, so ist ¢ polyedrisch (siehe oben) und
damit endlich-erzeugt, wie gerade gesehen. Also ist 0 = (V) polyedrisch. O

Lemma 1.2.6. Es sei o ein polyedrischer Kegel.
(a) Jede Seite von o ist selbst ein polyedrischer Kegel.

2Alternativ zu diesem Beweis kann man die sogenannte Fourier-Motzkin-Elimination verwenden, die
besagt, dass ein lineares Bild eines polyedrischen Kegels polyedrisch ist.
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(b) Der Schnitt von zwei Seiten von o ist wieder eine Seite von o.
(c) Eine Seite einer Seite von o ist wieder eine Seite von o.

Beweisskizze. (a) ist klar. (b) Sind 7y, 7, < 0, etwa 7; = H,,, n o mit m; € oV (i = 1,2), so gilt
71N T = Hyypim, N 0. Flir (¢) muss man ein wenig arbeiten. (Es bietet sich zum Beispiel an,
zunichst die Umkehrung von Lemma 1.2.7 fiir polyedrische Kegel zu beweisen.) O

Proposition 1.2.8. Es sei 0 ¢ N ein polyedrischer Kegel.

(a) Ist 0 = H}, n---n H;, fiir my,...,ms €0V, sogilt o = Cone(my,...,ms).

(b) Ist dim o = dim Ng, dann gibt es my, ..., ms wie in (a) derart, dass die Seiten H,,, N o
genau die Facetten von o sind.

(c) Jede echte Seite ist der Durchschnitt aller Facetten, in denen sie enthalten ist.

Beweisskizze. (a) wird auch das Farkassche Lemma genannt. Es gilt 0 = H};, n---H}, =
Cone(my, ..., m;)" und damit 0¥ = Cone(my, ..., m;) nach Bidualitit.
(b) und (c) Ubung. O

Beispiel 1.2.9. Es sei 0 = Cone(ey, e, e;+ €3, e, +e3) € R3 (Bild). Wir ermitteln die Facetten
von ¢ und erhalten

0" = Cone(ey, €5, €3, e, + €, — e3) ¢ R’

(wobei wir R?® mit seinem Dualraum identifiziert haben). Die Gitterpunkte dieses Kegels
waren in Aufgabe 4 an der Reihe. Umgekehrt ermittelt man nun die Facetten von ¢ und
erhalt, gemaf3 Bidualitdt, genau o zuriick. Man beachte, dass die Umwandlung von der
Darstellung durch endlich viele Erzeuger in die durch Facettenungleichungen in diesem
Fall von Hand ziemlich einfach ist. Im allgemeinen ist das aber algorithmisch schwierig.

Sei T < 0 c Ny, dann definieren wir
t={m e My |Firalle u € 7: (m,u) = 0}
" ={meo”|Firalleue:(mu)=0}=0"n1t.

Definition. Es sei 0 c Ng ein Kegel. Das relative Innere von o ist das topologische Innere
von ¢ im Vektorraum Span(¢) und wird mit Relint( o) bezeichnet.

In Aufgabe 7 zeigen wir die folgende Charakterisierung des relativen Inneren:
Relint(c) = {u € o | Fiiralle m € 0¥ \ *: (m, u) > 0}.
Beispiel. Bild an der Tafel dazu.

Zu jedem Punkt u € o gibt es eine eindeutig bestimmte Seite 7 < ¢ mit u € Relint(7)
(vgl. Aufgabe 7). Mit anderen Worten, es gilt

Lemma. Ein polyedrischer Kegel o ist die disjunkte Vereinigung der Relint(t) mitt < 0. [

Das folgende werden wir ohne Beweis verwenden: Zwischen den Seiten eines polyedri-
schen Kegels gibt es keine ,Dimensionsliicken®.
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Lemma. Es sei 0 ¢ Ny polyedrischer Kegel und 1 < 0. Dann gibt es eine Kette
T=T)<T < <T,1=5T,=0

mit dim(o) — dim(7;) =7 —i. O

Fiir allgemeine Kegel gilt das nicht. Die Eistiite in R* hat z.B. eindimensionale Seiten
und eine dreidimensionale, aber keine zweidimensionalen.

Proposition 1.2.10. Es sei ¢ ein polyedrischer Kegel und v eine Seite.

(a) 1* ist eine Seite von oV.

(b) Es gilt (1%)* = 1, und die Abbildung T — t* ist eine inklusionsumkehrende Bijektion
zwischen den Seiten von o und denen von oV

(c) Es gilt dim 7 + dim 7% = dim Np.

Beweisskizze. (a) Fir u € Relint(7) gilt 7 = 0¥ n H, (Aufgabe 7b).

(b) Aus 7; < 17, < o folgt 77 < 77 < ¢V per Definition. Aulerdem ist jede Seite von oV
von der Form 7* fiir eine Seite 7 von ¢ (nach der Beschreibung in (a)). Weiter ist 7 c 7**
unmittelbar aus der Definition. Damit gilt auch 7* ¢ v*** c 7%, also 7* = 7***. Dies gilt fiir
beliebiges 7. Wegen Surjektivitit von 7~ 7* folgt also 7 = 7**.

(c) Betrachte eine maximale Kette von Seiten 7 ¢ 71 ¢ --- ¢ 7, = 0 mit dim(o) — dim(1;) =
r — i (nach Lemma oben). Nach Dualisieren ist die Kette 0* ¢ 7} ¢ --- ¢ 7% immer noch
maximal. Deshalb gilt dim 7* —dim ¢* = dim 6 —dim 7 und damit dim 7+dim 7* = dimo +

dim ¢* = dim Span(¢) + dim Span(¢)* = dim Ng. O
Das folgende Lemma werden wir des ofteren brauchen. Es ist nicht sehr schwer zu

beweisen, aber nicht mehr ganz so anschaulich wie die bisherigen Aussagen.

Lemma 1.2.13 (Trennungslemma). Es seien o, 0, polyedrische Kegel in Ng. Angenommen
T = 0y N 03 ist eine Seite von beiden. Dann gilt

t=H,no=H,no,
fiir jedes m € Relint(0)’ N (—03)V).
Beweis. Es gilt
0y N(-02)" = (01— 3)".
(Check!) Sei m € Relint(0)’ N (-0,)"). Nach Aufgabe 9(d) angewandt auf ¢, — 0, schneidet
H,, die minimale Seite von 0, — 0, aus und es gilt
Hm N (0'1 — 0'2) = (0'1 - 0'2) N (0'2 - 0'1).
Behaupte ferner, dass
(-o)n(oy—0)=71-71
gilt. Die Inklusion von rechts nach links ist klar wegen 7 = 0y N 0,. Fiir die andere Inklusion,
seiu € (01 - 02) n (02 - 01), etwau=a;,—a, = bz - bl mit ay, bl € 01 und a;, bz € 0,. Dann

folgt a, + by = a, + b, € Tund damit a,, by, a,, b, € 7, da 7 eine Seite ist (Lemma 1.2.7). Also
folgt u = a; — a, € T — 1, wie behauptet.
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Wir haben also H,, N (0; — 0,) = 7 — 7 bewiesen. Es folgt durch Schneiden mit g,
H,no=(t-1)no=r1,

wobei die zweite Gleichheit wiederum Lemma 1.2.7 verwendet: Sind u,v € T mitu —v =
w € 0y, so folgt 75 u = v+ w mit v, w € gy, also w € 7. Analog sieht man H,, N (-03) = -7
und damit H,, N o, = 7. O

Rationale polyedrische Kegel. Es seien nun M und N duale Gitter mit dazugehorigen
dualen Vektorraumen Mr = N ® R und Nr = N ® R.

Definition. Ein polyedrischer Kegel o c Ny heifit rational, wenn es eine endlich Teilmen-
ge S von N mit o = Cone(S) gibt.

Das folgende verwenden wir ohne Beweis:
Satz. Das Dual und alle Seiten eines rationalen polyedrischen Kegels sind rational. O

Lemma. Es sei o ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel und p < o ein Extremalstrahl.
Dann wird die Halbgruppe p N N von einem eindeutig bestimmten Element erzeugt.

Beweis. Die Gruppe N n (p — p) ist eine diskrete Untergruppe von p — p = Span p 2 R und
damit zyklisch. (Dennist {0} # I' c R eine diskrete Untergruppe, dann gibtes x = min{y €
['| y > 0}. Nun wird I von x erzeugt. Denn fiir y € T, schreibe y = nx + z mit n € Z und
0<z<x.Wegenz=y-nxel folgtz=0.) Wirdalso Nn (p — p) von u € N erzeugt, so
wird die Halbgruppe N n p entwedet von u oder von —u erzeugt, da o spitz ist. O

Wir nennen den eindeutig bestimmten Erzeuger eines Extremalstrahls wie im Lemma
den Halbstrahlgenerator von p (,ray generator” in [CLS]).

Lemma 1.2.15. Ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel o in Ny wird von seinen Halbstrahl-
generatoren erzeugt.

Beweis. Sei S die (endliche) Menge aller Halbstrahlgeneratoren von ¢. Nach dem Satz von
Krein-Milman wird o von seinen Extremalstrahlen erzeugt. Da die Extremalstrahlen selbst
rational sind, werden sie wiederum als Kegel von ihren Halbstrahlgeneratoren erzeugt. Es
folgt o = Cone(S). O

Es sei o ein rationaler polyedrischer Kegel. Wir schreiben
Sy =0 N M.
Dieses S, ist eine Unterhalbgruppe von M.

Proposition 1.2.17 (Lemma von Gordan). Es sei ¢ ein rationaler polyedrischer Kegel. Die
Halbgruppe S, ist endlich erzeugt und damit affin.

Beweis. Sei T ¢ M eine endliche Teilmenge mit ¢V = Cone(T). Setze

K={> a,m|0<a,<1}.

meT
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Da K kompakt ist, ist K n M endlich. Behaupte, dass S, von T'u (K n M) erzeugt wird. Sei
dazuw € S, und schreibe w = ), . a,,m mit a,, > 0. Dann gilt

w = ZT[ame + ZT(am —lam])m,

wobei |-| die tibliche Abrundungsfunktion R — Z ist. Nun liegt der rechte Summand in
K n M und die Behauptung folgt. O

Beachte, dass S, (im Unterschied zu o) in der Regel nicht von den Halbstrahlgenera-
toren erzeugt wird.

Beispiel. Die Voraussetzung, dass o rational sei, ist entscheidend. Es sei 7 eine irrationale
reelle Zahl und

o={(a,b)eR*|a>0undb > ra}.

Dann ist 0 N N? keine endlich-erzeugte Halbgruppe. (Aufgabe 10).
Lemma. Fiir jede endliche Teilmenge S ¢ M gilt tk ZS = dimg (Span(S)).

Beweis. Per Definition ist Mg = M ®7 R. Mit ZS = 7 fir r = rkZS folgt Span(S) =
7" @7 R =R, U

Auch hier beachte man, dass die Aussage des Lemmas nur wegen der Voraussetzung
S ¢ M (und nicht nur S ¢ Mg) richtig ist. Zum Beispiel erzeugt S = {1, 7} c R eine freie
Untergruppe vom Rang 2 in R (die demnach nicht diskret ist).

Nun seit langem mal wieder was iiber torische Varietiten:

Satz 1.2.18. Es sei 0 c Ny ein rationaler polyedrischer Kegel mit Halbgruppe S,. Dann ist
U, = Spec(C[S,])

eine affine torische Varietit. AufSerdem sind dquivalent:
(i) dim U, = dim Np.
(ii) Der Torus von U, ist Ty = N ®7 C*.

(iii) o ist spitz.

Beweis. Dass U, eine torische Varietit ist, wissen wir nach dem Lemma von Gordan und
dem Hauptergebnis tiber torische Varietdten (Satz 1.1.17).
Es sei n = dim Ng. Um die Aquivalenz von (i)-(iii) zu beweisen, betrachte stattdessen:

(i) dimU, =n
(i) tkZS, = n
(i) dim oV = n.
Die Aquivalenz von (i) und (ii’) ist einfach die Aussage, dass die Dimension einer tori-
schen Varietdt mit der Dimension ihres Torus und damit mit dem Rang des Charaktergit-
ters ZS, iibereinstimmt. Die Aquivalenz von (ii’) und (iii’) folgt aus dem obigen Lemma.
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Nach Aufgabe 8 gilt (iii) < (iii’). Zeigen nun noch, dass (ii)<>(ii’). Behaupte zunéachst,
dass M/ZS, torsionsfrei ist. Sei m € M und angenommen es gibt k > 1 mit km € ZS,, etwa
km = m; — m, mit my;, my € S; = 0¥ n M. Dann gilt

m+m2:—m1+bmzeav,
k k
da ¢ konvex ist. Damit folgt m = (m; +m,) —m, € ZS,. Also ist M/ZS,, torsionsfrei. Dies
zeigt: Der Torus von U, ist gleich Ty genau dann, wenn M = ZS,, gilt und dies wiederum

genau dann, wenn rkZS, = n. O

Im Moment ist noch nicht recht erkennbar, welche Rolle das Dualisieren spielt, also
warum wir nicht direkt von ¢ ausgehen anstatt von o. Das wird spiter klar werden, wenn
wir uns ans Verkleben machen.

Definition. Ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in N heif3t simplizial, wenn seine
Halbstrahlgeneratoren tiber Q (dquivalent iiber R) linear unabhingig sind. Er heif3t glatt
oder reguldr, wenn sich die Halbstrahlgeneratoren zu einer Z-Basis von N ergdnzen lassen.

Beispiel 1.2.20. Es sei 0 = Cone(ey, e, €, + €3, €, + €3) € Ng = R® mit N = Z3. Dann haben
wir in den Ubungen gesehen, dass U, die affine torische Varietit V(xy — zw) ist. Beachte,
dass o nicht simplizial ist (schon gar nicht glatt).

Beispiel 1.2.21. Sei 0 < 7 < nund o = Cone(ey, ..., e,) c R". Dieser Kegel ist glatt und
0" =Cone(ey,...,en%€11,...,%€,)
ist die zugehorige affine torische Varietdt (Check!).
U, = Spec(Clx1, ..., % x5, ., x21]) = C7 x (C*)" ™.

n

Beispiel 1.2.22. Sei d > 0 eine natiirliche Zahl und o = Cone(de, — e, e;) c R2. Der duale
Kegel ist 0¥ = Cone(ey, e, + de;). Die affine Halbgruppe S, wird von den Gitterpunkten
(1, 1) fir 0 < i < d erzeugt. (Bild). (Aufgabe 11)

Die zugehorige affine torische Varietét U, ist der Abschluss des Bildes von

(e - Cd+1

| (s, t) = (s,styst2, .., std)
Diese Varietit ist isomorph zum rationalen Normalenkegel in C¢*!, der durch das Ver-
schwinden aller 2 x 2-Minoren der Matrix

Xo X1 v Xg-2 X4-1
X1 Xp ot Xg-1 X4.

gegeben ist. Die Kegel 0 und ¢V sind simplizial, aber nicht glatt.

Definition. Ein Element m # 0 in einer affinen Halbgruppe S heifit irreduzibel, wenn eine
Darstellung m = m’ + m” mit m’, m" € S nur fiir m’ = 0 oder m”" = 0 moglich ist.

Proposition 1.2.23. Es sei 0 c Ny ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel mit nicht-leerem
Inneren und sei S, = 0¥ N M. Sei H die Menge aller irreduziblen Elemente in S,. Es gelten:
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(a) H ist endlich und erzeugt S,.
(b) H enthilt die Halbstrahlgeneratoren von ¢V.
(c) H ist das minimale Erzeugendensystem von S,.

Beweis. Nach Aufgabe 8 ist ¢V spitz. Es gibt also u € 0 n N derart, dass (m, u) > 0 fiir alle
m € gV \ {0}. Ist nun m € S, nicht irreduzibel, etwa m = m’ + m" mit m’, m" € S, ~ {0},
dann folgt
(m,u) =(m',u) +(m",u)

mit 0 < (m’,u) < (m,u) und 0 < (m",u) < (m,u). Da alle diese Werte ganzzahlig sind,
konnen wir Induktion nach (m, u) machen und schlieflen, dass jedes Element von S, eine
Summe von irreduziblen Elementen ist. (b) bedeutet einfach, dass jeder Halbstrahlgenera-
tor irreduzibel ist (Ubung). (c) Es ist offensichtlich, dass H in jedem Erzeugendensystem
von S, enthalten ist. O

Definition. Die Menge H aller irreduziblen Elemente wird die Hilbert-Basis von S, ge-
nannt, ihre Elemente die minimalen Erzeuger.
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1.3. Eigenschaften affiner torischer Varietiten

Es sei S eine affine Halbgruppe und V = Spec(C[S]) die zugehorige affine Varietit. Wir
wollen die Punkte von V und die Operation des Torus auf V mit Hilfe von S verstehen.

Erinnerung: Als abstrakte Varietit ist V einfach die Menge Hom(C[S], C). Fassen wir
den Punkt p € V als Homomorphismus p: C[S] — C auf, so ist y™(p) definiert als p(y™)!

Sei p € V ein Punkt. Definiere einen Homomorphismus y,:S — C von Halbgruppen
durch y,(m) = y™(p) fiir m € S. Dabei fassen wir y™ auf als Element von C[S] und damit
als reguldre Funktion auf V. Auflerdem fassen wir C als multiplikative Halbgruppe auf.

Wir geben zu p = y, die Umkehrabbildung an: Sei y: S — C ein Halbgruppenhomo-
morphismus. Da die y™, m € M, eine Basis von C[S] als C-Vektorraum bilden, erhalten wir
eine surjektive lineare Abbildung C[S] - Cdurch },,.cs am ™ = 2. cs dmy(m). Diese Ab-
bildung ist ein Homomorphismus von C-Algebren, also ein Punkt von V = Hom(C[S], C),
den wir mit p, bezeichnen.

Proposition 1.3.1. Es sei S eine affine Halbgruppe und V = Spec(C[S]). Die Abbildung
p =y, ist eine Bijektion von V auf die Menge der Halbgruppenhomomorphismen S — C.

Beweis. Dass die beiden Abbildungen p ~ y, und y = p, zueinander invers sind, sieht
man durch blofles Symbolgeschiebe: Fiir y: S — C gilt y, (m) = x"(py) = y(x™) = y(m),
also y,, = y.Seiumgekehrt p € V ein Punkt aufgefasst als Homomorphismus p: C[S] — C.
Dann st (x™)(p,,) = yp(x™) = x"(p) fiir alle m € M, also p = p,, . O

Wenn wir uns eine Einbettung der torischen Varietit Spec(C[S]) verschaffen, dann
sieht diese Korrespondenz folgendermafien aus: Es sei S ¢ M und A = {my, ..., m,} ein
Erzeugendensytem von S. Dannistalso V = Y, c Cs. Seiy: § — C ein Halbgruppenhomo-
morphismus und betrachte den Punkt p = (y(m;),...,y(m;)). Dann gilt p € Y4. Denn
nach Prop. 1.1.9 reicht es dafiir zu zeigen, dass die Binome x* — y# in p verschwinden, fiir
alle Paare von Exponenten « = (4ay,...,a5), = (by,...,bs) € N* mit

s s
Z am; = Z bim,-.
i=1 i=1

Da y ein Halbgruppenhomomorphismus ist, folgt dies aus

ljy(mi)ai = )’(iain’li) = )/(gbim,-) = ljy(mi)bi-

Fiir diesen Punkt p gilt y = y,, (Check!).

Als nichstes beschreiben wir die Toruswirkung auf V. Fiir Y4 c C¢ ist der Torus ja
einfach Y4 n (C~*)* und die Operation ist induziert durch die von (C*)* auf C*. Intrinsisch
geht das jetzt so: Sei t € Ty und sei p € V. Dann gilt y,.,(m) = x"(t- p) = x™(t)x"(p) =
x™(t)y,(m). Damit haben wir den Punkt ¢ - p als Halbgruppenhomomorphismus be-
stimmt. Diese Beschreibung werden wir spdter benuzten.

Definition. Eine affine Halbgruppe S ¢ M heifit spitz, wenn S n (-S) = {0} gilt, d.h. also
wenn S keine invertierbaren Elemente aufSer 0 besitzt.
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Proposition 1.3.2. Es sei V eine affine torische Varietiit.

(a) Die Operation des Torus Ty auf V hat genau dann einen Fixpunkt, wenn S spitz ist. In
diesem Fall ist der Fixpunkt durch den Halbgruppenhomomorphismus

1 m=0
m —
0 m=#0

gegeben.
(b) Ist V = Y4 fiir A c S~ {0}, so hat die Operation des Torus genau dann einen Fixpunkt,
wenn 0 € Y4 gilt, und in diesem Fall ist 0 der eindeutige Fixpunkt.

Beweis. Essei p € V. Genau dann ist p ein Fixpunkt, wenn ¢- p = p fiir alle t € Ty gilt. Dies
bedeutet gerade y,.,(m) = x™(t)y,(m) = y,(m) fiir alle m € M. Fiir m = 0 ist diese Glei-
chung immer erfillt. Fiir m # 0 gibt es immer ¢ € Ty mit y™(t) # 1, so dass die Gleichung
genau fur y,(m) = 0 erfillt ist. Andererseits ist die Abbildung y:m ~ 0 fiir alle m + 0
und 0 ~ 1 genau dann ein Halbgruppenhomomorphismus, wenn S spitz ist. (Denn sonst
enthilt S eine Einheit, die nicht auf 0 abgebildet werden kann.) Das beweist (a). Ist V = Y4
mit 0 ¢ A = {my,...,m}, so korrespondiert mit y der Punkt (y(m;),...,y(m;)) = 0.
Andererseits ist 0 der Fixpunkt der Operation von (C*)* auf Cs. O

Definition. Eine affine Halbgruppe S c M heift saturiert (in M), wenn folgendes gilt: Fiir
alle ganzen Zahlen k > 0 und alle m € M folgt aus km € S bereits m € S.

Beispiel. Ist 0 c Ny ein polyedrischer Kegel, so ist S, = 0¥ N M saturiert.

Definition. Zur Erinnerung: Eine irreduzible affine Varietdt V heif3t normal, wenn ihr
Koordinatenring C[ V'] ganz abgeschlossen ist. Dies bedeutet: Gibt es ein normiertes Poly-
nom P € C[V][X]undist f € C(V) = Quot(C[V]) eine rationale Funktion mit P(f) = 0
in C(V), so gilt f e C[V].

Die Definition ist, vorsichtig ausgedriickt, geometrisch unintuitiv. Sie bedeutet aber,
dass die Singularitidten von V nicht allzu schlimm sein diirfen. Aus Normalitit folgt ins-
besondere, dass der singuldre Ort von V mindestens Codimension 2 in V hat. (V hat also
keine ,Knicke®). Die Umkehrung gilt allerdings nicht.

Beispiele.

(1) Jeder faktorielle Ring ist ganz abgeschlossen. Deswegen ist jede Varietdt mit fak-
toriellem Koordinatenring normal, z.B. C=.

(2) Nach obiger Bemerkung ist eine Kurve genau dann normal, wenn sie glatt ist. Die
Kurve V:y? = x3 in C? ist nicht normal, denn sie hat eine Singuliritit in (0, 0).
Tatsédchlich ist C[ V] = C[x, y]/(»* — x*) nicht ganz abgeschlossen. Denn y/x ¢
C(V) liegt nicht in C[ V']; andernfalls miisste es f, g € C[x, y] geben mit y —x f =
g-(y*—x3), was ersichtlich unmdoglich ist. Aber y/x erfiillt die Ganzheitsgleichung

(y/x)*=x inC(V),
ist also eine Nullstelle des normierten Polynoms P(X) = X? — x e C[ V][ X].
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Zur Ubung/Erinnerung machen wir das folgende kleine Lemma:

Lemma. Es sei A ein Integrititsring und D c A eine mulitplikative Teilmenge. Ist A ganz
abgeschlossen, so auch die Lokalisierung Ap = {a/b|b € D}.

Beweis. Esseia/b € Quot(A) mita, b € Aund es gebe ein normiertes Polynom P € Ap[X]
mit P(a/b) = 0, etwa P = X" + """/ (a;/d;) X'. Betrachte die Gleichung

a\" am(a\" a0
b d,\b do_'

Multiplikation mit d = (d,_;---dy)" ergibt eine Gleichung

n n-1
(ﬂ) +an_1d;_l(%) + -+ apd) = 0.

fur gewisse d/_,,...,d} € D. Da A ganz abgeschlossen ist, folgt ad/b € A, also a/b =

n-1°

(ad/b)(1/d) € Ap.

Beispiel. Damit ist gezeigt, dass jeder Torus normal ist, denn fiir T = (C*)" gilt C[T] =
Clx1s- -+ Xn]xyx, (@lso D = {(x1+-x,,)*¥ | k > 0} im Lemma).

Satz 1.3.5. Es sei V eine affine torische Varietit zum Torus Ty mit Charaktergitter M.
Aquivalent sind:

(a) V is normal.
(b) Es gibt eine saturierte affine Halbgruppe S ¢ M mit V = Spec(C[S]).
(c) Es gibt einen spitzen polyedrischen Kegel ¢ ¢ Ng mit V = Spec(C[S,]).

Beweis. Nach Satz 1.1.17 und Prop. 1.1.14 gibt es eine affine Halbgruppe S ¢ M mit M = ZS
und V = Spec(C[S]). Nach dem Beweis von 1.1.17 gilt dabei S = {m e M | y" € C[V']}.

(a)=(b): Es sei V normal, also C[V] = C[S] ganz abgeschlossen. Es gelte km € S
fir k > 0 und m € M. Dann ist y € C(V) = Quot(C[Ty]) (da Ty c V Zariski-offen
ist). Wegen km € S gilt y*" € C[V]. Nun erfiillt " die Ganzheitsgleichung X* — y*" ¢
C[V][X]. Also folgt y™ € C[ V] und damit m € S. Also ist S saturiert.

(b)=(c): Es sei A c § ein endliches Erzeugendensystem von S. Aus rkZA = n folgt
dim(Cone(A) = n (nach dem Lemma vor 1.2.18). Deshalb ist der rationale polyedrische
Kegel 0 = Cone(A)" c Ng nach Aufgabe 8 spitz. Da S = NA saturiert ist, gilt auflerdem
S = cone(A) N M = ¢ n M nach Aufgabe 14.

(c)=(a): Wir miissen zeigen, dass C[S,] ganz abgeschlossen ist. Seien py, ..., p, die
Extremalstrahlen von o. Da der Kegel o spitz ist, wird er von seinen Extremalstrahlen
erzeugt (Krein-Milman) und es gilt damit

v v
o' = h

p

-

Il
—_

Nach Schneiden mit M folgt S, = N;_; S,, und daraus

C[S:] =(1CIS,.] < CLv].
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Wenn alle C[S,, ] ganz abgeschlossen sind, dann auch C[S, ]. Es geniigt also zu zeigen, dass
C[S,] fur einen Extremalstrahl p ganz abgeschlossen ist. Sei u, € p 1 N der Halbstrahlge-
nerator von p. Nach dem nachfolgenden Lemma besitzt N eine Gitterbasis e, ..., e, mit

e; = u,. Beziiglich dieser Basis gilt dann also p = Cone(e;) und damit
C[S,] = Clxp, x37, ..., x].

Damitist C[S,] = C[x1,...,%4]x,..x, eine Lokalisierung eines ganz abgeschlossenen Rings
und deshalb ganz abgeschlossen. O

Lemma. Es sei N ein Gitter. Ist N; ¢ N ein Teilgitter derart, dass N[Ny torsionsfrei ist, so
besitzt Ny ein Komplement in N, d.h. es gibt ein Teilgitter Ny c N mit N = N; @ N,.
Insbesondere: Ist u € N mit (1/k)-u ¢ N fiir alle k > 1, so besitzt N eine Gitterbasis ey, . .., e,
mit e; = u.

Beweis. Wihle eine Gitterbasis ey, . .., e, von N/Nj und seien fi, ..., f, € N mit n(f;) = e;.
Definiere ¢: N/N; — N durch ¢(e;) = f; und setze N, = im(¢). Beachte, dass n(¢(v)) = v
fur alle v € N/N; gilt. Dann ist N, ein Teilgitter mit N = N; @ N,. Denn Ny N N, = {0} ist
klar nach Definition. Und ist u € N, so gilt u — ¢(7m(u)) € ker(7) = Ny, also?

u=(u-o(m(u)))+e(m(u)) e Ny+N,.

Fiir den Zusatz, beachte dass die Voraussetzung an u € N gerade besagt, dass N/Zu torsi-
onsfrei ist. Also besitzt Zu ein Komplement in N, fiir dass wir eine Gitterbasis e,, ..., e,
wihlen konnen. O

Beispiel. Die Kurve V = V()2 —x3) istals Y fur A = {2,3} c Z gegeben. Hier ist ZA = 7Z,
aber NA ¢ Cone(A) nZ = N, was nochmals zeigt, dass V nicht normal ist.

Beispiel 1.3.6. In Aufgabe 4 haben wir gesehen, dass die affine torische Varietit V = V(x y—
zw) genau U, fiir 0 = Cone(ey, €5, €, + €3, e, + e3) ist. Der vorangehende Satz zeigt damit,
dass V normal ist.

Beispiel 1.3.7. Aus Aufgabe 11 sieht man, dass der Abschluss des Bildes von

(C*)? - Cd+l
(s,t) ~ (s,st,st2,...,st%)

in C9*! genau die Varietit U, fiir 0 = Cone(del - e, ;) mit 0¥ = Cone(ey, e; + dey) c R?
ist. Gleichungen fiir diese Varietit sind die 2 x 2-Minoren der Matrix

Xo X1 v Xg-2 X4
b
X1 X2 v X411 X4

3Kurz und biindig sagen die Algebraiker das gern so: Die kurze exakte Sequenz

T

0 N N N/N, 0.

spaltet, da N//N; torsionsfrei ist. D.h. es gibt ¢: N/N; — N mit w0 ¢ = idy/y,. Daraus folgt N = N; @ im(¢).
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also die Polynome x;_,x; — x;x;_; fiir i,j = 1,...,d. Da die Gleichungen homogen sind,
ist U, ein Kegel (im Sinn der algebraischen, nicht der konvexen Geometrie) und heifst
rationale Normalenkegel. Nach obigem Satz ist er tatsdchlich normal.

Dieselbe Varietit V hat noch eine andere Parametrisierung, namlich

[ (Cc)? - Cd+1
P { (s,t) ~ (s%,s%t, ..., st970, 19)
(Check!) gegeben durch A = {(d,0), (d - 1,1),...,(0,d)} c Z? (vgl. auch Aufgabe 3). Es
sieht zunichst so aus, als ob A fiir d > 2 nicht alle Gitterpunkte im aufgespannten Kegel
0 = Cone( e, e;) erzeugt. Man muss aber beachten, dass sich alle Aussagen auf das Gitter
M = ZAbeziehen, und das ist in diesem Fall das Teilgitter { (i, j) € Z?|i = —j mod d} c Z2.
Beztiglich dieses Gitters gilt tatsachlich N4 = ¢ n M.

Nach den normalen wenden wir uns nun den glatten Varietéten zu.

Definition. Es sei V eine irreducible affine Varietit. Ein Punkt p € V entspricht einem
maximalen Ideal m, von C[V]. Der (Zariski-) Tangentialraum von V im Punkt p ist der
Dualraum des endlich-dimensionalen Vektorraums m,/m; und wird mit T,(V') bezeich-
net. Der Punkt p heifit glatt (oder nicht-singuldr), wenn dim T,(V) = dim V gilt. Die
Varietit V heif3t glatt, wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt ist.

Proposition. Jede glatte Varietdt ist normal.

Beweis. Dies wird in der algebraischen Geometrie tiblicherweise durch die algebraische
Charakterisierung von Glattheit (bzw. Regularitit) tiber reguldre lokale Ringe bewiesen,
von denen man zeigt, dass sie faktoriell und damit ganz abgeschlossen sind. O

Lemma 1.3.10. Es sei 0 c Ny ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel mit nicht-leerem
Innern und sei ‘H die Hilbert-Basis von S, c M. Sei U, die zugehdrige torische Varietdit und
po € U, der eindeutige Fixpunkt von U, unter der Toruswirkung. Dann gilt

dim T,, (U, ) = |H|.
Beweis. Nach Aufgabe 12 besitzt U, einen eindeutigen Fixpunkt p,, da ¢ spitz mit nicht-
leerem Innern ist, und fiir dessen maximales Ideal m = m,,_ gilt
m=(x"|meS,~{0}).
Nun gilt fiir m als C-Vektorraum aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Charaktere

m=@Cy"= D Cxeo @ CX'":(@ (C)('”)eemz.

m+0 m irreduzibel 0%+m reduzibel meH
Wegen T, = (m/mz)* folgt dim T,, = dim(m/m?) = [H]. O

Erinnerung: Ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel o heif3t glatt, wenn sich seine
Halbstrahlgeneratoren zu einer Gitterbasis erganzen lassen. Das heif3t gerade, dass wir die
Koordinaten so einrichten kénnen, dass 0 = Cone(ey, ..., e,) ¢ R" und damit

4 +1 +1
oV =Cone(ey,...,e,e50,...,e;) cR"
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gelten. Die Varietit U, ist dann einfach isomorph zu (C)” x (C*)"=" (vgl. Bsp. 1.2.21). Wir
zeigen nun, dass es keine weiteren glatten affinen torischen Varietaten gibt.

Satz 1.3.12. Essei 0 c Ny ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel. Genau dann ist U, glatt,
wenn o glatt ist. Alle glatten affinen torischen Varietdten sind von dieser Form.

Beweis. Die eine Richtung haben wir gesehen. Fiir die andere, sei V' eine glatte affine to-
rische Varietdt. Da glatte Varietiten normal sind, konnen wir V' = U, fiir einen spitzen
rationalen polyedrischen Kegel 0 c Ny annehmen. Es sei n = dim U, = dim Ng.

Wir nehmen zunichst an, dass auch dim o = n gilt, d.h. also, dass ¢ nicht-leeres In-
neres hat. Da der eindeutige Fixpunkt p, von U, ein glatter Punkt ist, hat der Tangenti-
alraum T, (U,) die Dimension n. Nach Lemma 1.3.10 ist # damit auch die Machtigkeit
der Hilbertbasis # von S, = 0¥ n M. Da ‘H alle Halbstrahlgeneratoren enthilt, hat ¢V also
hochstens n verschiedene Extremstrahlen. Andererseits ist ¢V spitz mit nicht-leerem Inne-
ren (da dasselbe fiir ¢ gilt) und hat damit auch mindestens n Extremalstrahlen. (Denn ¢
wird von seinen Extremalstrahlen erzeugt.) Also hat o genau n Extremalstrahlen und H
besteht aus deren Halbstrahlgeneratoren. Da M = ZS, gilt und M den Rang » hat, bilden
die Halbstrahlgeneratoren damit eine Basis von M. Also ist 0¥ von den Elementen einer
Gitterbasis erzeugt und ebenso o, so dass beide glatt sind.

Es gelte nun dim o = r < n. Wir reduzieren auf den vorigen Fall wie folgt: Es sei N; =
spanc N N. Da N offenbar saturiert ist, besitzt N; ein Komplement N, c N, also N =
N; ® N,. Es gilt tk N} = r und rk N, = n — r. Da ¢ nun sowohl in (Nj)g als auch N liegt,
erhalten wir zwei zugehorige torische Varietiten U, y, bzw. U, y der Dimenison r bzw. n.
Fiir die entsprechenden affinen Halbgruppen in M = M, & M, gilt

So.N = So.n, © M,
und damit
Cl[Son] 2 C[Ss.n, ] ®c C[M,].
Die rechte Seite ist dabei der Koordinatenring von U, n, x Tj,. Es gilt also
Usn 2 Usn, X Ty, 2 Ug oy, x (C*)"" c Uy y, x CH

Da U, y glattist, folgt nun, dass auch U, y, glatt sein muss (Check!). Nach dem oben disku-
tierten Fall ist o also ein glatter Kegel in (N;)g und damit auch in Ng = (N})g®(N;)g. O

Definition 1.3.13. Seien S, S, affine Halbgruppen und V; = Spec(C[S;]) die zugehorigen
affinen torischen Varietdten. Ein Morphismus ¢: V; — V, heifit torisch, wenn der indu-
zierte Homomorphismus ¢*: C[S,] - C[S;] durch einen Halbgruppenhomomorphismus
¢:S; = S; (durch lineare Ausdehnung) gegeben ist.

Proposition 1.3.14. Es seien V}, V, affine torische Varietiten mit Tori Ty, T;.

(a) Ein Morphismus ¢: V; — V, ist genau dann torisch, wenn ¢(T;) c T, gilt und die Ein-
schrinkung ¢: Ty — T, ein Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Ein torischer Morphismus ist dquivariant, das heifst fiir alle t € T, und p € V; gilt

¢(t-p)=o(t) 9(p).
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Beweis. Es sei M; = ZS; das Charaktergitter von Ty,. Ein Halbgruppenhomomorphismus
¢: S, — S setzt sich dann fort zu einem Homomorphismus ¢: M, — M, und wir erhalten
ein kommutierendes Diagramm

C[8,] ——C[s,]

L

C[M,] —— C[M,].

Der Ubergang zu den Varietiten zeigt direkt ¢ (T;) c T,. Auflerdem sehen wir, dass ¢: T} —
T, aufgrund der Identifikation T; = Homy(M;, C*) (Aufgabe 2) ein Gruppenhomomor-
phismus ist, namlich gegeben durch a — & o 9 fiir « € Homy (M, C*).

Ist umgekehrt ¢: V; - V, ein Morphismus, der auf einen Gruppenhomomorphismus
¢: Ty = T, einschréankt, dann induziert das ein Diagramm wie oben, wobei die Abbildung
C[M,] - C[M;] durch einen Gruppenhomorphismus ¢: M, — M; induziert ist. Wegen
¢(C[S,]) c ¢(C[S8]) schrankt dieser auf einen Halbgruppenhomomorphismus ¢: S, — S,
ein. Damit ist (a) bewiesen.

Fiir (b), sei ¢: V; - V; torisch und sei @;: T; x V; - V; die Operation des Torus. Aqui-
varianz bedeutet nun gerade, dass das Diagramm

Ty x Vi —— V,

e s

o
LxV,—=V,

kommutiert. Dies ist offenbar, wenn man iiberall auf T; einschrinkt, da ¢ dann nach Vor-

aussetzung ein Gruppenhomomorphismus ist und @; eine Gruppenoperation. Da T; in V;

Zariski-dicht ist, muss das Diagramm damit kommutieren. O

Wir iibersetzen die Aussage in polyedrische Kegel: Es seien 0; c (N;)g spitze rationale
polyedrische Kegel (i = 1,2) und sei ¢: N; - N, ein Homomorphismus von Gittern. Wegen
Ty, = N; ®7 C* (per Definition), induziert ¢ einen Homomorphismus ¢: Ty, - Ty, durch
Ya;i®u;~ Y a;®¢(u;). Analog gilt (N;)r = N; ®z R, so dass ¢ auch zu einer Abbildung
@t (N1)r = (N;)r zwischen den umgebenden Vektorrdumen fortsetzt.

Proposition 1.3.15. Es seien 0; ¢ (N;)g spitze rationale polyedrische Kegel (i = 1,2) und sei
@: Ny = N, ein Homomorphismus von Gittern. Die induzierte Abbildung ¢: Ty, — Ty, setzt
sich genau dann zu einem torischen Morphismus ¢: U, — U, fort, wenn ¢y (01) c 0, gilt.

Beweis. Zur Abbildung ¢: N; - N, zwischen den Einparametergittern gehort eine duale
Abbildung 9*: M, — M, zwischen den Charaktergittern. Genau dann gilt Pr(01) c oy,
wenn ¢ (0y) ¢ 0 (denn fiir u € 0; und m € 0 gilt (pgm, u) = (m, Pgu)). Dies wieder-
um ist genau dann der Fall, wenn ¢” zu einem Halbgruppenhomomorphismus S,, = S,
einschrankt. Nach 1.3.14 ist dies wiederum dazu dquivalent, dass ¢: Ty, - Ty, zu einem
torischen Morphismus ¢: U,, = U,, fortsetzt. O
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Proposition 1.3.16. Es sei o ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in Ny und sei T =
H,, no fiir m € 0¥ n M eine Seite von 0. Dann gilt

C[Sr] = C[SG]X'"‘

Beweis. Wir zeigen, dass

S;=8; +7Zm
gilt, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. Aus der Inklusion 7 c ¢ folgt nach Duali-
sieren S, c S;. Da m auf 7 verschwindet, gilt auflerdem +m € ¥ und damit S, + Zm c S..
Fiir die Umkehrung, sei m’ € S; und wihle S ¢ N endlich mit ¢ = Cone(S). Setze

r= masx{|(m’, u)|} eN.

Fir alle u € 7 gilt dann (m' + rm,u) = (m’,u) > 0und fir u € S, u ¢ 7, gilt (m,u) > 0 und
damit ebenfalls (m’ + rm,u) = (m',u) + r(m,u) > 0. Also gilt m’ + rm € S, und damit
m' €S, + Zm. 0

In Verbindung mit 1.3.15 zeigt das: Die Identitit N — N zusammen mit der Inklusion
7 C ¢ induziert einen torischen Morphismus U, — Uy, der der Inklusion C[S,] c C[S;]
entspricht. Nach 1.3.16 entspricht U, der offenen Teilmenge {p € U, | y"p # 0}.
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2. PROJEKTIVE TORISCHE VARIETATEN

2.0. Projektive Varietiten

Erinnerung an die Grundlagen: Wir schreiben P” fiir den komplexen projektiven Raum,
die Menge aller Ursprungsgeraden in C"*!. Es ist eine Abbildung 7: C"*'\ {0} — P" durch
a — Ca gegeben. Fiir a = (ay,...,a,) € C"*1 \ {0} schreiben wir (a, : -+~ : a,) fiir den
Punkt 7(a) € P*. Es gilt also (ag : ---: a,) = (bo : --- : b,) genau dann, wenn es A € C* gibt
mit (dg,...,a,) =A-(bg,++, b,).

Es gibt eine Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Untervarietidten von [P* und
Idealen in C[x, ..., x,], die der im Affinen sehr &hnlich ist, nur dass alle Polynome und
Ideale homogen sein miissen. Ein homogenenes Polynom f € C[x,,...,x,] vom Grad
d erfilllt f(da) = A9f(a) fir alle A € C und a € C™L. Fir p € P" ist damit f(p) = 0
oder f(p) # 0 wohldefiniert, obwohl f nicht ohne weiteres als Funktion auf P" aufgefasst
werden kann. Einem Ideal I c C[x,, ..., x,] entspricht die projektive Nullstellenmenge

V. (I) = {p € P" | Fiir alle homogenen f € I gilt f(p) = 0}.

Eine abgeschlossene Teilmenge oder projektive Untervarietdt von P ist eine Menge der
Form V,(I) fiir ein Ideal I c C[x,, ..., x,]. Ein Ideal heif3t homogen, wenn es von homo-
genen Polynomen erzeugt wird. Genau dann ist ein Ideal I homogen, wenn folgendes gilt:
Ist f = fi+---+ f4, wobei f; der homogene Teil vom Grad i von f ist, soist f € I genau dann,
wenn fi, ..., f1 € I. Das Verschwindungsideal I(X) einer Teilmenge X c P" ist homogen.

Aus einer homogenen Version des Nullstellensatzes erhélt man eine inklusionsumkeh-
rende Bijektion zwischen den abgeschlossenen Teilmengen von P” und den homogenen
Radikalidealen von C[xy, ..., x, ], die nicht das irrelevante Ideal (x, ..., x,,) sind.

Ist X c P" abgeschlossen und I(X) c C[xy, ..., x, | das Verschwindungsideal, so heift
die affine Varietit V(I(X)) c Cs*! der affine Kegel iiber X und wird mit X bezeichnet. Es
gilt X = 771(X) u {0}. Fiir die Dimensionen gilt immer dim(X) = dim(X) - 1.

2.1. Gitterpunkte und projektive torische Varietiten

Definition. Eine torische Varietit ist eine irreduzible Varietit V, die einen Torus Ty als
Zariski-offene Teilmenge enthilt, derart, dass sich die Operation von Ty auf sich zu einer
algebraischen Operation Ty x V' — V fortsetzt.

Wir studieren nun projektive torische Varietiten. Zunéchst ist P selbst eine torische Va-
rietdt mit Torus

Tpn =P" N V(x---x,) ={(ap:---:a,) eP"|ag--a, #0}
={(1:ty:--:t,) eP"| tyrt, 0} = (C*)™.

27
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Ist 1: C"*1 N {0} — P" die Quotientenabbildung, so ist Tps = 7((C*)"*!). Mit der Diago-
nalabbildung 1: C* — (C*)"*, t = (t,..., t) ergibt sich eine kurze exakte Sequenz

4

] — Cr —&% (C*)n+ Tpn 1

Dies induziert exakte Sequenzen von Charakter- bzw. Einparametergittern

4 ]

0 Mrp,, Zn+ z 0.
0 Z—"szm TN, —0
Dabei ist {ag, ..., a,) = Y.ipa; und7*(a) = (a, ..., a). Daraus also

My = M, = {(aor. ) € 2| S a, = 0}
i=0

N, :=Nr,, =Z"|Z(1,...,1).

Es sei Ty ein Torus mit Charaktergitter M. Wie im affinen konnen wir eine projektive
torische Varietit aus jeder endlichen Teilmenge A = {my,...,m;} ¢ M basteln: Zu A
erhalten wir @ 4: Ty — (C*)* c Cs\ {0} und kénnen 7: C* \ {0} — P*~! dahinterschalten.

Definition. Fiir jede endliche Teilmenge A ¢ M mit |A| = s, sei X4 der Zariski-Abschluss
des Bildes von 7 o ® 4 in P51,

Mit anderen Worten, X 4 ist der Zariski-Abschluss von
{Gem @)y (@) e T} € P
Proposition 2.1.2. Die projektive Varietat X 4 ist torisch mit Torus n(® 4(Ty)) = X 4N Tps-.

Beweis. Analog zu 1.1.8. O

Sei L der Kern der Abbildung Z* — M, e; = m;. Nach Prop. 1.1.9 ist das torische Ideal
I=(x*-xP|la,feN'unda - BeL)

das Verschwindungsideal von Y. Wann ist I auch das Verschwindungsideal von X 4?

Proposition 2.1.3. Aquivalent sind:
(a) Die torische Varietiit Y., ist der affine Kegel X 4.
() I, = [(X4).
(c) I ist homogen.
(d) Es gibt u € N mit
(my,u) == (mgu)>0.
Mit anderen Worten, die Punkte in A liegen in einer rationalen affinen Hyperebene, die
nicht durch den Nullpunkt geht.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) gilt wegen I(X4) = I(X4) und I(Yy4) = I; nach
Prop. 1.1.9. Die Implikation von (b) nach (c) ist klar, weil Verschwindungsideale projektiver
Varietaten homogen sind. Beweise als néchstes (c)=(d): Sei I, homogen und sei € = « —
B € L und damit x* — x# € I;. Hitten x* und x? verschiedenen Grad, so miisste x%, x# ¢
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I; = I(Y,) gelten. Das ist aber unmdoglich, wegen (1,...,1) € Y. Also haben x* und x#
denselben Grad. Es giltalso (1,...,1)-¢ = dega—deg(8) = 0. Betrachte die exakte Sequenz
0 - L - Z* - M. Nach Tensorieren mit QQ und Dualisieren wird das zu

Ng — Q° — Hom(Lg, Q) — 0.

Die vordere Abbildung ist dabei Ng 3 4 — ({(my,u),..., (m;,, u)). Wir haben auflerdem
gerade gesehen, dass (1, .. .,1) € Q° hinten auf Null abgebildet wird. Wegen Exaktheit gibt
es also U € Ng mit (m;,u) = 1fiir i = 1,.... Bereinigen von Nennern liefert also k € N,
k>0mitu=kueNund (m;,u)=kfiri=1,...,s.
Zeigen schlief3lich noch, dass (a) aus (d) folgt. Da Y4 c X4 gilt und X 4 irreduzibel ist,
genuigt es
X\ AN (C*)S cYy

zu beweisen. Sei also p € X 4 n (C*)s. Da X 4 N Tp» der Torus von X 4 ist, gibt es y € C*
und t € Ty mit

p=u-(X"(t),. . x™ (1))

Sei nun u € N mit (m;,u) = k fiir alle i und betrachte die Einparametergruppe 1,:C* —
Ty. Fir T € C* gilt dann

A= (P (A (D), .0 ™ (A4(1)1))

= (
= (rlmemdym (), ..., lmen) (1))
= (™ (8),.. . ™ (D).

Wegen k > 0 konnen wir also 7 so wihlen, dass p = A*(7)t € Y4 gilt, wie gewiinscht. [

Bemerkung. Beachte im Beweis, dass die exakte Sequenz 0 - L — Z° — M im allge-
meinen nicht zu einer exakten Sequenz N — Z* - Hom(L,Z) — 0 dualisiert, obwohl
alle beteiligten Z-Modulen frei sind. Das passt damit zusammen, dass man k in (d) im
allgemeinen nicht gleich 1 wéhlen kann.

Beispiel 2.1.4. (a) Wir betrachten den rationalen Normalenkegel C; c C9+! (vgl. Beispiel
1.3.7). Dazu bestehe A c Z? aus den Spalten der 2 x (d + 1)-Matrix

d d-1 - 1 0
f&_'[o 1 - d-1df

Das Ideal von C, ist das homogene Ideal, das wir schon in Beispiel 1.3.7. bestimmt haben.
Die Homogenitit zeigt sich darin, dass alle Punkte in .4 auf der affinen Geraden {(a, b) €
R?|a+ b =d} liegen.

Die zugehorige projektive Varietit Cy = X 4 ist ein-dimensional und heif3t die rationale
Normalenkurve.

Betrachte andererseits B = {0,1,...,d —1,d} c Z. Dazu gehort die Abbildung

Cr - P4
(Dgi .
t o (Lit,..., 91 14)
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Die zugehdrige projektive Varietdt ist ebenfalls die rationale Normalenkurve, d.h. es gilt
Xp = C,. Aber die affine Varietdt Yj ist natiirlich nicht der rationale Normalenkegel, denn
sie hat ebenfalls Dimension 1 statt 2. Das Ideal I( Y) ist auch nicht homogen, da z.B. x} — x2
aufallen Punkten (L, ¢, ..., t4) € C4*! und damit auf Y5 verschwindet. Also x?—x, € I(Yg),
aber x7, x, ¢ I(Y5).

Das Problem in diesem Beispiel ldsst sich leicht reparieren. Ist A c M eine endliche
Teilmenge, so betrachte A x {1} ¢ M & Z. Dazu gehort der Torus Ty x C* und es gilt

Dy () = (X" (Ot x™ (1) = - (X™ ()5 X™ (1))

Daraus folgt sofort X 413 = X4 ¢ P<71. Da A x {1} in der affinen Hyperebene M x {1}
enthalten ist, sind die Voraussetzungen von 2.1.4. erfiillt, so dass X A= Y.qq gilt. In dieser
Weise kann man also sozusagen die Gitterpunkte homogenisieren.

Als nichstes bestimmen wir den Torus von X 4 tiber sein Charaktergitter. Fiir A =
{my,...,ms} c M, sei

Z,A = {Zr: a;m; | a; € Z,Zs:{li = 0}
i=1 i=1

Der Rang von Z'A ist genau die Dimension von Aff(A) = {Xi, uim; | Xi, ui = 1}, der
von A erzeugte affine Unterraum. Denn es gilt etwa Aff(A) —my = {X1_ uim; | Xi pi =
0} und dies ist damit gerade Span(Z’A). Nach dem Lemma vor 1.2.18 gilt also rkZ’' A =
dim(Aff(A) - m;) = dim(Aff(A)). (Bild!)

Proposition 2.1.5.

(a) Das Charaktergitter von X 4 ist 7' A.
(b) Die Dimension von X 4 ist die Dimension des von A aufgespannten affinen Unterraums.
Insbesondere gilt

tkZA-1 falls0 ¢ Aff(A)
rkZA sonst.

dimX 4 =rkZ' A= {

Beweis. (a) Sei M’ das Charaktergitter von Tx ,. Betrachte das kommutierende Diagramm
Ty — Tps
Ty,

Ubergang zu den Charaktergittern ergibt
M <~— Ms—l

M/
Die Abbildung M,_; - M ist die Einschrankung der Abbildung Z* - M, e; - m;, auf
M ={aeZ| ¥i, a; =0}. Also ist Z'A das Bild von M,_; > M und damit gleich M'.
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(b) Die Dimension von X 4 ist der Rang des Charaktergitters Z’'.A und damit nach der
vorangehenden Bemerkung gleich dim(Aff(.A)). Andererseits gilt rk Z.A = dim span(.A),
und es ist dimspan(A) = dim Aff(A) genau dann, wenn 0 € Aff(.A), andernfalls gilt
dim Aff(A) = dimspan(A) - 1. O

Es gibt immer zwei Sichtweisen auf projektive Varietiten: Die globale in homogenen
Koordinaten, die wir jetzt betrachtet haben, und die lokale, iiber affine Uberdeckungen.
Die betrachten wir jetzt, was die Halbgruppen zuriick ins Spiel bringen wird.

Der projektive Raum P" wird tiberdeckt durch die affinen Karten U; = P51 \ V(x;).
Jedes U, ist tatsachlich ein affiner Raum, denn jeder Punkt von U; hat einen eindeutigen
Reprisentant (ag :---:1:---: a,) mit einer 1 an der i-ten Stelle, und entspricht damit dem
Punkt (ao, ..., di-1, i1, - - . > a,) € C" Jede offene Teilmenge U; enthilt den Torus Tpn.

Ist X4 c Ps1 die zu A ¢ M gehorende projektive torische Varietit, sind auch die
X 4 N U; torische Varietdten. Denn X 4 ist der Zariski-Abschluss von Ty, c Tpsi. Also ist
auch X 4 n U; der Zariski-Abschluss von T, in U; 2 C*~!. Genauer gesagt gilt:

Proposition 2.1.6. Es gilt
XanU; =Yy =Spec(C[S;])
wobei A; = {m;—m;|i# j} und S; = NA,.

Beweis. Die Identifikation U; = Cs! ist gegeben durch die Abbildung (g, : -+ : a,) ~
(ai/ais...,ai1/ai, ainfai,. .., as). Wegen x™i[xy™ = x™i~™i sieht man daraus, dass X 4 N
U; der Zariski-Abschluss des Bildes von
{ TN id Cs 1z U,‘
toe (i (), i (8), i (E), L, ()
ist. Daraus die Behauptung. O

2.2. Polytope und Gitterpunkte

Affine torische Varietdten hingen, wie gesehen, eng mit Gitterpunkten in polyedri-
schen Kegeln zusammen. Bei projektiven Varietiten mochte man die Gitterpunkte alle in
einer affinen Hyperebene versammelt haben. Deshalb geht man von einer endlichen Teil-
menge A ¢ M nicht zum erzeugten Kegel Cone(.A4), sondern zur konvexen Hiille Conv(.A)
tiber. Wir brauchen erst mal wieder einiges tiber Polytope aus der Konvexgeometrie. Ein
Polytop ist die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge A = {m;, ..., m;} c Mg, also

Conv(A) = {Z a;mi|a;>0und ) a; = 1}.
i=1 i=1

Die Dimension eines Polytops ist die Dimension des von P aufgespannten affinen Unter-
raums. Zu b € R und u € Ng, betrachte

Hup={meMg|(mu)=b} und H:,={meMg]|(m,u)>b}
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die durch u und b bestimmte affine Hyperebene bzw. der abgeschlossene Halbraum. Eine
Seite Q < P ist eine Teilmenge der Form

Q=H,,nP mit PcH,

fir u € Ng und b € R. In diesem Fall heifdt H, ; eine affine Stiitzhyperebene. Seiten der
Dimension 0, 1, dim(P) — 1 heif3en Ecken bzw. Kanten bzw. Facetten.

Wir verwenden ohne Beweis die folgenden grundlegenden Tatsachen iiber Polytope.

Proposition 2.2.1. Es sei P c My ein Polytop.

(a) P ist die konvexe Hiille seiner Ecken. Genauer ist jeder Punkt von P eine Konvexkombi-
nation von hochstens dim P + 1 Ecken (Satz von Carathéodory).

(b) Falls P = Cone(S), so liegt jede Ecke von P in S.

(c) Ist Q < P, so sind die Seiten von Q genau die Seiten von P, die in Q enthalten sind.

(d) Jede echte Seite von P ist der Durchschnitt aller Facetten, in denen sie enthalten ist. [

Ein Polyeder ist ein endlicher Durchschnitt von Halbrdumen, also eine Menge P der Form

s
p= m Hui)bi

i=1

firu; e Npund b; eR,i=1,...,s.
Satz. Die Polytope sind genau die kompakten Polyeder. O

Der Beweis geht vollig analog zu der entsprechenden Aussage iiber Kegel, namlich dass
die endlich-erzeugten Kegel genau die polyedrischen sind. (Man kann die Aussage tiber
Polytope auch daraus folgern.)

Ist P ¢ My volldimensional (also int(P) # @) und ist F < P eine Facette, so wird
F durch eine eindeutige affine Hyperebene ausgeschnitten. D.h. es gibt ein bis auf einen
positiven Faktor eindeutiges Paar (uf, ar) € Ng x R derart, dass Hr = H,, _,, eine affine
Stiitzhyperbene mit F = Pn Hpund P c H}, = H}, ist. Wir nennen ur eine nach innen

Up,—ar

gerichtete Facettennormale (Bild!) von F. Es gilt

P= () Hj-= {m € Mg | (m,ur) > —ag fir alle Facetten F < P}.

F Facette von P
Definition. Es sei P ¢ My ein Polytop der Dimension d.
(a) P ist ein d-Simplex, wenn es genau d + 1 Ecken besitzt.

(b) P ist simplizial, wenn alle seine Facetten d — 1-Simplizes sind.
(c) P heifdt einfach, wenn jede Ecke von P in genau d Facetten enthalten ist.

Beispiel. Die klassischen platonischen Korper in R? teilen sich demnach wie folgt auf:

(1) Ein Tetraeder ist ein 3-Simplex.

(2) Oktaeder und Ikosaeder sind simplizial, denn ihre Seitenflichen sind Dreiecke.

(3) Wiirfel und Dodekaeder sind einfach, da sich je drei Facetten in einer gemeinsa-
men Ecke beriithren.
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Definition. Zwei Polytope P, und P, heifien kombinatorisch dquivalent, wenn es eine Bi-
jektion zwischen den Seiten von P, und P, gibt, die Dimensionen, Durchschnitte und die
Relation < erhilt. (D.h., es gibt einen Isomorphismus zwischen den Seitenverbianden.)

Beispiel. Alle d-Simplizes sind kombinatorisch dquivalent (sogar affin-linear isomorph).
Zwei Polygone in der Ebene sind genau dann kombinatorisch dquivalent, wenn sie gleich
viele Ecken haben. (Sie sind dann aber nicht unbedingt affin-linear isomorph).

Die Minkowski-Summe zweier Teilmengen A;, A, c My ist
A1+A2 = {m1+ my | my €A1,m2 EAz}.

Die Minkowski-Summe zweier Polytope ist wieder ein Polytop.
Die Dualitdt geht bei allgemeinen konvexen Mengen so. Ist C ¢ My eine konvexe Men-
ge mit nicht-leerem Innern und 0 € int(C), so heif3t

C°={ueNg|{m,u)>-1firallemeC}c Ng
das Dual von C. (Ist C ein Kegel, so gilt C° = CV). (Bild!) Wie fiir Kegel gilt:
Satz (Bidualitit). Ist C ¢ My abgeschlossen und konvex mit 0 € int(C), so gilt (C°)° = C.

Als néchstes miissen wir uns wieder um Gitterpunkte kiitmmern. Seien wie tiblich M
und N duale Gitter mit zugehdrigen reellen Vektorraumen Mg und Ng. Ein Gitterpolytop
in My ist die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge von M.

Genau dann ist ein Polytop ein Gitterpolytop, wenn alle seine Ecken Gitterpunkte sind
(Check!). Daraus folgt leicht, dass alle Seiten eines Gitterpolytops sind wieder Gitterpoly-
tope sind. Minkowski-Summen von Gitterpolytopen sind ebenfalls wieder Gitterpolytope.

Es sei P ein volldimensionales Gitterpolytop und F eine Facette. Die nach innen ge-
richteten Facettennormalen von F liegen auf einem eindeutig bestimmten Halbstrahl in
Ng. Den eindeutig bestimmten Halbstahlerzeuger bezeichnen wir mit ur. Die zugehorige
Zahl ap mit Hp = H,, _,, und P ¢ H; _ ist ganzzahlig, denn es gilt (m, up) = —ay fiir
jede Ecke m € M von F. Daraus folgt

P = () Hj,_, ={meMg|(m,ur) > —ap fiir alle Facetten F < P}.

F Facette von P

Die Facettenbeschreibung des Gitterpolytops P in dieser speziellen Form ist eindeutig.

Beispiel 2.2.6. Es sei P = Conv(+e; + e,) c R? das Einheitsquadrat. Die Facettennormalen
von P sind +e; und +e, und die Facettendarstellung von P ist gegeben durch

_ + + + +
pP= He -1 n H—el,—l n Hez,—l NH

1> —ep,—1°

Es folgt auflerdem, dass P° = Conv(=xey, e, ) ebenfalls ein Gitterpolytop ist.

Beispiel 2.2.7. Tatsdchlich ist das Dual eines Gitterpolytops aber in der Regel kein Gitter-
polytop. Das liegt daran, dass z.B. das Dual von kP fiir k > 0 gerade { P° ist.
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Bemerkung. Man kdnnte meinen, dass man bei jedem Polytop die Eckpunkte so verschie-
ben kann (evtl. nach Streckung mit einer Konstanten), dass ein kombinatorisch d4quivalen-
tes Gitterpolytop entsteht. Das ist aber nicht wahr. Es gibt Polytope, die zu keinem Gitter-
polytop kombinatorisch d4quivalent sind, und zwar in jeder Dimension > 8 (Ziegler?)

Wie kommt man jetzt von einem Gitterpolytop zu einer torischen Varietit? Die erste
Antwort ist naheliegend: Ist P ¢ My ein Gitterpolytop, so betrachte dazu die projektive
torische Varietit Xp~p. Im Unterschied zum Affinen reicht das aber noch nicht, um eine
verniinftige Korrespondenz hinzubekommen.

Beispiel. Es sei P = Conv(0, ey, e, e3) das dreidimensionale Standard-Simplex in R? und
Q = Conv(0, e}, €5, e; + e, + 3e3) ein anderes 3-Simplex (siehe Aufgabe 17). Beide enthalten
nur vier Gitterpunkte, ndmlich die Ecken. Fiir die zugehdrigen torischen Varietdten gilt
einfach Xp~z3 = Xqnzs = P?. Das ist nicht so recht zufriedenstellend, denn als Gitterpoly-
tope sind P und Q ziemlich verschieden. Zum Beispiel bilden die von Null verschiedenen
Eckpunkte von P eine Gitterbasis, die von Q dagegen nicht.

Definition 2.2.9. Ein Gitterpolytop heif$t normal, wenn
(kP)n M+ (¢P)nM = ((k+£)P)n M
tiir alle k, € € N gilt.

Beachte zunichst, dass die Inklusion von links nach rechts immer erfiillt ist. Denn fiir
x,y € Pgiltkx + &y = (k+ €)(Z5x + 5y) € (k + €)P. Der Punkt ist, dass alle Gitter-
punkte des gestreckten Polytops (k + €)P als Summen von Gitterpunkten von kP und ¢P
geschrieben werden konnen. Aquivalent ist offenbar, dass

PAnM+--+PnM=(kP)nM

~

k-mal

fur alle k > 1 gilt.

Beispiel. Das 3-Simplex Q im vorangehenden Beispiel ist nicht normal. Denn seine Eck-
punkte sind die einzigen Gitterpunkte. Daraus sieht man leicht, dass

1 1 1 1
ept+e+e3= g‘0+5'2614‘5‘2624‘8'(2614‘2624‘663) e2pP
nicht die Summe von Gitterpunkten in Q ist. Also ist Q nicht normal.
Beispiel. Jedes 1-dimensionale Gitterpolytop ist normal (Ubung!).
Der Hauptsatz iiber normale Polytope ist die folgende Aussage.

Satz 2.2.12. Es sei n = dim My und sei P ¢ My ein volldimensionales Gitterpolytop. Dann
ist kP normal fiir alle k > n — 1.
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Beweis. Dieser Satz wurde wohl in verschiedenen Formen seit den 1990er Jahren mehrfach
bewiesen. Zuerst explizit formuliert von Bruns, Gubeladze und Trung (1997).
Um zu zeigen, dass kP fir k > n — 1 normal ist, beweisen wir

(*) (kP)nM+PnM=((k+1)P)n M

tiir alle k > n — 1. (Dies impliziert tatsdchlich, dass kP normal ist fiir k > n — 1; Check!)
Dabei ist die Inklusion von links nach rechts wieder klar.

Betrachten zunéichst den Fall, dass P ein Simplex ohne innere Gitterpunkte ist, d.h. es
gelte P = Conv(my, ..., m,) fiur my,...,m, € M und int(P) n M = @. Dann hat (k + 1)P
die Eckpunkte (k+1)msy, ..., (k+1)m, und ein Punkt m € ((k+1)P)nM kann geschrieben

werden als Konvexkombination
n

m = Zn:yi(k+1)mi mit ;2 0, pi=1
i=0

i=0

Setze A; = (k +1)y;, dann gilt

m=zn:)t,-mi mit Ai>0,zn:/l,-:k+1.

i=0 i=0
Falls A; > 1 fiir ein 7 gilt, so folgt

)y o
m—m; = k(z #mj+%m,-) € (kP)n M,

also m € (kP) n M + Pn M. Gelte also A; < 1 fir alle i. Wegen k > n — 1 ist dann

jEi

n<k+1=) Ai<n+1
i=0
und damit k = n —1und Y1 A; = n. Betrachte
m=(my+-+m,)—m=Y (1-A;)m.
i=0

Esgilt0<1-1; <1lund Y7 ,(1-A;) = (n+1) — n =1und damit 7 € int(P) n M. Das ist
ein Widerspruch zur Annahme, dass P keine inneren Gitterpunkte besitzt.

Beweisen nun den allgemeinen Fall. Wir reduzieren auf den bereits bewiesenen Fall
indem wir P als endliche Vereinigung von n-dimensionalen Gitter-Simplizes ohne inne-
re Gitterpunkte schreiben. (Bild!) Daraus folgt dann, dass (*) auch fir P gilt. Sei dazu
P = Conv(A) fur A ¢ M. Nach dem Satz von Carathéodory ist jeder Punkt in P die
Konvexkombination von hochstens 7 + 1 affin-unabhédngigen Punkten aus A. Mit ande-
ren Worten, es gilt P = U Conv(), wobei B iiber alle Teilmengen B c A von n + 1 affin-
unabhingigen Punkten lduft. Jedes Conv(5) ist ein Gitter-Simplex.

Es sei nun B = {wy,...,w,} und angenommen Q = Conv(B) hat einen inneren Git-
terpunkt v € int(Q) n M. Dann zerlegen wir Q weiter durch

n
Q=UQ,' Q,‘ =COHV(W(),...,W,'_I,W,'+1,...,Wn,V).
i=0

Da v ein innerer Punkt ist, sind die Q; wieder n-dimensionale Simplizes. Auflerdem ist je-
der innere Gitterpunkt von Q; auch ein innerer Gitterpunkt von Q, wahrend v kein innerer
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Punkt von irgendeinem Q; ist. Also haben die Q; weniger innere Gitterpunkte als Q. Durch
Induktion tiber die Anzahl der innereren Gitterpunkte erhalten wir also die gewiinschte
Darstellung von P als Vereinigung von Gittersimplizes ohne innere Gitterpunkte. ]

Korollar 2.2.13. Jedes Gitterpolytop in R? (=Gitterpolygon) ist normal. U
Im weiteren brauchen wir statt Normalitat allerdings meistens das folgende:

Definition. Ein Gitterpolytop P c My heifSt sehr ampel, wenn folgendes gilt: Fiir jede
Ecke m, € P ist die Halbgruppe

Spme = N(PN M —myg) = {ZmGPnM an(m—my) | a, € N, nur endlich viele # 0}

saturiert in M.
Proposition 2.2.18. Ein normales Gitterpolytop ist sehr ampel.

Beweis. Es sei P ein normales Gitterpolytop und sei m, € P eine Ecke. Sei m ¢ M und
k eN, k >1mit km € Sp,,. Wir miissen m € Sp ,,, zeigen. Schreibe dazu

km= Y au(m' —mg)

m'ePNM
mit a,, € N. Wahle d e Nmit kd > ¥ ,/cpra @nr> dann gilt

km + kdmg = Z amm’ + (kd —Z A ) Mg € kdP.

m’ePNM m'ePNM

Nach Teilen durch k folgt m + dmg € dP. Da P normal ist, gibt es my, ..., my; € P n M mit
d
m+dmg = Z m;.
i=1

Daraus folgt m = % (m; — mq) € Sp,,, wie behauptet. O
Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht richtig. Siehe dazu [CLS, Beispiel 2.2.20].

Beispiel. Das Polytop Q = Conv(0, ¢, e,, ; + e, + 3e3), das nicht normal ist, ist auch nicht
sehr ampel. Denn fiir my = 0 ist 3(e; + e, + e3) = 2e; + 2e, + (e; + € + 3e3) € Sp ., aber
ept+e+e3 ¢ SP,m0~

2.3. Polytope und projektive torische Varietiten

Es sei P zunichst ein Gitterpolytop beziiglich eines Gitters M. Es sei PNM = {m;, ..., m,}
und Xpny c P57t die zugehorige projektive torische Varietdt. Fiir jedes 1 < i < s betrachten
wir die Halbgruppe

Si=Spm, =N(PnM-m;)
die von allen m; — m; erzeugt wird. Betrachten in P*~! die affin-offene Teilmenge U; =
Ps1\ V(x;) = Cs1. Wir haben bewiesen (Prop. 2.1.8), dass

Xpam N U; = Spec(C[S;:]).

Es gilt auflerdem
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Lemma. Sei J = {i | m; ist eine Ecke von P}. Dann gilt
Xpam = UXPnM n Uj.
JjeJ
Beweis. Beachte zundchst, dass (Xpny 0 U;) n Uj fiir alle 4, j € {1,...,s} genau aus den
Punkten von Xp~y N U; besteht, in denen die Funktion x;/x; auf U; nicht verschwindet. Im
Koordinatenring C[ Xpny N U;] = C[S;] entspricht dies der Funktion y™i~™i. Es gilt also

(Xprm 0 Ui) 0 Uj = Spec(C[Si] mjmi ).
Seinunie€{l,...,s}. Da m; eine Konvexkombination der Ecken ist, gibt es r; € Q mit

folgt aus einem dhnlichen Argument wie in Aufgabe 14.) Nach Bereinigen von Nennern

rim;. (Dass wir die r; wirklich rational wihlen konnen,

erhalten wir also ganze Zahlen k > 0 und k; > 0 mit
km,-szjmj, Zk]:k

jeJ jeJ
Also gilt 3’ ;;
gilt. Fiir jedes solche j ist also m; — m; € S;. Dann ist also i~ eine Einheit in C[S;]
und damit C[S;],m-m = C[S;] (d.h. in der Lokalisierung kommt nichts dazu). Es gilt also
XprmNU; N U] = Xpay N U; und damit XpamNU; € Xpay N U] Da die U; furi=1,...,s
den ganzen P! tiberdecken, folgt daraus die Behauptung. O

kj(m;—m;) = 0. Damit hat m; — m; in S; ein additives Inverses, falls k; > 0

Satz 2.3.1. Es sei Ty ein Torus mit Charaktergitter M und sei P ein sehr amples volldimen-
sionales Gitterpolytop in My. Sei Xpny die zugehorige projektive torische Varietit.

(a) Fiir jede Ecke m; € P 0 M sei
o; = Cone(Pn M —m;)".
Dann gilt
Xpam N U; = Uy, = Spec(C[o; n M]).
Ferner gilt dim 0; = dim P.
(b) Der Torus von Xpny hat Charaktergitter M und ist damit gerade Ty.

Beweis. Essei C; = Cone(PnM —m;). Da m; eine Ecke von P ist, ist 0 eine Ecke des Kegels
C;, so dass C; spitz ist. Aulerdem gilt dim(C;) = dim(P) (Ubung!). Also ist C; ein spitzer
Kegel mit nicht-leerem Inneren und damit auch o; = C}.

Ferner gilt S; c C; n M = ¢¥ n M. Nach Voraussetzung ist P sehr ampel und damit S;
saturiert in M. Deshalb folgt S; = 0" N M nach Aufgabe 14. Damit ist (a) bewiesen.

Zu (b): Nach Satz 1.2.18 ist Ty der Torus von U,,, da o; spitz ist. Wegen Ty c U,, =
Xpap N U; € Xpeyy ist Ty damit auch der Torus von Xpqyy. O

Als nichstes studieren wir systematischer den Zusammenhang zwischen dem Polytop
P und den Kegeln o; im vorangehenden Satz mithilfe des sogenannten Normalenfachers.
Es sei P c My ein Gitterpolytop und v € P eine Ecke. Dann schreiben wir

0, =Cone(PNnM-v)"c N und o) c Mg.

(Fir v = m; wie oben ist also gerade o, = 0;.)
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Lemma. Die Abbildung
Q~ Q,=Cone(QnM-v)

ist eine Bijektion zwischen der Menge der Seiten Q < P, die v enthalten, und der Menge der
Seiten von des Kegels o,/. Die Umkehrabbildung ist

Q,~ (Q,+v)nP.

Genauer ist diese Bijektion ein dimensionserhaltender Isomorphismus von Verbinden.

Beweisskizze. Die Bijektivitit lduft auf die beiden Gleichheiten (Cone(QnM-v)+v)nP =
Q fiir eine Seite Q von P und Cone((Q,+v)NnPnM-v) = Q, fiir eine Seite Q, von g, her-
aus, die man direkt nachrechnet (Ubung!). Geometrisch einsichtig wird die Behauptung
aus dem folgenden Bild.

Oy

Quelle: [CLS], §2.3, Figure 5

O

Insbesondere kommen die Facetten von o) von den Facetten von P, die v enthalten.
Aus der Facettendarstellung

P ={m e Mg |(m,ur) > —ag fiir alle Facetten F < P}
bekommen wir deshalb die Darstellung
o, = {m € Mg | (m,up) > 0 fur alle Facetten F < P mit v € F}
Mit Dualitit von polyedrischen Kegeln folgt daraus
o, = Cone(up | F Facette von P mit v € F).
Ist Q < P eine Seite, so setzen wir allgemeiner
0q = Cone(ur | F Facette von P mit Q < F).

Also ist or der von up erzeugte Halbstrahl und op = {0} der von der leeren Menge erzeugte
Kegel.
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Definition. Essei P c My ein volldimensionales Gitterpolytop und Q < P eine Seite. Dann
heifdt der Kegel 0, der Normalenkegel von Q und

2p={0q| Q=< P}

der Normalenfacher von P.
Das Hauptergebnis iiber den Normalenfécher ist:

Satz 2.3.2. Es sei P c My ein volldimensionales Gitterpolytop.

(a) Jede Seite eines Normalenkegels oq € Xp liegt wieder in Zp.
(b) Der Durchschnitt zweier Kegel 0q, 0(, € Zp ist eine Seite von beiden.

Beweis. Wir werden weiter unten eine genauere Aussage (Prop. 2.3.7) beweisen. ]

Beispiel 2.3.4. Sei P das ebene 2-Simplex mit Ecken vy = 0, v = e;, v, = e,. Hier ist ein Bild
von P und seinem Normalenfacher Xp, bestehend aus den Normalenkegeln o; = o,,.

A

Vo /Vl

Quelle: [CLS], §2.3, Figure 6

Wir beweisen spiter, dass die Normalenkegel tatsdchlich in der durch das Bild suggerierten
Weise zusammenpassen.

Lemma 2.3.5. Es sei Q eine Seite von P und sei H,;, eine affine Stiitzhyperebene von P mit
H,, NP+ @. Dann gilt u € 0g genau dann, wenn Q c H,;, N P.

Beweis. Seiu € 0q, etwa u = ) o p Aptip, Ap 2 0. Setze by = — Y o<p Apap, dann gilt P c
H;, und Q c H,, N P (Check!). Also ist H,, ;,, eine Stiitzhyperebene. Da auch H, ;, eine
Stitzhyperebene ist und H, ;, N P # & gilt, muss b = b, sein und damit Q c H,, n P.

Umgekehrt gelte Q ¢ H,, N P und sei v eine Ecke von Q. Aus P c H}, undv € H,
folgt dann o)’ ¢ H; . Also gilt u € (0,)¥ = 0,, so dass u eine Darstellung

u= Z)Lpup mit Ap >0
veF
besitzt. Ist nun F, eine Facette von P, die v aber nicht Q enthalt, so wihle etwa p € Q \ F.
Aus p,v € Q c H,, folgt dann
b=(p,u)= Z)LF<P, ur)

veF

b=(v,u) =) Ap(viup) = - Arar.

veF veF
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Beides zusammen ergibt

Zl(p, up) = — Z/\Fap.

veF veF
Andererseits ist p ¢ Fy, also (p, ug,) > —ag,. Wegen (p, ur) > —ar fir alle F mit v € F muss
deshalb A, = 0 gelten. In der Darstellung von ©# kommen also nur die F mit Q c F; vor, so
dass u € oq gilt. O

Korollar 2.3.6. Ist Q < P eine Seite und F < P eine Facette, dann gilt up € og genau dann,
wenn Q c F.

Beweis. Falls up € 0q, so gilt Q ¢ H,, _,., N P = F nach dem Lemma. Die umgekehrte
Richtung ist klar nach Definiton von oy,. O

Proposition 2.3.7. Es sei P ein volldimensionales Gitterpolytop und seien Q, Q' Seiten von
P. Es gelten:

(a) Q c Q' genau dann, wenn o C 0q.

(b) Falls Q c Q’, dann ist o eine Seite von oq. Alle Seiten von o sind von dieser Form.
(c) oqnog = aqr, wobei Q" = Q v Q' die kleinste Seite von P ist, die Q und Q' enthiilt.

Beweis. (a) Falls Q c Q’, so enthilt jede Facette, die Q’ enthilt, auch Q, also 0 c 0q. Die
umgekehrte Richtung folgt aus Kor. 2.3.6 zusammen mit der Tatsache, dass jede Seite der
Durchschnitt aller Facetten ist, die sie enthalten.

(b) Sei v eine Ecke von Q. Wir wenden die Dualitit fiir Seiten von Kegeln (Prop. 1.2.10)
auf die Seite Q, von ¢, an und erhalten eine duale Seite

Q =(0))'nQ;=0,nQ,
von ¢,. Nun gilt 0, = Cone(ug | v € F) und deshalb
Q; =Cone(up|veF,Q, c Hy,y).

Wegen v € Q ist die Inklusion Q, c H,, o dquivalent zu Q c H,, _,,, was gerade Q c F
bedeutet. Es folgt

Q, = Cone(ur | Q c F) = ag.
Also ist o eine Seite von o, und alle Seiten von o, entstehen in dieser Weise.

Ist nun Q c Q’, so ist 0 ebenfalls eine Seite von o, mit ops ¢ 0¢ und damit auch
eine Seite von o,. Auflerdem ist jede Seite von o auch eine Seite von ¢, und damit von
der Form o fiir eine Seite Q' von P. Nach (a) muss dann Q c Q’ gelten. Damit ist alles
bewiesen.

(c) Sei Q" die kleinste Seite von P, die Q und Q’ enthélt. Nach (b) ist oo~ eine Seite
von 0 und von o Insbesondere gilt 6o/ ¢ 0g N 0.

Beweise die umgekehrte Inklusion: Sei u € 0gnoq, u # 0. Wahle b € R derart, dass H,,
eine affine Stiitzhyperebene von P mit H,, N P # & ist (so ein b existiert, weil P kompakt
ist). Nach Lemma 2.3.5 gilt dann Q, Q' c H,; n P. Dies ist eine Seite von P, die Q und Q’
enthélt und damit auch Q”. Erneute Anwendung von Lemma 2.3.5 zeigt u € o O
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Proposition 2.3.8. Es sei P c My ein volldimensionales Gitterpolytop, n = dim Mp.
(a) Fiir alle Seiten Q < P gilt dim Q + dim 0 = n.
(b) Es gilt
Ng = |J o= og
vEckevon P 0QeZp
Beweis. (a) Sei Q eine Seite von P und v eine Ecke von Q. Wie oben gesehen gilt Q} = 0
und damit
dim Q +dimog =dimQ, +dimQ, =n

nach Prop. 1.2.10.

(b) Sei u € Ng, u # 0, und setze b = min{(v, u) [ v Ecke von P}. Dann gilt P c H ,,
und auflerdem v € H,, fiir mindestens eine Ecke v von P. Nach Lemma 2.3.5 folgt daraus
u € 0,. Dies beweist die erste Gleichheit. Die zweite ist damit klar. O

Proposition 2.3.9. Essei P c My, ein volldimensionales Gitterpolytop. Fiir jeden Gitterpunkt
m € M und jedes k > 1 hat das Polytop m + kP denselben Normalenficher wie P.

Beweis. Aufgabe 20. O

Zuriick zu projektiven torischen Varietdten: Wir kénnen Satz 2.3.1 nun wie folgt in-
terpretieren: Es sei P ein sehr amples Gitterpolytop und setze s = |P n M|. Betrachte die
torische Varietdt Xp.y c Ps7l. Zu einer Ecke v von P gehort die affine Karte U, in P!
und die affinen Teile Xp~p N U, fiir verschiedene Ecken v von P reichen aus, um Xp~y zu
tiberdecken. Satz 2.3.1 sagte nun gerade

Xpam N U, = Uy, = Spec(C[o, n M]).

Der affine Teil Xpny N Uy, ist also gerade die torische Varietdt zum Kegel 0, im Normalen-
facher von P.

Als nichstes beschreiben wir nun den Schnitt zweier affiner Teile. Als Vorbereitung
darauf brauchen wir Prop. 1.3.16, die sich im Skript weiter oben findet, in der Vorlesung
aber noch nicht diskutiert wurde.

Proposition (siehe 1.3.16). Es sei o ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in Ny und sei
7= H,ono fiirmeoYn M eine Seite von 0. Dann gilt

(C[ST] = (C[SU]Xma

also
UT = (Ua)x"'- |:|

Proposition 2.3.13. Es sei P ¢ My ein volldimensionales sehr amples Gitterpolytop. Seien
v, w zwei verschiedene Ecken von P und sei Q = v v w die kleinste Seite, die v und w enthilt.
Es gilt
Xpom N U, N U, = Uy, = Spec(Clag n M])
und die Inklusion
XpamynU,NnU, c Xpayyn U,
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ist gerade die Inklusion
( U(Tv )Xw—v C UUV .

Beweis. Das, was wir bereits {iber die affinen Teile von Xpq) gezeigt haben (Lemma vor
Satz 2.3.1 und Beweis) sagt umgesetzt in die allgemeinere Notation genau

XpamNU, N U, = (UGV)XW*V-

Wir miissen also gerade
(U,) v =Ug,
beweisen, dann sind wir fertig. Es gilt w — v € 0/, so dass 7 = H,_, o N 0, eine Seite von o,
ist. Nach Prop. 1.3.16 gilt also
(UUV)XW"’ =U..
Wir miissen also 7 = g beweisen. Nach Prop. 2.3.7 wissen wir o = 0, N 0,,, d.h. es ist

HW—V,O N oy =0y,N0y

zu zeigen. Seiu € H,,_, oNo,, u # 0. Dann gibt es b € R so, dass H,,;, eine affine Stiitzhyper-
ebene von P mit Pn H,;, # @ ist. Nach Lemma 2.3.5 folgt aus u € 0, nunv € H, ;. Wegen
ue€H, ,oist (w,u) = (v,u), also auch w € H, ;. Wieder mit Lemma 2.3.5 folgt u € g,
Fiir die umgekehrte Inklusion, sei u € 0, N0, u # 0. Wéahle wieder b € R wie oben. Mit
Lemma 2.3.5 folgt dann v, w € H,;, und damit u € H,_, . O

Das alles rechtfertigt nun folgende Definition.
Definition. Es sei P ¢ My ein volldimensionales Gitterpolytop. Die torische Varietit zu
P ist dann
Xp = X(kp)nm
wobei k eine positive ganze Zahl ist derart, dass kP sehr ampel ist.
Der Clou an dieser Definition ist, dass die eingebettete torische Varietat X p)y ¢ P~
mit s = |(kP) n M| zwar von k abhingt, die affinen Teile und ihre Verklebung aber nicht.

Die abstrakten projektiven Varietiten sind damit von k unabhéngig. (Bald behandeln wir
abstrakte torische Varietdten systematischer.)

Beispiel. Essei A, c R” der von 0 und den Einheitsvektoren aufgespannte n-Simplex. Das
Polytop A, ist normal und damit sehr ampel. Die Gitterpunkte in kA, entsprechen gerade
den Exponenten aller s = ("Zk) Monome in C[t, ..., t,] vom Totalgrad hochstens k. Die
zugehorige torische Varietat X(xa,)nz» ¢ P! ist gerade die k-te Veronese-Einbettung von
P". Insbesondere ist X,, = P".

Beispiel. Es seien a,b €e Nmit1< a < b und setze

P, = Conv(0, aey, e;, be; + e;) c R?.
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Vy =6, V3=4e]+62 O4
® ® ® o,
O3
G
Zp
O

V1=0 V4=2€1

Das Polygon P, 4, mit seinem Normalenficher (Quelle: [CLS], §2.3, Figure 9)

Dieses Polygon hat die Gitterpunkte (0,0), (1,0), ..., (a,0),(0,1), (L 1),(2,1),...,(b,1),
also a + b + 2 Stiick. Die torische Varietit Xp , eingebettet in P4*5*1 ist also der Abschluss
des Bildes von

C2 N IEDa+b+1
(s;t) = (lis:s?:ie-is@:itostes?teeisbt)
Die Varietit Xp, , heifit die rationale Normalenrolle (,rational normal scroll).

(1) Man kann zeigen, dass das Verschwindungesideal von Xp_, in C[xo, ..., Xa5 Y05 - - -5 Ya]
von den 2 x 2-Minoren der Matrix

[xo X1 o Xaga1 Yo Y1t Vel

X1 X2 0 Xg )1 Y2 oo Wb
erzeugt wird.

(2) Um die Varietdt geometrisch besser zu verstehen und den seltsamen Namen zu
erklaren, betrachte die (partiell homogenisierte) Abbildung

CxmP — [Pa+b+1
{ (s (i) = (heshesthoosidipespsstpsosshy)

die das gleiche Bild hat wie die Abbildung oben. Fiir (A : y) = (1 : 0) degene-
riert diese Abbildung zus — (1,5%,...,5%,0,...,0). Dies gibt gerade eine rationa-
le Normalenkurve vom Grad b. Analog entsteht fiir (A : ) = (0 : 1) eine rationale
Normalenkurve vom Grad a in den hinteren Koordinaten. Fixiert man anderer-
seits s, so erhélt man fiir laufendes (A : p) € P! eine Verbindungsgerade zwischen
den Punkten auf diesen beiden rationalen Normalenkurven. In diesem Sinn kann
man sich die Varietit wie eine Art Schriftrolle vorstellen.

(3) Interessant im gegenwartigen Kontext ist die Beobachtung, dass der Normalen-
kegel von P, ;, offenbar nur von b — a abhingt, da dies die Steigung der schrigen
Seite festlegt. Als abstrakte torische Varietdten gilt also

XPl,r+1 = XPZ,r+2 =t
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2.4. Eigenschaften projektiver torischer Varietiten

Erinnerung: Eine irreduzible Varietdt X heif3t normal, wenn alle ihre lokalen Ringe
Ox,p» p € X, ganz abgeschlossen sind. Aquivalent ist, dass jede affin-offene Untervarietit
U c X normal ist, also der Koordinatenring C[ U] ganz abgeschlossen ist.

Satz 2.4.1. Es sei P c My ein volldimensionales Gitterpolytop.

(a) Die torische Varietdit Xp ist normal.
(b) Essei A= (kPnM)x {1} c M xZ. Die affine Varietiit Y 4 ist genau dann normal, wenn
kP normal ist.

Beweis. (a) Wir wissen bereits, dass Xp durch affine torische Varietiaten der Form U, iiber-
deckt wird, wobei o ein spitzer, rationaler polyedrischer Kegel ist. Nach Satz1.3.5. sind diese
U, alle normal.

(b) Nach Satz 1.3.5. (und seinem Beweis) ist Y4 genau dann normal, wenn die Halb-
gruppe NA in M x Z saturiert ist. Mit Hilfe von Aufgabe 18 tiberzeugt man sich leicht
davon, dass dies genau dann der Fall ist, wenn kP normal ist. O

Bemerkung. Seis = |4|. Nach Prop. 2.1.3. ist Y4 c C* gerade der affine Kegel iiber Xypn C
Ps~1. Wenn der affine Kegel iiber einer projektiven Varietat normal ist, so heif3t diese pro-
jektiv normal. Im Unterschied zur Normalitét ist diese Eigenschaft allerdings abhédngig
von der Einbettung in einen projektiven Raum (wie man hier auch sieht, da kP fiir ein
bestimmtes k sehr ampel aber nicht normal sein kann).

Als ndchstes geht es um Glattheit. Erinnerung: Ein polyedrischer Kegel 0 ¢ Ny heif3t
glatt, wenn sich seine Halbstrahlgeneratoren zu einer Z-Basis von N ergianzen lassen.

Definition. Es sei P ¢ My ein Gitterpolytop. Sei E c P eine Kante und v € E eine Ecke.
Mit wg bezeichnen wir das eindeutige Element von M derart, dass wg — v der Halbstrahl-
generator von Cone(E —v) ist. (Anschaulich gesagt ist w also der erste von v verschiedene
Gitterpunkt in der Kante E neben v).

Das Polytop P heif3t glatt oder unimodular, wenn folgendes gilt: Fiir jede Ecke v von P
lassen sich die Vektoren {wg — v | E Ecke mit v € E} zu einer Gitterbasis von M erweitern.

Falls P volldimensional ist, so bedeutet Glattheit gerade, dass die wy — v fiir jedes v eine
Gitterbasis von M bilden.

Satz 2.4.3. Es sei P ¢ My ein volldimensionales Gitterpolytop. Aquivalent sind:

(a) Die projektive torische Varietdit Xp ist glatt.
(b) Der Normalenficher Zp ist glatt, was bedeutet, dass alle Normalenkegel von P glatt sind.
(c) Das Polytop P ist glatt.

Beweis. Genau dann ist Xp glatt, wenn alle affinen Teile U,, (v Ecke von P) glatt sind. Nach
Satz 1.3.12. ist das genau dann der Fall, wenn die Kegel o, glatt sind. Da Seiten glatter Kegel
glatt sind und Xp nach Prop. 2.3.7. genau aus den Kegeln o, und ihren Seiten besteht, ist
(a)<(b) damit bewiesen.
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Um (b)<>(c) zu sehen, bemerke zunichst, dass o, genau dann glatt ist, wenn o, glatt.
Die Halbstrahlgeneratoren von o, sind genau die wg — v in der Definition oben. Also ist P
genau dann glatt, wenn alle o) glatt sind. O

Proposition 2.4.4. Jedes volldimensionale glatte Gitterpolytop ist sehr ampel.
Beweis. Aufgabe 23. O

Bemerkung. Es es ist eine offene Frage, ob jedes glatte volldimensionale Gitterpolytop
sogar normal ist.

Beispiel 2.4.6. Es sei P = Conv(0, 2ey, e;) ¢ R2. Es gilt PN Z? = {0, e;,2¢;, e, }. Da P sehr
ampel ist, ist die Varietdt Xp der Abschluss des Bildes von

©y - ®

(s,t) = (Ls,s%,t)

In homogenen Koordinaten yy, y1, ¥2, 5 gilt dann

Xpazz = V(yoy2 = y1)-
Diese Varietit ist nicht glatt, denn sie hat den singuldren Punkt (0 : 0 : 0 : 1) (Check!).
Betrachten wir hierzu die Situation aus Satz 2.4.3.

123 Op
O
(90)

Quelle: [CLS], §2.4, Figure 11

Man sieht direkt, dass 0, und oy glatt sind, 0, dagegen nicht. Dies zeigt erneut, dass
Xp nicht glatt ist. Bald studieren wir die Korrespondenz zwischen Kegeln im Normalen-
tachern und Bahnen der Operation des Torus und werden dann sehen, dass der Kegel o,
tatsdchlich genau dem singuldren Punkt entspricht.
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3. ABSTRAKTE TORISCHE VARIETATEN

3.0. Abstrakte Varietiten

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie sich die affinen Teile einer projektiven
torischen Varietit mit einander verkleben. Das machen wir jetzt systematisch und fiir all-
gemeine algebraische Varietiten.

Wir setzen das meiste an grundlegender Maschinerie {iber abstrakte Varietdten als be-
kannt voraus, wiederholen aber kurz ein paar wesentliche Punkte. Es sei V eine affine
Varietdt und U eine Zariski-offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heifdt reguldr in
einem Punkt p € U, wenn es eine offene Umgebung W von p in U gibt und Elemente
g, h € C[V] des Koordinatenrings mit h(q) # 0 und

_ 8@
f(q) = n(q)

tiir alle g € W. Die Funktion f heif3t reguldr auf U, wenn sie in allen Punkten von U reguldr
ist. Diese Funktionen bilden einen Ring

Oy(U) = {f:U > C| f ist regular}.

Aus dieser Definition heraus beweist man nun

o Ov(V) =C[V];
o Oy(Vy) = C[V]y fiir f € C[V].

Esseinun {V,}, a € [, eine endliche Familie von affinen Varietiten, und fiiralle a, 8 € I
seien Vg, c V, Zariski-offene Teilmengen und Isomorphismen

Ppa- Vﬁ(x = Vag-
mit den folgenden Eigenschaften gegeben:

(1) Qup = ¢p,

(2) 9palVea N Vya) = Vas 1 Vi

(3) @ya = Pyp © Ppa auf Vga 0 Vi
tir alle a, B,y € I. Sind solche Daten gegeben, so kann man eine algebraische Varietit
durch Verkleben herstellen: Es sei Y = [] Y, die disjunkte Vereinigung mit der Relation
a ~ b genau dann, wenn a € V, und b € Vg mit b = @g,(a). Aus den obigen Eigenschaften
(1)-(3) folgt gerade, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Sei X = Y/ ~ die Menge der
Aquivalenzklassen, versehen mit der Quotiententopologie. Fiir a € I sei y,: V, — X die
Abbildung, die jedem a € V, seine Aquivalenzklasse in X zuordnet. Fiir jedes « ist dann
U, = ¥4 (V,) eine offene Teilmenge von X und y,: V, - U, ein Homéomorphismus.

Beispiel. Die projektive Varietdt X = [P" erhilt man auf diese Weise aus n+1Kopien von C*,
niamlich so: Es sei I = {0,...,n}, V; = C" und V;; = {u € V; | u; # 0}. Die Isomorphismen

47
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sind dann die Abbildungen

Vi - Vij

Pji: uo uicg 1 Ui Uj-1 Ujr Un
(uo,...,ui_l,u,-+1,...,un) i U Lo u s T o T
] ] J ] ] J ]

Schreibt man die Aquivalenzklassen in P* = Y/ ~ wie gewohnt in homogenen Koordina-
ten, dann ist die Abbildung y;: U; — P gerade gegeben durch (ug, . . ., Ui, Uys1s - . o> Uy) =
(uo et Ui liugg et u,,).

Die Stuktur als algebraische Varietat auf X wie oben ist, mit allem was dazugehort,
nun dadurch erklart, dass man immer alles durch ,,Zuriickziechen® auf die affinen Teile U,
zuriickspielt. Ist U c X eine offene Teilmenge, so heifdt eine Funktion f: U — C regulér auf
U, wenn f oy, regulir auf der offenen Teilmenge y;!(U) von V, ist, fiir alle a € I. Wieder
bilden die reguldren Funktionen einen Ring, geschrieben Ox(U). Die Strukturgarbe von
X ist die Zuordnung

U+ Ox(U)
definiert auf allen Zariski-offenen Teilmengen von X. Diese Zuordnung ist eine Garbe, was
gerade bedeutet, dass Funktionen sich aus lokalen Daten verkleben lassen, genau wie die
Varietit selbst: Ist { W, } eine offene Uberdeckung einer offenen Teilmenge U c X und

sind f,: W, - C reguldre Funktionen mit f, WenWy = f[;|WmWﬁ tiir alle «, 3, dann (und nur
dann) gibt es eine Funktion f: U — C mit f|w, = f,.

Ein Morphismus zwischen zwei abstrakten Varietdten X und Y ist eine stetige Abbil-
dung ®: X — Y mit der Eigenschaft, dass f o ® € Ox(®~1(U)) fiir alle offenen Teilmenge
U c Y undalle f € Oy(U) gilt.

Wie so oft, wenn man so allgemein definiert, holt man sich auch allerhand Dinge ins
Haus, auf die man (vielleicht) gern verzichtet hitte: Es sei I = {1,2}, V; = V;, = C und
Vu={ueVi|u#0}, Vi ={ueV,|u+0}. Nimmt man die Verklebung

. Uy - Unp
LE BN 1/u
und g, = g;/' so ist die resultierende Varietit gerade P!, wie im Beispiel oben. Nimmt man
aber versehentlich die Verklebung

. Uy - Up
P21 U e u

dann entsteht eine Gerade mit ,,doppeltem Nullpunkt®. Das ist weniger schon.

Definition. Eine Varietdt X heiflt separiert, wenn das Bild der Diagonalabbildung X —
X x X in X x X Zariski-abgeschlossen ist.

Vorher muss man sich natiirlich um eine Varietatsstruktur auf X x X bemiihen, was
wir als bekannt voraussetzen (Tensorprodukte der Koordinatenringe im Affinen. Dann
Verkleben. Nicht schwierig, aber im allgemeinen sehr lastig hinzuschreiben.) Der sprin-
gende Punkt ist, dass die Bedingung nicht erfiillt ist, wenn X z.B. die Gerade mit doppeltem
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Nullpunkt ist. Denn in diesem Fall ist X x X eine Ebene mit vierfachem Nullpunkt, aber
das Bild von X in X x X unter der Diagonalabbildung besteht nur aus der Diagonalen mit
doppeltem Nullpunkt. Man zeigt dann, dass diese nicht abgeschlossen ist (im Abschluss
liegen alle vier Exemplare des Nullpunkts).

Bemerkung. Die Definition von Separiertheit entspricht der Hausdorffschen Trennungs-
eigenschaft von topologischen Raumen. Tatsdchlich ist eine Varietdt X (hier ja immer tiber
C) genau dann separiert, wenn sie beziiglich der klassischen (komplexen) Topologie ein
Hausdorffraum ist.

Bemerkung. Eine durch Verklebedaten {V,}, {¢g.} entstandene Varietit X ist genau dann
separiert, wenn das Bild von

{ Voo = Via X Vg
p = (Posa(p))
in V,, x V abgeschlossen ist, fiir alle «, .

Niitzliche Konsequenzen der Separiertheit sind auch so dhnlich wie bei Hausdorffraumen:

Proposition 3.0.18. Es seien X und Y Varietiten und sei X separiert.

(a) Sind ¢, y: Y — X Morphismen, so ist die Menge {y € Y | ¢(y) = w(y)} abgeschlossen in
Y. Insbesondere stimmen ¢ und y bereits tiberein, wenn sie auf einer dichten Teilmenge
von Y tibereinstimmen.

(b) Sind U und V affine offene Teilmengen von X, so ist auch U n'V affin.

Dass eine abstrakte Varietdt V affin ist bedeutet dabei gerade, dass sie als abstrakte
Varietdt zu einer affinen Varietét isomorph ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der na-
tiirliche Morphismus V' — Spec(C[V']) ein Isomorphismus ist.

3.1. Facher und normale torische Varietiten

Eine projektive torische Varietat entsteht aus einem Polytop durch Verklebung der af-
finen Teile, die durch die Normalenkegel des Polytops gegeben sind. Das machen wir jetzt
allgemeiner: Seien wie iiblich M und N duale Gitter in Vektorraumen Mg, Ng.

Definition. Ein (polyedrischer) Ficher in Ny, ist eine endliche Menge X von Kegeln in Ng
mit folgenden Eigenschaften:

(a) Jeder Kegel o in X ist spitz, rational und polyedrisch.
(b) Fiir jedes o € X liegen auch alle Seiten von o in X.
(¢) Fir alle 0y, 0, € X ist 0y N 0, eine Seite von beiden (und damit in X).

Der Triger von X ist || = Uyes 0 € Ng. Auflerdem schreiben wir X(r) fiir die Menge aller
r-dimensionalen Féacher in X.

Es sei X ein Facher. Zu jedem o € X gehort die affine torische Varietit

U, = Spec(C[S,]), S;=0"n M.
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Ist 7=0nH,, me o, eine Seite, dann haben wir gesehen (Prop. 1.3.16), dass
C[S:] = C[Ss],» und damit U, = (U, ) yn.
Ist aufSerdem 7 = 0y N 03, so gilt
onH,=1=0,nH,,
fir ein m € 0 N (—02)¥ N M nach dem Trennungslemma 1.2.13. Dies zeigt, dass
Us 2 (Un)yn = Us = (Ugy) g € U,
Wir haben also einen kanonischen Isomorphismus

Poror (UUI)Xm — (Uoz)x‘”’-

Wir miissen uns iiberzeugen, dass die affinen torischen Varietiaten U, fiir 0 € X zu-
sammen mit den Isomorphismen ¢,, ,, die Voraussetzungen fiir eine Verklebung wie im
vorangehenden Abschnitt erfiillen (Aufgabe 25). Wir erhalten dann eine Varietit, die wir
mit X5 bezeichnen. Unser erstes Ziel ist:

Satz 3.1.5. Es sei X ein Ficher in Ng. Die Varietit X5 ist eine normale, separierte, torische
Varietiit.

Fiir den Beweis brauchen wir noch eine kleine Vorbereitung.
Proposition 3.1.3. Seien 0y, 0, € X und v = 0y N 0,. Dann gilt
S: =86 +S,,-

Beweis. Aus 0’ + 0y = (01n0,)Y = 7V folgt die Inklusion S,, +S,, c S;. Fiir die umgekehrte
Inklusion, sei x € S, und seim € 0N (-0,)VNM mit o,nH,, = 7 = 6,nH,,. Da§; = Sp,+Zm
nach Prop. 1.3.16 gilt, gibtes y € S, und € € N mit x = y + &(-m). Nun ist -m € ¢, also
x €S8 +Sq,. O

Beispiel. Es sei 0; = Cone(e; + e5,€;) und 0, = Cone(ey, e; + ;) in Ng = R2. Dann ist
7= 0,N 0, = Cone(e; + ;). Die folgende Abbildung zeigt die vorkommenden Kegel.

Vv
T /01\

Quelle: [CLS], §3.1, Figure 1

Die zugehorige torische Varietit wird in Aufgabe 26 untersucht.
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Beweis von 3.1.5. Da die Kegel in X nach Voraussetzung alle spitz sind, ist der Torus Ty =
Spec(C[M]) in allen U, enthalten (Satz 1.2.18). Diese Tori werden unter der Verklebung
alle miteinander identifiziert, so dass Ty c X gilt. Auflerdem verklebt die Operation von
Ty auf den U, zu einer Operation auf Xy, was daran liegt, dass der Isomorphismus ¢,, .,
auf C[ S, | die Identitit induziert. Also ist X5 eine torische Varietit. Auflerdem sind die
U, alle normal und damit auch Xs.

Es bleibt zu zeigen, dass Xy separiert ist. Dafiir reicht es zu beweisen, dass das Bild der
Diagonalabbildung

A:U; = U,y x Uy,
tiir T = 0y N 0, abgeschlossen ist. Dieses A entspricht dem Homomorphismus

A*:C[S] ®c C[S,,] = C[S]

gegeben durch y” ® y™ ~ y"*™'. Prop. 3.1.3 sagt nun gerade, dass dieser Homomorphis-
mus surjektiv ist, so dass

C[S.] = (C[Sy] ®c C[Ss,])/ ker(A*),
was genau das Bild von A in U,, x U, als abgeschlossene Teilmenge realisiert. O

Wir halten fest, dass die abstrakte Konstruktion den projektiven Fall verallgemeinert.

Proposition 3.1.6. Es sei P c My ein volldimensionales Gitterpolytop. Dann gilt Xp = X5,
wobei Zp der Normalenficher von P ist.

Beweis. Dies gilt nach Prop. 2.3.13 zusammen mit der Tatsache, dass der Normalenficher
von kP fiir k > 0 nicht von k abhéngt. O

Zeit fuir Beispiele!

Beispiel 3.1.9. Es sei A, = Conv(0, ey, ;) das Standardsimplex in der Ebene und sei X sein
Normalenficher. Wir wissen schon, dass Py, = IP? gilt, wollen daran aber noch einmal die
Verklebungskonstruktion nachvollziehen.

Der Ficher ¥ enthilt drei volldimensionale Teile, nimlich o, = Cone(ey, e;), 01 =
Cone(—e; — e, €,), 0, = Cone(ey;, —e; — e;), sowie den Nullpunkt und drei Halbstrahlen.
Die dualen Kegel in My dazu sind

o, = Cone(ey, e;)
0, = Cone(—e;, —e; + €3)
o, = Cone(e; — e, —¢).
Die torische Varietit X5 entsteht durch Verkleben der drei affin-offenen Teile C[S,,] =
Cl[oY n M], also
Us, = Spec(C[S4,]) = Spec(C[x, y])
U,, = Spec(C[S,,]) = Spec(C[x ™, x7'y])
Us, = Spec(C[S,,]) = Spec(Clxy™, y']).
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Nach Prop. 3.1.3 ist die Verklebung auf den Koordinatenringen gegeben durch
9o C[x, y]e = Clx™, 27y ]
962 Clx, y]y = Clay ™ y ]y
P’ C[x_l’ x_ly]x“y = C[xy_l’ y_l]xy‘l :

Mit homogenen Koordinaten (xo : x; : x;) auf P2 und x = 2 und y = 2 sieht man, dass

U,, gerade U; c IP? entspricht, so dass tatsachlich Xy ~ P? gilt.

Beispiel 3.1.10. Allgemein ist P die torische Varietit zum n-dimensionalen Standard-
simplex in R”. Der zugehorige Normalenficher wird von allen echten Teilmengen von
{eo,...,e,} mitey=—e; — e, — - — e, aufgespannt.

Beispiel 3.1.11. Wir bestimmen alle torischen Varietiten, die aus 1-dimensionalen Fichern
entstehen (und damit alle 1-dimensionalen torischen Varietiten; dazu spéter). Sei dazu
N = Z und Ng = R. Die spitzen Kegel in N sind die Intervalle g, = [0, 00), 07 = (—00, 0]
und 7 = {0}. Es gibt also vier mogliche Ficher, die folgenden Varietiten entsprechen:

Facher Varietit
{7} C*
{09, 7} und {gy,7} C

{09, 01, T} P

Beispiel 3.1.12. Nach Aufgabe 24 entsprechen Produkte von Polytopen den Produkten der
torischen Varietdten. Das Produkt A,, x A, entspricht also P x [P". Dabei ist der Norma-
lenfacher des Produkts gleich dem Produkt der Normalenficher. Der Facher

10 00

11 01

Quelle: [CLS], §3.1, Figure 3

in der Ebene entspricht also genau P! x IP' (wobei 0;; = 0; x 0; mit der Notation wie oben).
Allgemein gilt

Proposition 3.1.14. Sind X, ¢ (Ny)g und 2, c (N,)g zwei Ficher, soist Z,x X, = {01x 0|01 €
%1, 03 € X, } ein Ficher in (Ny x Ny)g und es gilt

Xs5ixz, 2 X5y X Xy,.
Beweis. Sparen wir uns. U

Beispiel 3.1.16. Der Ficher X, c R? im folgenden Bild
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Quelle: [CLS], §3.1, Figure 4

ist der duale Facher zum Polytop P, = Conv(0, ae;, e,, be; + e;), a < b, aus Beispiel 2.3.16.
Die zugehdorige torische Varietit in P41 ist die rationale Normalenrolle. Die abstrakte
torische Fliche X5, = = Xp , heifit die Hirzebruch-Fliche H;_, zum Parameter b - a.
Man tberpriift leicht, dass die Kegel in diesem Facher alle glatt sind, und damit sind es
auch die Hirzebruchflichen. Beachte auflerdem, dass H, = P! x PL.

3.2. Kegel und Bahnen

Beispiel. Betrachten P? ~ [Py, wobei X der Normalenficher des Standardsimplex in R? ist,
wie in Beispiel 3.1.9. Der Torus Ty c P? besteht aus den Punkten (1:s:t),s,t € C*. Jeder
Punkt u = (a,b) € N = Z? bestimmt die Einparametergruppe

u. Cr - TN
/\'{ t - (1:t%:1tb)

Wir untersuchen den Grenzwert von A*(t) fir t - 0.
limit is (1,1,0)
v

[ ) [ ] [ ) [ ] [ ]
limit is (1,0,0
[ ] [ ] [ ] [

e o o o
limit is (0,1,0
o o o o e o o

a —o——o——o——o——‘——o—o—o—o-><—1imit is (1,0,1)

\. o .
. o o o limit is (1,1,1)

e o o o
limit is (0,0,1)

S -0--0--0--0--

7
limit is (0,1,1)
Quelle: [CLS], §3.2, Figure 6

Die Information in diesem Bild ist schnell analysiert: Fiir etwa a,b > 0 gilt natiirlich
lim,_o(1: t% : t*) = 0. Ist andererseits z.B. b < a und b < 0, so gilt

ltin(}(lz t7: 1) = ltin‘ol(t_h (1970 1) = (0:0:1).
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Oder fiir a = b < 0, gilt lim;,o(1: % : t*) = lim,o(¢™* :1:1) = (0 : 1:1). Die iibri-
gen Fille gehen analog. Wir sehen also folgendes: Der Grenzwert lim,_o A*(t) ist konstant
auf den relativen Inneren der Kegel im Normalenfacher X. Insbesondere erhalten wir den
Normalenkegel aus diesen Grenzwerten zurtick.

Weiter sehen wir, dass die Punkte, die als Grenzwerte auftreten gerade ein Vertreter-
system fiir die Bahnen der Operation von Ty auf P? bilden: Die Bahnen der Operation
(to:ti:ta)-(x0:2x1:x2) = (foXo : h1x1 : tx3) hdngen gerade genau davon ab, welche der x;
gleich Null sind. Es gibt also genau sieben solche Bahnen (da (0: 0 : 0 : 0) nicht mitspielt).

Um das fiir allgemeine torische Varietdten zu analysieren, verwenden wir die Beschrei-
bung von Punkten in affinen torischen Varietiten tiber Halbgruppenhomomorphismen.
Erinnerung/Erginzung:

o Die Punkte von U, stehen in Bijektion mit den Halbgruppenhomomorphismen
Ss = (C,-); zu einem Punkt p € U, gehort dabei der Halbgruppenhomomorphis-
mus 6V N M > m— y"(p).

o Zu einem polyedrischen Kegel o gehort der Punkt

1 meS,not
meS; — 7
0 sonst.

von U,. Das ist ein Halbgruppenhomomorphismus: Denn sind m, m’ € S, mit
m+m' € §; N o, so folgt m,m’ € S, N oV, da ¥ n ot eine Seite von ¢V ist. Wir
nennen diesen Punkt den ausgezeichneten Punkt von U,, geschrieben y,,.

o Nach Kor. 1.3.3. ist y, der (eindeutige) Fixpunkt der Toruswirkung von Ty auf U,
genau dann, wenn ¢ volldimensional (und damit ¢V spitz) ist.

o Ist 7 < o eine Seite, so gilt y, € U,, wegen o+ c 7t.

Proposition 3.2.2. Es sei 0 c Ny ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel und sei u € N.
Genau dann gilt u € o, wenn der Grenzwert lim,_o A*(t) in U, existiert. Ist auflerdem u €
Relint( o), so gilt lim,_¢ A*(t) = y,.

Beweis. Es seiu € N. Zunichst existiert lim,_,o A*(t) in U, genau dann, wenn fiir alle m €
So der Grenzwert lim,_,o y™ (A“ ( t)) in C existiert, da die ¥, m € S,, den Koordinatenring
C[U,] aufspannen. Wegen y"(A*(t)) = t{™) ist das genau dann der Fall, wenn (m, u) > 0
fur alle m € 0¥ n M gilt, also genau dann, wenn u € (oV)V = o gilt.

Fiir u € 0 n N gehort zu lim,_,o A*(t) der Halbgruppenhomomorphismus

v s v (1 u —1; m(yu —1; (m,u)
oV M3 m e " (limA*(1)) = lim(x" (A*(¢))) = lim £,

Ist u € Relint(o), so gilt (m, u) > 0 fiir alle m € S, \ o* und (m,u) = 0 fir m € S, n ot
(Aufgabe 7). Damit ist lim, o A“(¢) genau der ausgezeichnete Punkt u,,. O

Beispiel 3.2.3. Es sei V = V(xy — zw), was wir schon mehrfach betrachtet haben. Dies ist
die torische Varietit V = Spec(C[S,]) zum Kegel o mit

o' = Cone(el, €, 63,61+ € — 63).
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Der Torus von V ist das Bild von
(t, tas t3) = (11, 1y, 13, B 857)
in (C*)* Zuu = (a, b, c) € Z3 gehort die Einparametergruppe
A(t) = (£, t0, €, tarb=e),
Offenbar existiert lim, o A*(¢) in V genau dann, wenn a,b,c > Ound a + b > ¢ gelten.
Diese Bedingungen beschreiben gerade
o = Cone(ey, ey, e, + €3, 5 + €3).

Dabeiist u € Relint(o) genau dann, wenn a, b, ¢ > 0und a+b > ¢ gelten, also lim,_y A“(¢t) =
(0,0,0,0) = y,.

Zu jedem o € X gehort der ausgezeichnete Punkte y, € U, c Xy und damit eine Bahn
O(U) = TN')’J c Xs.

Wir wollen den im Beispiel P? beschriebenen Zusammenhang zwischen Torusbahnen
und ausgezeichneten Punkten im allgemeinen Fall analysieren. Dazu brauchen wir noch
etwas Vorbereitung.

Lemma 3.2.4. Es sei o ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in Ng. Sei Z(o N N) das von

o N N erzeugte Teilgitter und sei N(0) = N/(Z(o n N)).

(a) Die Dualitit (—,—): M x N — Z induziert eine perfekte Paarung
(=,=):(e*NnM)xN(o) — Z.

(b) Sei Ty(oy = N(0) ®7 C* der Torus zu N (o). Die Paarung in (a) induziert einen Isomor-
phismus
TN(O’) = HOI'l'lz(O'l N M; C*))
gegeben durch t — ¢, wobei ¢;: (6* N M) - C*, m — y™(t).
Beweis. (a) Fir u € Z(o n N) und m € o' n M gilt per Definition (m,u) = 0. Deshalb
induziert die Einschrinkung von (-, —) auf (¢ n M) x N eine Paarung auf N (o). Diese

ist perfekt, weil Z(o N N) = ker(«) fir a: N > Hom(o' n M, Z), u — [m ~ (m,u)] gilt.
(b) Geht so wie in Aufgabe 2. O

Erinnerung: Der Torus Ty operiert auf den Punkten von U, aufgefassst als Halbgrup-
penhomomorphismen wie folgt: Wenn p € U, dem Homomorphismus yp:S, — C ent-
spricht, dann entspricht ¢ - p dem Homomorphismus

Yep:m = x" (£)yp(m).
Lemma 3.2.5. Es sei o ein spitzer rationaler polyedrischer Kegel in Ng. Dann gilt

0(0) ={y:Ss > C|y(m) #0 = meo*n M}
~ Homg (o' N M, C*) = Ty(s).
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Beweis. Definiere zunachst
0" ={y:Se > C|y(m) #+0 < mea*nM}.

Diese Menge enthdlt y, und ist unter der oben beschriebenen Wirkung von Ty invariant.
(Wir sehen also sofort O’ c O(0).)

Bemerke weiter, dass o+ n M eine Untergruppe der Halbgruppe S, = 0¥ n M ist. Fiir
y € O'istalso die Einschrankung von y auf S,no* = 0*NM ein Gruppenhomomorphismus
ot N M — C*. Umgekehrt erhalten wir aus jedem solchen Gruppenhomomorphimus y
einen Halbgruppenhomomorphismus y € O’ durch

y(m) firmeotnM
ym -{ 7
sonst.

Wir haben also O’ © Homy (o' n M, C*). Betrachte nun die kurze exakte Sequenz
0—Z(cNnN)— N—N(c) —0
von Gittern. Nach Tensorieren mit C* erhalten wir aus Lemma 3.2.4. eine Surjektion
Ty = N®zC* — Ty() = N(0) ®7 C* 2 Homz (o' n M, C").

Die erhaltene Bijektion Ty, = O ist auflerdem vertréglich mit der Operation von Ty.
Also operiert Ty (transitiv) auf O’. Wegen y, € O’ zeigt dies O’ = O(0). O

Damit ist alles bereit fiir den Hauptsatz tiber Torusbahnen.

Satz 3.2.6. Es sei X ein Ficher in Ny und Xy die zugehorige torische Varietit.

(a) Die Zuordnung
T {TN — Bahnen in Xz}
0 <« O(o)=2Homgz(c*nM,C")

ist eine Bijektion.
(b) Fiir jeden Kegel o € X gilt dim(O(0)) = dim Ng — dim 0.
(c) Jede affine Teilmenge der Form U, von Xy ist Vereinigung von Bahnen, ndmlich

U, =JO(7).

=0

(d) Esgilt T < 0 genau dann, wenn O(c) c O(7). AufSerdem gilt

0(1) = Jo(o).

Dabei ist O(t) sowohl der Zariski-Abschluss als auch der Abschluss in der klassischen
(komplexen) Topologie.

Beweis. (a) Essei O eine Ty-Bahn in Xy. Da X5 von den Ty-invarianten Mengen U, tiber-
deckt wird und U,, n U, = Uy, gilt, gibt es einen eindeutig bestimmten Kegel o € X der
minimal ist mit der Eigenschaft O c U,. Behaupte, dass O = O(o) gilt, woraus die Be-
hauptung in (a) folgen wird.
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Sei dazu y € O. Uberlege zunichst, dass es eine Seite 7 < o gibt derart, dass
c'nttnM={meS,|y(m)+0}

gilt. (Denn die Punkte auf der rechten Seite bilden die Gitterpunkte einer Seite von ¢
(Check!) und wir wissen, dass jede Seite von ¢V die Form 7* = ¢V n 7+ fiir eine Seite 7 von
o hat.) Daraus folgt y € U,. (Denn schreibe S; = S, + Zm mit m wie in 1.3.16. Genau dann
setzt y: S, - C auf S, fort und entspricht damit einem Punkt von U,, wenn 7(m) # 0 gilt.)
Damit folgt 7 = ¢ aufgrund der Minimalitét von o. Es giltalso {m € S,|y(m) # 0} = 0*nM
und damit y € O(0) nach Lemma 3.2.5. Da zwei Bahnen entweder gleich oder disjunkt
sind, folgt O(o) = O.

(b) Unter Verwendung von Lemma 3.2.5 sehen wir dim(O(¢)) = dim Ty(,) =tk N(0) =
tk N - rk(Z(o n N)) = dim Nk — dimo.

(c) Da U, invariant unter Ty ist, ist es eine Vereinigung von Bahnen. Ist 7 eine Seite
von ¢, so gilt O(7) c U, c U,. Wie im Beweis von (a) gesehen, hat umgekehrt jede in U,
enthaltene Bahn die Form O(7) fiir 7 < 0.

(d) Es sei W der Abschluss von O(7) in der klassischen Topologie. Da die Toruswir-
kung stetig ist, ist O( ) eine Ty-invariante Teilmenge von Xy und damit eine Vereinigung
von Bahnen. Sei ¢ € £ mit O(¢) ¢ O(7). Dann gilt O(7) ¢ U,; denn andernfalls wire
O(1) n U, = @, woraus O(7) n U, folgen wiirde (denn U, ist offen in der klassischen
Topologie). Nach Teil (c) gilt also 7 < 0.

Es sei umgekehrt 7 < 0. Um O(0) c W zu beweisen, geniigt es mﬂ O(0) + @ zu
zeigen. Sei dazu y, der ausgezeichnete Punkt von U,, d.h. es gilt y,(m) =1fuirm e 7t n M
und sonst y,(m) = 0. Zu u € Relint(¢) und t € C*, definiere einen Halbgruppenhomo-
morphismus y(t): C[S;] - C durch y(t) = A“(¢t) - y.. Es gilt y(¢) € O(7) fur alle t € C~,
da O(r) die Bahn von y, ist. Nach Prop. 3.2.2 existiert der Grenzwert y(0) = lim,_¢ y(t)
in U,. Explizit ist y(t) als Halbgruppenhomomorphismus fiir m € ¢¥ n M durch

y(£)(m) = X" (A“(£))y<(m) = "y (m).
gegeben. Wegen u € Relint(o) gilt dabei (m,u) > 0 fir alle m € ¢V \ ¢* und (m,u) = 0
fir m € 0. Deshalb entspricht y(0) einem Punkt in O(¢). Nach Konstruktion liegt y(0)
aber auch in O(7), womit O(co) N O(7) + & gezeigt ist.
Der Zusatz in (d) ist damit (fiir die klassische Topologie) ebenfalls bewiesen. Es bleibt

nur noch zu zeigen, dass der klassische Abschluss hier mit dem Zariski-Abschluss iiber-
einstimmt. Fiir ¢’ € X haben wir gerade gesehen, dass O(7) n U, # @ genau dann gilt,
wenn 7 < ¢/, und nach (c) ist in diesem Fall
O(r)nUy = |J O(0).
0:1<0=0’

In U, ist das genau die Teilmenge, die durch das Ideal
I=(y"|me(a")'nM~71)cC[(c") nM]=C[Sy]
gegeben ist und damit Zariski-abgeschlossen. Denn ist y € O(¢) mit 7 < ¢ < ¢/, so gilt

y(m) = 0 genau dann, wenn m ¢ g+ n M. Istalso m € S,/, m ¢ 74, so auch m ¢ o+ c 7*
und damit y(m) = 0. Also gilt y € V(I). Ist umgekehrt y € V(I) c U,, so bedeutet das
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y(m) = 0 fiir alle m € S,» \ 7+. Nach (c) gibt es ¢ < ¢/ mit y € O(0) und wir miissen nur
7 C 0 zeigen. Wire 7 ¢ 0, dann also 0+ ¢ 7! und es gibe m € o* N M mit m ¢ 7* (wobei
o* = (0")V n ot wie tblich die duale Seite ist, entsprechend 7*). Aus y € O(¢) wiirde dann
y(m) # 0 folgen, aus y € V(I) dagegen y(m) = 0, Widerspruch. O

Im Beweis haben wir gesehen, dass die Abschliisse von Bahnen Zariski-abgeschlossene
Untervarietiten sind. Diese haben auch eine torische Struktur: Fiir o € X, schreibe
V(o) =0(0).
Nach Teil (d) in Satz 3.2.6 gilt 7 < ¢ genau dann, wenn O(¢) c V(7) und

V() =JO(0).

=0

Der Torus O(7) = Ty(s) ist dabei eine offene Teilmenge von V(7). Fiir jeden Kegel 0 € X
mit 7 < 0, sei 0 das Bild von ¢ in N(7)g = (N/(Z(7n N))g. Dann ist

Star(t) = {0 c N(1)r|T< 0 € X}
ein Ficher in N(7)g und es gilt
Proposition 3.2.7. Fiir jedes T € X ist V(1) isomorph zur torischen Varietdit Xsiar(z).-
Beweis. Dies folgt aus (a) und (d) in Satz 3.2.6. (Check!) O
Beispiel. Es sei X in R? der im folgenden Bild dargestellte Ficher.

Z

Quelle: [CLS], §3.2, Figure 7

Der Triger von X ist Cone(ey, e,, e;+e3, €, +€3), ein alter Bekannter. Der Facher ist aus dem
Kegel durch Unterteilung entlang des Halbstrahls 7 = Cone(e; + e, + e3) entstanden. Ohne
das wir sonst etwas tiber die torische Varietit Xy wissen miissten, konnen wir jetzt folgen-
des sagen: Nach Satz 3.2.6 hat die Bahn O(7) die Dimension 2 in der dreidimensionalen
Varietit Xs. Nach Prop. 3.2.7 entsteht der Abschluss V(1) der Bahn O(7) aus dem Bild
der angrenzenden vier Kegel, wenn man 7 zu einem Punkt kontrahiert. Das entstehende
Bild in N(7)g = (N/N,)r 2 R? gibt dabei den bekannten Ficher von P! x IPL. Es gilt also
V(r) =P x P,
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Zum Abschluss mochten wir die Korrespondenz zwischen Kegeln und Bahnen noch
fir den Fall verstehen, dass der Facher der Normalenficher eines Polytops ist: Es sei also
P c My ein volldimensionales Gitterpolytop und Xp sein Normalenfécher. Darin gehort
zu jeder Seite Q < P bekanntlich der Kegel

0q = Cone(ur | F Facette von P mit Q c F).

Was ist der Bahnenabschluss V(0 )? Es sollte natiirlich die torische Varietit X, sein. Das
stimmt auch, allerdings muss man aufpassen, weil Q fiir Q # P nicht volldimensional in
M ist. Darum soll X, die torische Varietit bezeichnen, die man erhilt, indem man Q so
verschiebt, dass der Ursprung eine Ecke ist und My durch span(Q) (und darin M durch
span(Q) n M) ersetzt. Dann gilt tatsdchlich:

Proposition 3.2.9. Fiir jede Seite Q < P gilt V(0q) = Xq.
Beweisskizze. Betrachten P in seiner Facettendarstellung
P= {m € Mg | (m, up) > ar fir alle Facetten F < P}

Da wir annehmen, dass der Ursprung eine Ecke von Q ist, enthélt jede Facette, die Q ent-
hilt, ebenfalls den Ursprung, so dass fiir diese Facetten ar = 0 gelten muss. Daraus folgt
05 = span(Q)

und N(oq) ist dual zu span(Q) n M. Auflerdem gilt N(0q)r = Ngr/span(oq). Betrachte
nun die torischen Varietaten Xp und X, zu den Normalenfachern

ZP = {UQ’,P Cc NR | Q, < P}

Zq = {0010 © N(oor)r | Q' < Q},
wobei die Notation o p bzw. 0/, andeutet, auf welches umgebende Polytop sich die De-

finition des Kegels oo bezieht. Nach Prop. 3.2.7 ist die torische Varietit V(oq p) gegeben
durch den Facher

Star(oq,p) = {0 | 0qp <0 €Zp}
={0qr | oar < 0gp € Zp} = {Tqr | Q' < Q).

Nun tiberzeugt man sich noch, dass o/ p = 0¢,q gilt, woraus die Behauptung folgt. [



