Analysis 11

Aufgabe 2.4 — Losung

Wir versehen die Menge
X ={(z,y) eR’|0<z<1ly=sin(1)}U{(0,y) eR*| —1<y <1}

mit der euklidischen Metrik des R?. Zeigen Sie, dass X zusammenhiingend, aber nicht wegzu-
sammenhéngend ist.
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Abbildung 1: Die Menge X

Es gilt der folgende

Hilfssatz: Sei X ein topologischer Raum und sei A C X zusammenhinged. Gilt A C B C A,
so ist auch B zusammenhingend.

Beweis: s. Satz 5.8, S. 20, Vorlesungsskript Topologie von Oliver Schniirer:
http://www.math.uni-konstanz.de/ schnuere/skripte/topo.pdf O

a) 1. Sei Y := {(z,sin(2))|z € (0,1]}. YV ist wegzusammenhingend als Bild des weg-
zusammenhéngenden Intervalls (0,1] bzgl. der stetigen Funktion x + (z,sin (1)).
Insbesondere ist dann Y zusammenhéngend nach Satz 10.15 (Kompendium).

2. Wir beweisen, dass X C Y gilt. Sei ((2,,%n))nen C X eine Cauchyfolge. Da R?
vollsténdig ist, konvergiert sie gegen ein (x,y) € R?. Dann folgt insbesondere x, — .
Wir unterscheiden die folgenden Félle:

e 2 € (0,1]: Ohne Einschrankung sei (z,), C (0, 1]. Sonst wihle eine Teilfolge mit

dieser Eigenschaft. Dann muss y = lim y, = lim sin (%) = sin (%) wegen der
n— 00 n—00 "
Stetigkeit von (0,1] 3 2 + sin (1) gelten.
e © =0: Es folgt |y| < limsup |y,| < 1.

n—oo
Damit gilt
YcXcY,

weshalb nach dem Hilfssatz auch X zusammenhéngend ist.



b) Angenommen, X wire wegzusammenhéngend, dann géibe es einen stetigen Weg v zwischen
a:= (1,sin(1)) und S := (0,0), d. h. v = (71,72) € C°([0, 1], X) mit v(0) = « und y(1) = j3.
Sei

to := min{t € [0,1]|y(t) = {0} x [~1,1]} = miny~" ({0} x [~1,1]),

wobei v71({0} x [—1,1]) beschriinkt und abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge beziiglich einer stetigen Abbildung ist.

Fiir t € [0,t0) gilt y(t) € Y. Weil v stetig ist und (o) € {0} x [—1, 1] gilt, folgt 71 (t) —
7 (to) = 0. Ferner gilt

Y2(t) = sin (ﬁ)

fiir t € [0,1¢o). Also divergiert v (t) fiir t — o, was der Bedingung ~y(t) — ~(t¢) widerspricht.
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