Analysis 11

Aufgabe 7.2 — Losung

Sei I' € R™ und sei x € I'. Beweisen Sie:
a) T,I" ist im Allgemeinen kein Vektorraum.

b) Lésst sich I' durch ein v: U — I', U C R™ offen, als eine m-Fliche (eindeutig) darstellen,
so gilt Ty = {7/ (uw)h | h € R™} fiir u € U.

Losung

a) Wir betrachten die Menge T ( 1,1) x {0}) U ({0} x (=1,1)). Es gilt (1,0),(0,1) €
Tio,0)l", denn es gibt 71,72 € Cl(( ,1),T),

mit = (8,0), it (0,1),

mit 71 (0) = (0,0) = 72(0) und 41(0) = (1,0), 42(0) = (0, 1).
Andererseits ist (1,1) = (1,0) 4 (0,1) kein Element von 7{o)[". Angenommen, es gébe ein
v € CY((—¢,¢),T) mit v(0) = (0,0) und ¥(0) = (1,1). Wegen der Stetigkeit von ¥ gibe es

dann zu jedem 6 > 0 ein ¢ € (0, ) so, dass

:(t) — %(0)] <6 & [5:(t) — 1] < 5= 4(t) >1—4

fiir i = 1,2 und alle ¢ € (—,%). Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
wiirde dann

0) = 7)) = 4(0) = [ 5ls)ds > (1=
fiir i = 1,2 und alle t € (—#,¢)\{0} gelten. Wihlt man ¢ = 1, so folgt fiir ¢ € (0,7)
7i(t) >0,
was einen Widerspruch zu 7, (t) € {0, 1} oder v, € {0,1} und daher zu ~(¢) € I' darstellt.
b) Sei u € U mit y(u) = x.

e Zunichst zeigen wir, dass {7/ (u)h|h € R™} C T,T" gilt.

Sei h € R™. Da U offen ist, gibt es 6 > 0 mit B(u,0) C U. Wir definieren die Kurve
5
FW h 7£ 07
1, h=0

p: (—e,e) = U, tw— u+th, Wobeia::{

Ferner betrachten wir die Kurve
Vi (=ge) =T, = 9(e()).
Fiir diese gilt ¢ € C!'((—¢,¢),T) und
¥(0) = 7((0)) = 7(u) = = sowie ©(0) = 7'((0))(0) = (u)h.

Also ~'(u)h € T,T.



e Sei t € T, und sei x = ~y(u*). Dann gibt es ein ¢ € C'((—¢,¢),T') mit »(0) = x und
p(0) =t.
Zu u € U betrachten wir die Spaltenvektoren von +/(u). Da rang+/(u) = m ist, muss

Vil o Yim
es m Indizes iy, ..., 1%, so geben, dass det : : # 0 gilt. Fiir u = u™* sei
’Yiml e %mm
ohne Einschrankung {i1,...,i,} = {1,...,m}.
Die Matrix
Y1 - Yim |0 .00
0 ... 0
Viu):=(+(u) | W) := Y 1 T m u
() i= (') [ W) Y411l oo Vmtim |1 0 ()
Yol e+ Yam [0 .01

hat den vollen Rang fiir u € B(u*,§). Wir definieren ferner die Abbildung
¥: B(u",0) x R"™™ = R", R"™ xR"™ 3 (u,v) — y(u) + Wo.
Diese ist stetig differenzierbar und es gilt
V(' 0) = (V(w) W),
weshalb 4/(u*,0) invertierbar ist. Nach dem Satz tiber Inverse Funktion gibt es eine
Umgebung B((u*,0),d) C UxR"™ von (u*,0) so, dass 7|y,. ein C'-Diffeomorphismus

1st.
Wir betrachten fiir s € (—¢,¢) die Gleichung

Da 7 injektiv ist, kann man diese durch ein ¢: (—¢,e) — U eindeutig auflésen. Nun
gilt

p(s) = v(e(s)) = 7((s), 0).
Da 7 ein C!-Diffeomorphismus ist, folgt

(%67) =7 wa () = @ o) 00,

Schliefllich bekommen wir

= (u0) (*§)) = (w)pl0) € (Y wn b e v
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Aufgabe 7.3 — Losung

Gegeben sei die Menge

T:= {(36’7:%2) eR’| (Va2 +y? —R)* + 22 = 7’2},
wobel 0 < r < R fest sind.

a) Skizzieren Sie die Menge T

b) Finden Sie zwei glatte Kurven I';,Ty C R? so, dass T\(I'; U T'y) sich als eine 2-Fliche
darstellen lasst.

Losung

a) Um die Fldche geometrisch besser zu verstehen, kann man diese fiir z € R mit der Ebene
R? x {z} schneiden. Fiir |z| > r ergibt sich die leere Menge, fiir z = r — ein Kreis um
(0,0, z) mit dem Radius R, fiir |z| < r — zwel konzentrische Kreise um (0,0, z) mit den

Radien R + /72 — 22.

Torus: (v/a2 4132 —R?*+22=r*r=3, R=38

B 7\(T; UTy)
I
—_—

S
oty

15

15 -10

Abbildung 2
b) Wir betrachten die Abbildung
(R + rcos(f)) cos(p)
0)) sin

3:[0,27] x [0,27] = R?,  (p,0) — (R+TCO§(<6; ()



e Es gilt 4([0,27] x [0,27]) C T, denn:

(V3(0.0) +33(0.6) ~ R) +33(0.6)

— <\/(R + 7 cos(6))2(cos?(p) + sin?(p)) — R) ’ + 72 sin?(0)
= (R +1rcos(f) — R)* +r?sin*(0) = 2,

weil R+ 7 cos(6) > 0 wegen |rcos(f)| < r < R gilt.

e Unter Beachtung von

_(R +r COS(@)) sin(gp) —r SiH(@) COS(QO)
Vo0 = | (R4 roos0) cote) —rsin) sl

folgt

—(R +rcos(f))sin(p) —rsin(f cos
det ( (R + rcos(f)) cos(p) —rsin(f)sin(y )

= r(R + rcos(f))(sin?(p) + cos?(p)) sin(#) = (R + rcos(d)) sin(f) # 0

fiir 0 ¢ {0, 7, 27} sowie

ot (—(R 4+ 7)sin(p) 0 ) r(R 4 1) sin(),

0 +r
det ( (B + g) cos() :I?'r’) = +r(R £ r)cos(p)

fir @ € {0, 7,27} und damit rang5y’ = 2.

e Wir zeigen nun, dass 7: [0, 27] x [0, 27] — T surjektiv ist. Sei (z,y,z) € T. Dann gilt

(v,y,2) € T genau dann, wenn R —7r < /2?2 + 32 < R+r und 2% = r? + (/22 + y? —
R)?.
Sei (x,y,z) € T. Wir suchen ¢, 6 € [0, 27) mit

(R +rcos(f)) cos(p) = =,
(R4 rcos(f))sin(p) =y,
rsin(f) = z = :i:\/r2 + (V2?2 +y?— R)2.

Dies ist dazu dquivalent, dass

(R+1rcos(f)) cos(p) = =,
(R +rcos(f))sin(p) =y,
r?sin?(0) = r? + (\/22 + 2 —

mit € [0,7] fiir 2 > 0 und 0 € (w,2m) fir z < 0. Setzt man die ersten zwei
Gleichungen in die dritte Gleichung ein, so ergibt sich das dquivalente Problem

(R4 rcos(f)) cos(p)
(R + rcos(8)) sin(y)

r2sin?(0) = 12 4+ (\/(R + rcos(h))? — R)? = 2 + 1% cos*(0)

xZ,

I
<




mit 6 € [0, 7] fiir z > 0 und 0 € (7, 27) fir z < 0, weshalb die dritte Gleichung immer
trivialerweise erfiillt ist. Daher betrachten wir das dquivalente System

(R + rcos()) cos(p)
(R + rcos(f)) sin(p)

T,

Y

mit 6 € [0, 7] fir 2> 0 und 0 € (7, 27) fir z < 0.

Stellt man x und y in den Polarkoordin

aten dar, so folgt die dquivalente Gleichung

R+ rcos(0) = \/x? + 2,

arccos (

()0 =
27T—arccos<\/xny2), y <0
und damit
( /2 2_
arccos (y) , z >0,
0 —
/2 2 _
27 — arccos <$R) , 2<0,
\
(
X
>
. arccos (m) ) y >0,
271 — arccos = < 0.
\ \/m bl y

e Wir definieren die Abbildung v := 7|
Beachtung von 5(0,:) = 4(2m,-) und
~v:(0,2m) x (0,7) = T\(I'y UT), denn

0,2m)x(0,2r)- Fir diese gilt rang ~" = 2. Unter
3(-,0) = (-, 2m) folgt die Surjektivitit von

7((0,27) x (0, 2m)) = ([0, 27] > [0, 27 \3(0([0, 2] x [0, 27])) = T\(I'y UT3).

Die Injektivitdt von ~y ist klar.



