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Analysis 11
8. Ubungsblatt

Aufgabe 8.1 Es seien X und Y nichtleere Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Ferner
seien A und B o-Algebren iiber X bzw. Y. Zeigen Sie:

a) f71(B):={f"Y(B)| B € B} ist eine o-Algebra iiber X.
b) f.(A):={B CY|f(B) € A} ist eine o-Algebra iiber Y.

Aufgabe 8.2 Es sei X eine beliebige Menge und sei A, C X, n € N. Wir definieren

liggicngn = U ﬂ A,, und hgljolipAn = ﬂ U A,.

meNn>m meNn>m
Beweisen Sie:
a) liminf A, C limsup A,.
n—oo n—o00
b) liminf A, = {x € X |es gibt ng € N mit € A, fiir alle n > ng}.

n—o0

limsup A, = {z € X |z € A, fiir unendlich viele n € N}.

n—o0

c) Ist (X, A, p) ein MaBraum und gilt 4, C X, n € N, sowie > u(A4,) < oo, so folgt

n=1

1 (lim sup An) =0.

n—oo
Aufgabe 8.3 Zeigen, dass es sich bei den im Beispiel 13.5 definierten

a) Dirac-Maf3 und b) Z&hlmafl
um MafBle handelt.
Aufgabe 8.4 Seien z,y € R. Gilt z — y € Q, so schreiben wir z ~ y. ~ ist eine Aquivalenz-
relation auf R. Wir betrachten die Aquivalenzklasse [x] := {y € R|x ~ y} von x € R. Sei
p das Lebesgue-Maf auf den Borel-Mengen B(R) des R. Sei V' C [0, 1] die kleinste Menge
mit der Eigenschaft, dass V' N [z] fiir alle € R einelementig ist.

Bemerkung: Die Existenz von V folgt mit dem Auswahlaxiom.

Zeigen Sie, dass V ¢ B(R) gilt, indem Sie Folgendes nachweisen:

a) Esgilt [0,1] C Ej Vo, C [—1,2], wobei V,, = {v+q, | v € V} und (¢, )nen eine Aufzéhlung
von QN [0, 1] ig;l

b) Esist u(V,,) = u(Vy,) fir m,n € N.

c¢) Sowohl die Annahme p(V) = 0 als auch p(V') > 0 fithren zum Widerspruch.

Abgabetermin: Donnerstag, 14. Juni 2012, vor 12:00 Uhr in die Briefkésten bei F411.



