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Analysis II
9. Übungsblatt

Aufgabe 9.1 Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Seien f1, f2 ∈ L1(µ), α1, α2 ∈ R. Beweisen Sie:

a) α1f1 + α2f2 ∈ L1(µ),

b)
∫

(α1f1 + α2f2)dµ = α1

∫

f1dµ+ α2

∫

f2dµ.

Aufgabe 9.2 Sei f ∈ C0(Rn,R). Zeigen Sie:

a) Ist Ω ⊂ R
n kompakt und wegzusammenhängend, so gibt es ein ξ ∈ Ω mit

∫

Ω

f(x)dµ(x) = f(ξ)µ(Ω).

b) Es gilt lim
εց0

1
µ(B(x,ε))

∫

B(x,ε)
f(y)dµ(y) = f(x) für alle x ∈ R

n.

Aufgabe 9.3 Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Die Abbildungen g, fn : X → [0,∞), n ∈ N,
seien messbar, wobei

∫

gdµ < ∞. Weiter gelte fn(x) ≤ g(x) für alle n ∈ N und alle x ∈ X .
Zeigen Sie:

a) Es gilt

lim sup
n→∞

∫

fndµ ≤

∫
(

lim sup
n→∞

fn

)

dµ.

b) Man kann bei a) auf die Existenz der majorisierenden Funktion nicht verzichten.

Definition 9.1 Sei Θ ⊂ R
d eine Menge. Die Funktion L : Θ → R nehme in θ∗ ∈ Θ ihr

eindeutiges globales Maximum an. Wir definieren argmax
θ∈Θ

L(θ) := θ∗.

Aufgabe 9.4 Sei (Ω,F , P ) ein Maßraum, wobei Ω ⊂ R
d und P ein Wahrscheinlichkeitsmaß

ist. Sei n ∈ N fest und seien X1, . . . , Xn : Ω → R messbar. Zeigen Sie, dass die folgenden
Funktionen messbar sind:

a) λ̂n : Ω → R, ω 7→ argmax
λ>0

n
∏

k=1

λe−λXk(ω), wobei Xk(Ω) ⊂ (0,∞), k = 1, . . . , n, gelte,

b) F̂n(x, ·) : Ω → R, ω 7→ 1
n

n
∑

k=1

χ(−∞,x] (Xk(ω)), x ∈ R fest,

c) q̂n(α, ·) : Ω → R, ω 7→ inf
{

x ∈ R
∣

∣ F̂n(x, ω) ≥ α
}

, α ∈ [0, 1] fest.
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