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Aufgabe 1 (Ein einfaches Wirtschaftsmodell) (Freiwillig — 4 Punkte)

Wir betrachten eine Nation A, die sehr enge wirtschaftliche Verbindungen zu einer Nation
B pflegt. Die Nation A exportiere selbst hergestellte Waren an B und importiere dafiir von
B hergestellte Waren aus dem Erzeugerland. Mit z > 0 bzw. y > 0 bezeichnen wir den
Wert der von Nation A bzw. B hergestellten Waren, wobei der Wert in Einheiten geleisteter
Arbeitsstunden berechnet sei. Der Anteil der von der Nation A bzw. B exportierten Waren

sel

mit p4 € [0,1] bzw. pg € [0,1] bezeichnet. Die , Zufriedenheit“ oder der , Nutzen*

der Nationen werde mit Hilfe der ,,Nutzenfunktionen“ Ux(z,y) und Ug(z,y) fir z,y > 0
gemessen.

a)

b)

Berechnen Sie den gesamten Warenwert g4(x,y) bzw. gg(z,y) von der Nation A bzw.
B selbst verbrauchten und importierten Waren x,y > 0.

Bestimmen Sie die Nutzenfunktionen U4 und Upg, indem Sie annehmen, dass sich Uy
bzw. Ug aus einem positiven Vielfachen von In(1 + ga(z,y)) bzw. In(1 4 gg(z,y)) und
einem negativen Vielfachen des zu produzierenden Warenwerts = bzw. y zusammenset-
zen.

Stellen Sie ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zur Beschreibung der zeit-
lichen Evolution der Warenwerte z(t) und y(¢) auf, indem Sie postulieren, dass die

zeitliche Anderung der Warenproduktion positiv proportional zur Anderung a(z.y)

ox
bzw. w%—gf’y) der durch die jeweilige Nutzenfunktion beschriebenen Zufriedenheit ist.

Bemerkung: Dies bedeutet, dass die Warenproduktion bei wachsender Zufriedenheit steigt.

Aufgabe 2 (Bewegungsgleichungen eines Doppelpendels) (Freiwillig — 4 Punkte)
Seien g, ly,ls, my,my > 0. Die Funktionen ¢1, po: R — R bezeichnen die generalisierten
Koordinaten eines Doppelpendes und geniigen folgenden Differentialgleichungen:

a)

(M1 +ma) L () + mala@y () cos (1 (t) — (1)) +

mala(h(£))? sin (o1 (t) — pa(t)) + g (my + meo) sinpy(t) = 0 fiir t € R,
malaps(t) + malip(t) cos (p1(t) — pa(t)) —

mali (¢} (t))? sin (gol(t) — pa(t)) + gmasin po(t) = 0 fiir t € R,
p1(0) = =%, ¥1(0) =0, ©2(0) = §, ¥5(0) =0,

Transformieren Sie das Problem auf ein System erster Ordnung der Form
AV())V'(t) = F(V(t)) fiic t >0, V(0) =V,

wobei V(&) := (o1, @2, @}, 05)T(t) und A € CO(R*, R™), F € CO(R*, R?).



b) Zeigen Sie, dass A(V) fiir alle V' € R* invertierbar ist, und leiten Sie eine entsprechende
explizite Differentialgleichung der Form

V'(t) =GV (t)) fiir t >0, V(0) =1V
her.

Aufgabe 3 (Freiwillig — 4 Punkte)
Vereinfachen Sie die nachstehenden Differentialgleichungen, indem Sie die angegebenen Sub-
stitutionen durchfiihren:

a) o' (t) = ax(t)+ f(t) fir t € R, Substitution: z(t) = c(t)e™, wobeia € R, z,c € C}(R,R),
f €C'R,R),

b) ta'(t) = Axz(t) fiir t > 0, Substitution: y(t) = Sxz(In(t)), wobei z,y € C*((0,0), R")
und die Matrix A € R™" gemifl A = S~'DS diagonalisierbar ist,

c) 2/(t) = f(@), t > 0, Substitution: y(t) := @, wobei z,y € C'((0,00),R), f €
C'(R,R).

Hinweis: Es miissen keine Losungen bestimmt werden.

Abgabetermin: Freitag, den 2. November 2012, vor 12:00 Uhr in die Briefkdsten bei F411.



