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Funktionentheorie
5. Ubungsblatt

Aufgabe 5.1 a) Gibt es fiir feste co > ¢; > 0 ein analytisches f: C\{0} — C so, dass f
in 0 eine isolierte Singularitit besitzt und

1
z

cleﬁ <|f(2)] < cqe
fiir z nahe 0 erfiillt?
b) Bestimmen Sie alle analytischen f: C\{0} — C mit der Eigenschaft

[f(2)] < V2| + ﬁ

Aufgabe 5.2 a) Beweisen Sie, dass die Menge aller invertierbaren Mobiustransformationen

M—{f:CU{oo}HCU{oo}’f(z)—%, a,b,c,d € C, ad—bc#O}

bzgl. der Verkniipfungsoperation ,,0“ eine Gruppe bildet, wobei (f o g)(2) = f(g(z2)).
b) Seien z;,w; € CU{oo}, i = 1,2,3 mit 2; # z;, w; # w;, i # j. Zeigen Sie, dass es dann
genau eine Mobiustransformation f derart gibt, dass f(z;) = w; fur i = 1,2, 3 gilt.

c) Bestimmen Sie eine Mobiustransformation, welche die Einheitskreisscheibe B;(0) auf
die obere komplexe Halbebene abbildet.

Aufgabe 5.3 Die Funktion f sei ganz und habe in z5 = 0o eine wesentliche Singularitét, d.h.,
f (%) habe in 0 eine wesentliche Singularitit. Zeigen Sie, dass es dann in jeder Umgebung
jeder komplexen Zahl w eine andere Zahl w gibt, dass f in einer Umgebung von zg unendlich
viele w-Stellen hat.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Casorati & Weierstraf!

Aufgabe 5.4 Sei~y: S! — C eine einfach geschlossene (injektive), glatte Kurve. Fiir z ¢ im
definiere n(vy, 2) := 5= [ ==d(. Ferner sei D := {z € C\im~ | n(v, 2) # 0}. Beweisen Sie:

27i Jy (—=z

a) n(v,z) — 0 fiir z — oc.
b) n(H(-,t), ) ist konstant in ¢, wobei H: S' x [0,1] — C eine Homotopie zwischen zwei
einfach geschlossenen, glatten Kurven ; und v, ist und z ¢ H(S* x [0, 1]) fest ist.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis davon ausgehen, dass n nur ganze Werte annimmt (vgl. Theorem 10.5).
¢) z+— n(7,z) ist in C\im~ lokal konstant.
d) D ist offen und beschrénkt.
e) D #10.

Hinweis: Konstruieren Sie eine Homotopie zwischen v und 9B1(0) und wenden Sie darauf b) an!

Abgabe: vor Dienstag, 22. Juni 2008, 14:00 Uhr, in die Briefkédsten bei F411.



