FUNKTIONENTHEORIE, SS 2013 MicHAEL POKoOJOVY
Beispiel: Die Abbildung
N X X T
p: 825 C, ze [ ——,—2—) ,  wobei §?:=9B(0,1) C R?,
1— I3 1-— I3

heilt stereographische! Projektion oder konforme azimutale* Projektion®.

Stereographische Projektion

Abbildung 3.1

Die Menge S? wird manchmal als Riemannsche Zahlenkugel bezeichnet. Die stereographische Projektion ist
kreisverwandt und winkeltreu.

Beispiel 3.7 (Mobius*transformation®):
Eine Abbildung

. 4 az+b
f:C\{-%} = C, cher

mit a, b, c,d € C, |e|+|d| # 0, wird Mébiustransformation oder gebrochen lineare Abbildung genannt. Diese lésst

. a 0
sich stetig auf ganz C erweitern, indem man zusitzlich f(—%) := oo und f(co) := { o o7
00, €=

definiert.

Fiir ¢ = 0 gilt insbesondere f(z) = 2z 4 2. Also handelt es sich hierbei um eine (affin) lineare Funktion, welche

wir im Beispiel 3.4 ausfiihrlich behandelt haben. Insbesondere wissen wir, dass f biholomorph und konform ist.
Fiir ¢ # 0 gilt f(z) = % (a + bc"’d). Also setzt sich f als Verkiipfung biholomorpher, konformer Funktionen

cz+d
aus dem Beispiel 3.4 (affin lineare Funktion) und dem Beispiel 3.5 (Inversion z — %) zusammen. Daher ist f
kreisverwandt. Fiir ad = bc ist f konstant, ansonsten biholomorph und konform.

Eine Mobiustransformation f(z) = %:[db, ad — be # 0, lidsst sich durch eine Matrix A := (Z Z) € C?x2

repriisentieren®. Fiir letztere gilt wegen det(A) # 0

1 d —b
A :detl(A) (C al”

Loriech.: oTepeé¢ — Raum/raumlich, fest, ypdperr — zeichnen, beschreiben
2arab.: as-sumiit — die Wege

3lat.: proicere — hinauswerfen, hinwerfen

4 August Ferdinand Mébius, 17.11.1790 — 26.9.1868

5]at.: transformare — umformen

6Die Darstellung ist sogar eindeutig, wenn man zusétzlich det(A) = 1 fordert.




Mit g(w) := 2= ergibt sich

—cw—+a

dngrb -b adz + bd — bcz — bd adz — bez
g(f(z) = —=d _ .

—ctt 4 q —acz —bc+acz+ad —bc+ad

und analog auch f(g(w)) = w. Alsoist g = f~!. Uberdies ist die Umkehrabbildung f~! selber eine Mébiustrans-
formation repriisentiert durch A=!. AuBerdem sind f, f~*: C — C bijektiv. Sind fi, fo zwei Mébiustransfor-
mationen reprisentiert durch A; und As, so ist auch deren Verkniipfung fi o fy eine Mdobiustransformation
dargestellt durch A; As.

Die Menge aller Mobiustransformationen versehen mit der Verkniipfungsoperation o ist eine nichtkommutative
Untergruppe aller Bijektionen auf C und wird iiblicherweise als Aut(C) — Automorphismengruppe’ von (@
— bezeichnet. Diese Gruppe ist wegen Aut(C) = PGL(2,C) ein Spezialfall der projektiven linearen Gruppe.
Auflerdem ist Aut(C) isomorph zu SL(2,C).

Es stellt sich die Frage nach den Fixpunkten einer allgemeinen Mobiustransformation f. Ist f = id, so ist jeder
z € C ein Fixpunkt von f. Wir betrachten deshalb die verbleibenden Fille:

c=0: Mit f(z) = 2= Eap folgt:
—d#a z= d%a ist der einzige Fixpunkt.
— d=a, b# 0: Es gibt keinen Fixpunkt.
—d=a,b=0: f =id und jedes z € C ist ein Fixpunkt.
c#0: Es gilt

az+b
f(z)—cz+d—z(:>az+b—z(cz+d)

e 22+ d;caz - % =0
(a —d) £ /(a — d)2 + 4bc
2c
Es liegen also nach dem Fundamentalsatz der Algebra zwei Fixpunkte vor. Dabei ist die Wurzel aus
2z =re' als \/z 1= \/Fe%e erklirt (vgl. Beispiel 3.11).

S rz=212 =

Satz 3.7: (Sechs-Punkte-Satz).

Eine (von der Identitét verschiedene) Mobiustransformation f ist durch die Vorgabe von drei paarweise ver-
schiedenen Punkten z1, 23, z3 € C mit drei verschiedenen Werten f(zj) = wy € C eindeutig bestimmt.

Beweis

Eindeutigkeit: Sind f1, fo zwei Mobiustransformationen mit f;(zx) = wg, k = 1,2,3, k = 1,2, und 21 # 23 # 23 # 21.

Dann schlieBt man (fy ' o f1)(z1) = 2k, k = 1,2,3, d.h., f5 ' o fy ist eine Mébiustransformation mit drei
Fixpunkten. Daher muss f5 Lo f1 = id gelten, woraus f; = fo folgt.

Existenz: Leicht rechnet man nach, dass sich die gesuchte Moébiustransformation durch die Matrix

(w —ws  —wy(ws — wg)) ! (22 — 2y —z1(z0 — 23))

wo — W1 7’[1)3(102 — ’LU1) zZ9 — 21 723(22 — Zl)

repriasentieren lasst. Man beachte dabei, dass die zweite Faktormatrix die Mobiustransformation darstellt,
welche z1, 29, z3 auf 0, 1 bzw. oo abbildet, widhrend die zur ersten Matrix gehorige Mobiustransformation
0, 1, co auf wy, wy bzw. ws abbildet.

O
Spezielle M6biustransformationen:

1. Die durch f(z) := z—: gegebene Mobiustransformation bildet die obere Halbebene auf die offene Ein-
heitskreisschreibe ab. Einerseits ist f nach Satz 3.7 eindeutig durch die Vorschriften ¢ — 0, 0 — —1,

1 i—jr; = # = —i festgelegt. Andererseits bildet f die reelle Achse auf den Einheitskreis ab, denn

fiir z = o + 04 gilt:

flz) =2 = zz#ﬂ(acQ —1—22i) = |f(2)| = 25 V(22 — 1) + 422 = I21+1\/$4 — 222 + 14422 = 1.

Dass die obere bzw. untere Halbeben in die offene Kreisschreibe bzw. das Innere deren Komplements
iibergehen, folgt nun mit dem Offenheitsprinzip und der Orientierungstreue.

Tgriech.: a0T6C — selbst, popypr) — Gestalt, Form



Cartesisches Gitter im Definitionsbereich Verformtes Gitter im Bildbereich: w = 27
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Abbildung 3.2

2. Die fiir a,b € C mit |a|> — |b|> = 1 definierte M&biustransformation

f(z):= %j_‘g mit @ :=

Qo

bildet den Einheitskreis auf sich ab, wobei 0 in den Punkt a € B(0,1)\{0} iibergeht (vgl. auch Kapitel 5,

. . . . . L b 6 L a .
Automorphismengruppe des Einheitskreises). Mit o := —2 und €' := —£ gilt
_ _ 0 »_
fR) =" = a1 =€ a1

A e . 3 N ] 3 1ich - — 2 b — , j— —17/ 4
Krummliniges Gitter im Definitionsbereich ~ Verformtes Gitter im Bildbereich: w = Zzi&, a=2e"3 b= /3
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Abbildung 3.3

Beispiel 3.9: (Nichteuklidische Geometrie) — s. Kompendium, Band 2, ff. 82-83.

Beispiel 3.10: Sei f: C — C, 2z + 2", mit n € N, n > 1. Da f holomorph mit f/(z) = nz""1 ist, gilt f/(2) =0

genau dann, wenn z = 0. Also ist f in C\{0} lokal konform. Stellt man z in der multiplikativen Form re*® dar,
. 2kT
so gilt f(z) = r™e™?. Hierbei bezeichnen ey, = €' n , k=0,...,n— 1, die n-ten Einheitswurzeln (vlg. Blatt 0),

d.h., die Nullstellen des Polynoms z +— 2™ — 1. Speziell gilt:

n=2e=1¢e =€"=-1
0 y €1 Z-Q_Tr ) 14_77
n=3: 60:1,6126 3.,ey=¢€¢ 3,
iy ; i3 .
n=4e=1,e1=€e2 =i,eg=¢e""=—1,e3=¢€ 2 = — usw.
Schrinkt man f auf den offenen Kreissektor® Sy := {z € C\{0}| Zr < argz < W} ein, so ist g :=

flsy: Sk — C\Ry eine konforme Abbildung, denn: Ist z = re®¥ € Sj, dann ist 2" = r"e™? " > 0,

8lat.: sector — der Schneidende



ne € (2km,2(k + 1)7), also ist g: S, — C\R{ surjektiv. Wegen 27" = 25 = ng; = ng, (mod 2X) und

damit @1 = ¢ ist g injektiv. Da g~ wegen g # 0 existiert und holomorph ist, ist g konform.

3

Verformtes Gitter im Bildbereich: w = z

Cartesisches Gitter im Definitionsbereich
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Abbildung 3.4

Beispiel 3.11 (Komplexe Wurzelfunktion):
Zu f aus Beispiel 3.10 existiert also die Umkehrfunktion

= C\RY = Sk, 2z {/z,

welche k-tes Blatt oder k-ter Zweig der komplezen n-ten Wurzel’ genannt wird. Im Fall von k& = 0 spricht man
vom Hauptzweig der komplexren n-ten Wurzel. Dieser ergibt sich als Umkehrung der biholomorphen Funktion

f: S0 — C\R{,

welche sich auch fiir argz =0 ~
f:S:={2eCl0<argz< X} > C
bijektiv (und stetig) fortsetzen ldsst.

Krummliniges Gitter im Definitionsbereich Verformtes Gitter im Bildbereich: w = /2
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Abbildung 3.5
Mit z = re’# folgt
iﬁ {L/Fa Y — 07
Vz= {/ren —
Vem Yr, o —2m,

9at.: radix — Wurzel, Ursprung



d.h., es ergibt sich ein anderer Wert nach einmaligen Umlauf des Nullpunktes. Erst nach n Umldufen erhélt
man wieder denselben Wert, z. B.,

n=2r=1: L |
Es folgt insbesondere, dass {/- einen Sprung entlang der rellen positiven Achse hat.

Beispiel 3.12 (Riemannsche Fliche):
Im obigen Beispiel setzen wir n := 2 und definieren

fi:So:={z]0<argz<m} = C, zr 2%
fg:gl::{z|7rgargz<27r}%@, 2 22
Ferner setzen wir die beiden Funktionen zu einem biholomorphen

C, m<¢<2m,

f:C—
C, 0<p<m,

zusammen, welches C (grob formuliert) auf zwei Exemplare B; und By von C abbildet!'® Dies liefert die Rie-
mannsche Fliche Ry fiir f mit

By, m<p<om

f:C—= Ry, zm2%€ -
B, 0<p<m.

Riemannsche Flache von /- Riemannsche Fliche von /*
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Abbildung 3.6

Dann ist
[0,7], =z € By,

—1 .
=+ Ry —>C, 2z +/zmit arg/z €
! Ve R v BVz [r,27], 2z € Bs.

Bemerkung 3.13: Die Punkte 0 und oo sind sogenannte Verzweigungspunkte. Fin Aufschneiden lings einer
Verbindung von Verzweigungspunkten erlaubt ein eindeutiges Umkehren.

Beispiel 3.14 (Der komplexe Logarithmus'!):
Fiir die ganze Funktion f: C — C, z — €7, gilt f/(2) = e* = *™% = e%(cosy + isiny) # 0. Sei Ty, := {z €
C|2(k — 1)w < Imz < 2kn}, k € Z. Dann ist f: T — C\R{ bijektiv und daher nach Satz 2.29 biholomorph.

10Genauer gesagt, f bildet C in eine komplexe Mannigfaltigkeit — Mannigfaltigkeit mit biholomorphen Kartenwechselhoméomor-
phismen — ab. Auch fiir solche Abbildungen lassen sich die Begriffe der (Bi)holomoprhie und Konformitat erklaren.
Haltgr.: A\éyo¢ — Lehre, Verhiltnis, &ptfué¢ — Zahl.



Cartesisches Gitter im Definitionsbereich Verformtes Gitter im Bildbereich: w = exp(z)
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Abbildung 3.7

Analog zum Beispiel 3.12 kénnen wir auch hier eine Riemannsche Fliche mit Verzweigungspunkten 0 und oo
konstruieren, welche aber diesmal co-bldttrig ist. Also ist

f:C— Ry, zre®€ByfiurkeZmit 2(k—1)7 < Imz < 2k

biholomorph mit einer Umkehrfunktion f~! =: In, die wir als komplezer Logarithmus Ln bezeichnen.

Krummliniges Gitter im Definitionsbereich Verformtes Gitter im Bildbereich: w = Inz
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Abbildung 3.8

Fiir z = re' ist Lnz := Inr + ip mit dem Hauptzweig fiir 0 < ¢ < 27. Letzteren bezeichnen wir mit In und
bekommen die Identitdt Inz = In |z| 4+ i arg z.

%) |77r 0 nm 2 37
Ine? | —im 0 m 2m 3mi

Tabelle 1: Tabelle 3.1: Wertetabelle von In

Beispiel 3.15 (Trigonometrische!? Funktionen)
Wir definieren (vgl. Beispiele 1.9 (%)) mittels lokal absolut gleichm#Big konvergenter Potenzreihen die Sinus-'3
und Cosinus!*funktionen

oo L2541 oo 2
sin z 1= —1)Y) ——, cosz:= —1)7 ——.
2V Gy 2

R2griech.: Tpiywrov — Dreieck, uérpv - MaB
Bsanskrit: jiva — Bogensehne
14]at.: complementi sinus



Aufgrund des Identitétssatzes gelten die aus dem Reellen bekannten Additionstheoreme etc., z.B.,
sin(a + b) = sina - cosb + cosa - sind fiir a,b € C,
sin? z 4 cos? z = 1 fiir z € C,
e = cosz + isin z fiir z € C.
Ebenso gilt

eiz + e—iz eize—y +eye—i$
cosz = = = cosx coshy —isinz sinhy = cos(z + iy).
2 2 ——
#0

Fiir die Nullstellen der komplexen Kosinusfunktion gilt

=0 sin -
cosz =0« cos(z) . s Zl—igowbocosx:Oundy:()@z:%+k7r,k€Z.
y =0 oder sinz =0

Also stimmen die Nullstellen des komplexen Cosinus mit deren des reellen Cosinus {iberein. Analog zum Reellen
liegen weiterhin Periodizitit'® und Symmetrie! vor

cos(z+27m) = cosz, cos(—z) = cosz fiir z € C.

Sei
S:={zeClo<z<n}, S:=S8U{0}x(0,00))U{nm} x (—00,0)).

Cartesisches Gitter im Definitionsbereich Verformtes Gitter im Bildbereich: w = cosz
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Abbildung 3.9
Wir unterscheiden die folgenden Fille.
1. z=10,y € (0,00): cos z = coshy.
2. x=m,y € (—00,0): cosz = —coshy.
3. x=7%,y €R:cosz = —isinhy (insb., cosz = 0 fiir y = 0).

4. x € (0,7), y =b e R\{0}, cosz = u+ iv, u,v € R, u = cosx cosh b, v = — sin x sinh b:

u 2 Vo2
( coshb) + (m) =1, (Ellipsengleichung)
d.h. horizontale Segmente werden auf Ellipsen'” abgebidet.
5. z=a> 7%, yek:
cos z = cosacoshy —isinasinhy = u + v =

w N2 N . (Hyperbelgleichung)
(cosa) 7( ) 7

sin a

d.h. vertikale Geraden werden auf Hyperbeln'® abgebildet.

5griech.: mepiodol — Herumgehen

Baltgr.: cvppetpia — Ebenmaf

7griech.: EA\etypr{ — Mangel, Fehlen

8altgr.: vmepBorr — Ubertreffung, Ubertreibung



6. y=0, 2= (0,7) (vgl. 4.): cosz = cosz.

Die Abbildung f = cos: § — C\{z € C|Rez € (—00, —1] U [1,00) und Imz = 0} ist biholomoprh, da surjektiv
und die Nullstellen der Abbleitung f/(z) = —sinz in 2z, = nm, n € Z liegen. Also existiert eine eindeutige
Inverse f~!, welche wir Arcus'®cosinus nennen, mit arccos bezeichnen und wie folgt berechnen:

CET _Lry), sl

=Z=wxVw?—-1= arccosw =—ilnz = —In(w + Vw? — 1)

W = COSz =

Die Verzweigungspunkte lauten —1, 1, co. Zur Konstruktion der Riemannschen Fliche muss C lings (—oo, 1]
und [1, 00) aufgeschnitten werden.

Riemannsche Fliche von cos Riemannsche Fliche von arccos
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19]at.: arcus — Bogen



