FUNKTIONENTHEORIE, SS 2013 MicHAEL POKOJOVY

Beispiel 1 (Residuenkalkiil): Es gilt: [ qigzde = —5.

Verformtes Gitter im Bildbereich: w = 1z

Krummliniges Gitter im Definitionsbereich = T+2p
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Losung:
Wir wenden den Residuensatz auf das Integral [° f(x)dz mit f(2) := &%‘33 an. Zunéchst zeigen wir
aber, dass das Integral existiert. Unter Verwendung des Satzes von L’Hopital folgt fiir jedes o > 0
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Daher existert ein K, > 1 so, dass hﬁf <1 fiir z > K,. Aus Stetigkeitsgriinden besitzt die nichtne-
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gative Funktion z +— ein Maximum M, auf dem Kompaktum [1, K,]. Insgesamt gilt
In®z < Cha® fir z > 1

mit C := max{M,, K.}, woraus sich die Konvergenz des Integrals [;° f(z)da ergibt, denn
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Analog ldsst sich auch die Konvergenz von fooo Uli—;:)i"dx beweisen.

Sei R > 1. Wir betrachten das Gebiet
Gpr = BR(O)\({Z € C|Rez>0und [Imz| < £} UB (0)>

==

Kurve G mit positivem Umlauf, R =3




Fiir die folgende Integration setzen wir dGr aus I'1 := dGr N OBR(0), I'y :== 0Gr N 9B 1 (0) und
R
I's := 0GR\(I'1 UT'2) zusammen. Mit dem Residuensatz folgt dann

f(z)dz = 2mi - res,—_1 f(2).
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Unter Beriicksichtigung von f(z) = b°+b1(z+(11)12§2+1)2+“' ergibt sich
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weshalb
f(2)dz = 2mi + 27
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gilt. Die Ungleichung
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liefert fiir R — oo
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- f(Z)dZ § QWRW — 0 und - f(Z)dZ § E ( — %)3 — 0.
Nun gilt
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schlieffen. Zusammenfassung liefert fooo (1113%3 dz = —%, denn
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Beispiel 2 (Schwarz-Christoffel-Transformation):
Betrachte ein einfach zusammenhéingendes, polygonal berandetes Gebiet G in der komplexen Ebene.
Der Riemannsche Abbildungssatz impliziert, dass es eine konforme Abbildung f mit

f:{¢eC|Im¢ >0} > G
gibt, wobei die reelle Achse auf die Kanten des Polygons OG abgebildet wird. Hat das Polygon innere
Winkel aq,...,ay, so kann man f als Schwarz-Christoffel-Transformation
o) =k [ :
(€= a) /T (C — @)l (C — an)el

wéhlen, wobei K konstant ist und a; < as < --- < a, die Realteile der Eckpunkte des Polygons
bezeichnen. Beispiele:

d¢

e Abbildung der oberen Halbebene auf ein Dreieck mit den Winkeln 7a, 7b, w(1 — a — b):
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e Abbildung der oberen Halbebene auf ein Quadrat:

d¢ = VoF (\/z+—1; \/5/2),
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wobei F' das unvollstindige elliptische Integral erster Art bezeichnet.



