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12. Ubungsblatt

Aufgabe 12.1 Sei f: [0,1] — R differenzierbar. Fir f gelte f(0) = 0 und f'(z) < Af(z) fir
ein festes A > 0 und alle x € [0, 1]. Beweisen Sie, dass f(x) < 0 im ganzen Intervall [0, 1]
gllt Hinweis: Betrachten Sie die Hilfsfunktion g: = +— f(z)e™*%.

Aufgabe 12.2 a) Sei f: (—7,5) — R definiert durch f(z) := In(cos x). Berechnen Sie das
Taylor-Polynom zweiten Grades T, von f an der Stelle xo = 0 und zeigen Sie, dass fiir
0<z<7gilt

|f(2) = Ta(2)] < 32°.

Aufgabe 12.3 Entwickeln Sie die angegebenen Funktionen an der Stelle x = 0 in Taylorrei-

hen:

wIlro

a) fl:x’—)l-i-%’
b) forxz— (z— 1)+ (v +2)%+5,

c) farx— 1+
Beweisen Sie fir x — 0:

d) 2cosz =2 — 2?2 + o(x?),
e) xsin(Z) = O(1),
f) e —1=0(z).

Aufgabe 12.4 Bestimmen Sie denjenigen Punkt auf dem Parabelbogel {(z, p(x)) | z € [0, 3]},
p(r) = 3z — 2?, der den gréBten Abstand vom Ursprung hat.

Aufgabe 12.5 a) Es seien a,b € R mit a < b. Weiter sei f: [a,b] — [a,b] eine glatte
Funktion, fiir welche |f'(x)| < ¢ fiir ein feste ¢ € [0,1) und alle = € (a,b) gilt. Zeigen
Sie unter Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes, dass f genau einen Fixpunkt
in [a, b] besitzt.

b) Gegeben sei die Gleichung sin(z) = x2. Schreiben Sie ein Programm, um diese Gleichung
mit Hilfe des Newton-Verfahrens zu 16sen. Wéhlen Sie zy = 7 als Startwert und brechen
Sie die Iteration ab, sobald |f(z,)| < 107% oder |x,41 — x,| < 107° fiir ein n € N gilt,
wobei f(z) = sin(z) — z?.

Abgabe: Dieses Blatt ist fiir die selbststéindige Bearbeitung gedacht.



