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1. Finite Elemente fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Gebrauchliche Finite Elemente

Vorgelegt sei

—Au = gin ), (1-1)
u = - auf 0f.

Q) C R? sei ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand und strikter Ke-
geleigenschaft. Die Funktionen g und v mogen von €2 nach R abbilden.

Die zu (1-1) gehorige schwache Formulierung lautet
/Vu-Vvdx:/g-vdx Yo eV = Hi(Q) (1-2)
Q Q

bzw. mit
a:V xV —R,
a(u,v) = / Vu - Voudz,
b:V—>I§,

b(v):/gg-vdx

finden wir die sogenannte ,,Variationsgleichung “

a(u,v) =b(v) Yv eV = Hy(Q). (1-3)

1.1 Definition. u € V heifit eine ,,schwache Losung“ von (1-1), wenn u (1-3) erfiillt.

1.2 Bemerkung. Die Variationsgleichung (1-3) hat die gleichen Losungen u € V
wie die Aufgabe

1 1
F(v) = éa(v,v) —b(v) = /Q §\Vv\2 —g-vdr — Igéi‘l/l,

wobei F': 'V — R. Letztere Minimierungsaufgabe heifit ,,Variationsproblem “.

Man sucht also eine Funktion v mit v —~v € V = H}(Q). Dazu transformiert man
die Aufgabe (1-1) auf homogene Randbedingungen. Ist w = u — 7 eine Lsung von

—Aw = g+ Avin Q,w = 0 auf 09,
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4 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

so folgt
ulae = wlaa + V]aa = V]sa-
Ohne Einschrédnkung betrachten wir im Folgenden die Aufgabe (1-1) mit v = 0.

Das Galerkin-Verfahren zur Aufgabe (1-1) lautet dann: Sei V}, C V ein endlich-
dimensionaler Teilraum von V. Gesucht ist ein u, € V), mit

a(up,v) = b(v) Yv € V.

Die Finite Elemente Methode ist dann ein Galerkin-Verfahren fiir einen Ansatzraum
mit speziellen Eigenschaften.

Bei Ansétzen mit Vj, C V spricht man von konformen Finiten Elementen.

Sei nun Vj, € V mit Vj, = span{uy,...,u,} fir gewisse Funktionen u; € V, i =
1,...,m. Dann geniigt es

a(un, v) = b(v)
fir v =wu;, 1 =1,...,m, d.h. auf einer Basis von V},, zu fordern.

Fiir unsere Gleichung (1-1) folgt mit

m
Up = E CiU;

i=1

sowie der Definition von a und b sofort

/V(ch-uj) -Vu; —g-u;d(x,y) =0, i=1,....m
Q

Jj=1
bzw.

/ Z ¢;Vu, - Vu; — gu; d(z, y).
Qi

Wir erstellen also das lineare Gleichungssystem
Ac=r, AeR™™ ¢ reR™
mit
A = /Vuj~Vuid(:c,y), 1<i,j<m,
Q

T, = /g-uid(:p,y), 1<i<m.
Q
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 5

1.3 Definition. A heifit ,,Steifigkeitsmatrix“ und r heifit ,,Ladevektor “.

Wahl der Ansatzfunktionen bei Finiten Elementen

Man unterteilt das Gebiet {2 in sogenannte Finite Elemente durch eine Triangulie-
rung. Unsere vereinfachende Annahme sei dabei, dass 2 polygonal berandet ist, d.h.
der Rand 02 bestehe aus endlich vielen Geradestiicken.

1.4 Definition. Eine Zerlegung Qr, = {e1,...,epn} von 2 in Dreieckelemente heifit
,,zulassige Triangulierung®, falls Folgendes gilt:

i) Q= Ui\; €is

ii) Besteht e; Ne; aus genau einem Punkt, so ist dieser Eckpunkt sowohl von e;
als auch von e;.

iii) Besteht e; Ne; fiir ¢ # j aus mehr als einem Punkt, so ist e; N e; eine Kante
sowohl von e; als auch von e;.

h ist dabei die maximale auftretende Kantenlédnge.

1.5 Beispiel. Auf der nachstehenden Abbildung wird ein Beispiel einer Triangulie-
rung gegeben.

Abbildung 1: Triangulierung eines Gebietes Q2 C R?

Fiir die Losung elliptischer Probleme zweiter Ordnung wéhlt man im Allgemeinen
Finite Elemente in H'(Q).

1.6 Satz. Seik > 1 und sei ) C R? beschrinktes Gebiet mit zuldssiger Triangulie-
rung Qr, = {e1,...,em}. Bine Funktion v :Q — R mitv|,, € C%(e;), i=1,..., M
gehort genau dann zu H*(Q), wenn v € C*1(Q) gilt.

Beweis: Es geniigt den Fall £k = 1 zu zeigen. Fiir £ > 1 folgt die Aussage sofort aus
der rekursiven Anwendung auf die partiellen Ableitungen der Ordnung k — 1.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Sei v € C’(_) Fiir ¢ = 1,2 setzen wir w,z : @ — R, w(z,y) = Lo(z,y),

2(z,y) = y v(x,y), wobei auf den Kanten einer der beiden Grenzwerte gewihlt
werden kann. Ferner sei ¢ € C§°(£2) beliebig.

Mit der Greenschen Formel folgt

/Qsowd(x,y) = i/ dxy)
{ —v d(z,y) + /aej U, dS} :

M
7=1

Da v stetig ist, heben sich die Integrale {iber die inneren Kanten gegenseitig

auf. Aulerdem verschwindet ¢ auf 0€). Dies liefert

/Qsowd(x,y) = —Z/@g—ivd(w,y)

wobei n = (ng,n,).

Analog folgt

/cpzd(x,y): /—vd v e Cp°.
Q

Dies stellt aber zusammengefasst die Definition der schwachen Differenzier-
barkeit dar.

Sei jetzt v € H'(Q). Betrachte v in der Umgebung einer Kante und drehe die
Kante so um, dass sie auf der y-Achse liegt. Sie umfasse speziell das Intervall
[y1 — 0, y2 + d] mit y; < yo und & > 0. Setze

Y(a) = / o(z,y) da.

Uberdies sei nun v € C*(£2) angenommen. Dann folgt mit Cauchy-Schwarz

1 Y1
Y2

2

|Y(21) — ¢(9€2)|2 =

IN

d(z,y)| - vl

IN

|21 — 22| - Y1 — 2| - ||U||§11(Q)-

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 7

Wegen der Dichtheit von C*(Q) in H'(Q) gilt diese Aussage auch fiir v €
H'(9Q). Also ist die Funktion z — 1 (z) stetig bei Null.

Da y; und ys beliebig gewéhlt sind und der Bedingung y; < y, geniigen, muss
die stiickweise stetige Funktion v auch auf der Kante stetig sein.

OJ

1.7 Bemerkung. Gilt fiir den Ansatzraum V}, die Inklusion V,, ¢ C*(Q), k =0, 1, 2,
so spricht man von C*-Finiten Elementen oder kurz C*-Elementen.

Es sei e, das p-te Element der Zerlegung (g, = {eq,...,en} des Grundgebietes
mit den Ecken p’ = (z;,5,), P’ = (2;,45), P" = (21, y1)-

A A

\4
4

Abbildung 2: Transformation auf ein Referenzdreieck et = {(£,7)|0 < &,n,6+n < 1}
Betrachte die Transformation
x Zi Tj—Ti Tk — T4 3 Ri(&.m) )
— + J . = = R s . (1-4
(y) (y) (yj—yi yk—yi) (n) (R2(§,n) (&m). (14
Die Abbildung R ist affin linear und invertierbar. Offensichtlich gilt R(0,0) = p’,

R(1,0) = p?, R(0,1) = p*. Diese Transformation bildet das Referenzdreieck e auf
das Dreieck e, ab.

Lost man (1-4) nach ( f} ) auf, so hat man

(&) =sten= (202

mit affin linearen Funktionen g1, ¢go in x und y.
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8 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Isoparametrisches Prinzip

Ist p(¢,n) eine Basisfunktion auf e®, so ist p(g1(z,y), g2(z,y)) = plg(x,y)) eine
Basisfunktion auf e,,.

Unser Ziel ist es, auf jedem Dreieck e;, 7 € {1,..., M} geeignete glatte Funktionen
so vorzugeben, dass global auf 7, = Uf\il e; eine C*-Funktion (k = 0,1,2,...)
entsteht. Priiziser: man setze die Funktionen auf dem Referenzdreieck e mit den
Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0) an und benutze das ,,isoparametrische Prinzip“.

Konstruktion von C’-Elementen mit Polynomen
Wihlen den Ansatzraum

Vi, = {u € C’°Q)| ul, ist ein Polynom mit
deg(ule,) <mi=1,..., M und ulgqg = 0}.

Sei P.(T') = {u:T — R|u Polynom mit deg(u) = r}. Dann gilt fiir I C R?

dim P,(T) = ) i = w

i=1

Somit erhalten wir 3, 6 bzw. 10 Freiheitsgrade fiir lineare, quadratische bzw. kubische
C°-Elemente. Man bendtigt also ,,geeignet gesetzte“ 1(r + 1)(r + 2) Knoten im
Referenzdreieck bei C°-Elementen mit Polynomen vom Grade 7.

1.8 Bemerkung. Sei u ein Polynom mit deg(u) = . Wendet man eine affin lineare
Transformation an und driickt v in neuen Koordinaten aus, so erhilt man wieder
ein Polynom vom Grad r. P.(I") ist invariant unter R, d.h. R(P.(I")) C P.(R(T)).

1.9 Lemma. FEs seien €, € benachbarte Dreiecke einer Zerlegung mit einer gemein-
samen Kante K und die Polynome w, u mit deg(u) = deg(a) = r stimmen auf
(r + 1)-Punkten p*,...,p" € K diberein, dann ist die Funktion

o) ={ B0 EEG (-5

auf eU e stetig.

Beweis: w, @ sind Polynome vom Grad r in 2 Variablen. Also sind u|x und 4|x
Polynome vom Grad 7 in einer Variablen. Betrachte d = u|x — 4|x. Es folgt d = 0,
dad(p’)=0,i=1,...,r+1gilt und d ein Polynom vom Grade r in einer Variablen
auf K ist.

Dies motiviert eine Knotenverteilung wie in der Abbildung 3.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 9

Abbildung 3: Knotierung fiir lineare, quadratische und kubische C°-Elemente.

Man konstruiert nun zu diesen Knoten p',...,p"", N, = Z(r+1)(r + 2), eine Funk-
tionenmenge fi,..., fy, mit

fi') = by, 1<4,5 <N, (1-6)

Man spricht von Lagrange-Elementen, wenn in (1-6) nur Funktionswerte vorgege-
ben sind. Man spricht von Hermite-Elementen, wenn statt (1-6) Funktions- und
Ableitungsvorgaben gemacht werden.

r = 1: Es handelt sich hier um lineare Finite Elemente mit N = 3 und e = ef* mit
Knoten

pl = (1>O>7 p2 = (O? 1)7 p3 = (070)

und Funktionen

fi&n) =¢&, fa(§m) =, f3(§,m) =1 = —n.

Dabei stellen fi, fa, f3 eine nodale Basis auf e® dar.
r =2: Es ist N = 6. Wir sprechen dabei von quadratischen Elementen auf e = ef?

mit Knoten

= (1>O>7 p2 = (07 1)7 p3 = (0>O>7

pl
p4 (1/27())’ p5 = (071/2>’ pG = (1/271/2)

und Funktionen

fil§m) =826 —1),  fa(&,n) =n(2n - 1),
f3(&m) =1 —=&—=n)(1—=26—2n), fu&n)=41-&—n),
fs(&n) =41 —=&—mn),  fe(&,n) = 4én.

Dabei gllt deg(fl) = 27 L= 17"'767 fl(p]) = 044, 1 < Z).] < 67 d.h. f17"'7f6
ist eine nodale Basis auf e’.

(r > 2 entsprechend): Durch eine geeignete Festlegung der Knotenstellen ist sicherge-
stellt, dass sich die geméaf des isoparametrischen Prinzips konstruierten Funk-
tionen auf e, zu einer stetigen Funktion auf Uf\il e; = () zusammensetzen
lassen. Wie bei dem Referenzdreieck treten fiir » = 1 alle Eckpunkte der Tri-
angulierung und fiir r = 2 alle Eckpunkte und Kantenmitten als Knoten auf.

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



10 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

KP KF

Ein fairer Vergleich zwischen linearen und quadratischen Finiten Elementen
benutzt aus diesem Grund die halbe Gitterweite.

&P &7

Lineare FE mit /2 Quadratische FE mit h

Weitere Finite Elemente mit Hermite-Interpolation lassen sich wie folgt defi-

nieren.

) Kubisches C°-Element (N = 10) (b) Quintisches C'-Element (Agyris-
Element) (N = 21)

Abbildung 4: Elemente mit Hermite-Interpolation

Dabei haben wir die folgende Bezeichnung verwendet:

® — Vorgabe der Funktionswerte und des Gradienten (d.h. 3 Vorgaben pro
Punkt)

e — Vorgabe des Funktionswertes

— Vorgabe des Funktionswertes, des Gradienten und der Hesse-Matrix (6
Vorgaben pro Punkt)

| — Vorgabe der Normalenableitung

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 11

0

1.10 Bemerkung (Agyris-Element). Betrachtet man die Restriktion von ¢ €
Ps(e) auf eine Kante K, von e, so sind in den Ecken die Werte bis zur zweiten
Ableitung vorgegeben (2 x 3 = 6 Vorgaben).

Somit ist die Hermitsche Interpolationsaufgabe in Ps(K,) eindeutig losbar. Der An-
satz h(t) = Z?:o a;t' hat somit 6 Freiheitsgrade. Also hat man die Stetigkeit der
Funktion auf K, und die der tangentialen Ableitung. Ferner ist die Normalableitung
ein Polynom vierten Grades.

©

8 /

Restriktion auf die Kante Restriktion auf die Ecken
(5 Vorgaben)

Diese ist an den Ecken mitsamt der ersten Ableitungen und in den Seitenmitten ge-
geben. Da das zugeordnete eindimensionale Interpolationsproblem mit 5 Freiheits-
graden korrekt gestellt ist, hat man auch die Stetigkeit der Normalableitung.

Wir skizzieren nun kurz den weiteren Weg bei C°-Lagrange-Elementen.

Es sei €, = {e1,...,em}. Nach Konstruktion auf dem Referenzelement erhilt man
Knotenpunkte p!, ..., pMr € Q7 und Funktionen u; : Q7, — R mit

[ ] uz(p]>:51],1§’l,j§Mf,
e uecC(Qp),
o uly P (e, j=1,...,.M

mit zugehérigem Ansatzraum Vr, = span{uy, ..., up, }. Die Funktionenmenge {u;}i=1,... u,
heifit ,,nodale Basis*.

1.11 Bemerkung. Gemi$ Satz 1.6 mit v = u; folgt sofort u; € HY(Q) fiir [ €
{1, .. .,Mf}, d.h. VTh cV= HOI(Q)

In unserem Fall erhilt man das Gleichungssystem
Ac=r, AeRMiMr ¢ recRMs
mit

A = /Vuj-Vuid(x,y), 1 <i,j <My,
Q

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



12 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

v, = /g~uid(x,y), 1 <i< My.
Q

Mit gg, = Zj]\ifl g(p")u; und Qg = Y, ¢ bleiben damit die Integrale

/Vul- -Vu; d(z,y), /uZ cujd(z,y), 1<14,7<M; (1-7)
auf einem Dreieck e zu bestimmen.
1.12 Beispiel (r = 2, Ny = 6). Es sind dann die Integrale

Sik = /eVuij Vugd(z,y), 1<jk<N, N,= %(r—i— 1)(r+2)

von Null verschieden.

B,

Abbildung 5: Knotennummerierung im Dreieck e

Die symmetrische Matrix S’ = (Sj3)1<ix<n, ist beim Aufbau der Gesamtmatrix A
auf die Untermatrix

Ai17i1 Ailﬂé s AilyiNr
Ai27i1 Ai27i2 Ai2yiNr
AiNrﬂi AiNTJé AiNr7iNr

aufzuaddieren.

Bei der Berechnung des zweiten Integrals in (1-7) tritt an die Stelle von S! € RN»Nr
die Matrix M' € RN wobei

(Ml)jk:/uij'uikd(xvy)v 1§]7k§Nr

Erweiterung des Grundkonzepts auf Gebiete () mit glattem Rand
Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Bei linearen Finiten Ele-
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 13

o)

h

Q

Abbildung 6: Polygonale Approximation €27, von €2

menten dndert sich bei glattem Rand die Ordnung des Fehlers nicht, d.h. es gilt
|u —up| g < C - h, falls u € H*(Q).
Bei quadratischen Finiten Elementen gilt jedoch

|u — up|| < C-h?, falls u € H*(Q2) und Q polygonal berandet,
e R*2, falls u € H3(Q) und © beschriinkt und glatt berandet.

Die lineare Randapproximation fiihrt also bei quadratischen Finiten Elementen zu
einem Verlust in der Konvergenzordnung. Dieses Problem lésst sich aber iiber iso-
parametrische Elemente umgehen. Die Idee ist es, die Transformation R des Refe-
renzdreiecks bei Randelementen geeignet zu modifizieren.

A (:L‘Qa yZ)

n Y
1 N

R (26, Ys)

<— Parabelstiick
(56’37 ys)
(3517 yl)

0 1 3 T

Abbildung 7: Transformation R

1.13 Beispiel (Quadratische Finite Elemente, r = 2, Ny = 6). Setze fiir
quadratische Elemente an:

Y Y3 Y1 —Ys Y2 — Y3
ZL‘G—(I‘1+ZL‘2)/2) ~
+ 4én =: R(&,n).
( Ye — (Y1 + y2)/2 & (&)
R ist in (&,7) ein Polynom vom Grade 2 mit

R(0,0) = ( zj ) R(0,1) = ( Z ) R(1,0) = ( zi ) R(1/2,1/2) = ( Zf )

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



14 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Sind ( xl ) und ( ?22 ) Randpunkte von 2, so kann man natiirlich den Rand
2

Y1
durch eine Parabel besser approximieren als durch eine Gerade. Dies fiihrt letzlich

7u
| — up|| ;e < C - b2,

falls u € H3(Q) gilt und © C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand ist,

d.h. zur optimalen Ordnung quadratischer Finiter Elemente bei isoparametrischer

Randapproximation.

b) Das Stokes-Problem

Die Gleichung von Stokes beschreibt die Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit
in einem Korper. Im zweidimensionalen Raum lautet sie

—Aul —+ @ = f1 in Q,
8361
_AU,Q + ((?—;)2 = f2 in Q, (1—8)
. 8u1 8u2 .
d =—4+— = Q
wu s + s 0 in €2,
u = wug auf 0€,

wobei Q C R? ein Gebiet ist. Es ist u = (u, us) : Q — R? das Geschwindigkeitsfeld
und p : Q — R der Druck.

Damit zu den Randdaten wg iiberhaupt eine divergenzfreie Stromung exisitieren

kann, muss
/ u0~ndS:/ u~ndS:/divudx:O
o9 o9 Q

gelten. Betrachte deshalb den Fall uy = 0, d.h. homogene Randwerte.

1.14 Definition. Die Funktionen u € C?(Q,R?) N C°(Q,R?), p € C1(Q), die (1-8)
erfiillen, heilen klassische Losung des Stokes-Problems.

1.15 Bemerkung. Der Druck p ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Man benutzt in der Regel die Normierung fQ pdx = 0.

Variationelle Formulierung von (1-8)

Sei v = (¢1,92) € C§(Q,R?). Multipliziert man die ersten zwei Gleichungen in
(1-8) mit ¢ skalar in L?(Q2) und addiert die resultierten Gleichungen auf, so ergibt
sich

0 0
/ —Auy -1 + —90s01 dzx +/ —Aus - g + —SOQOQ der = / fip1 + fapa da,
Q 81‘1 Q 81‘2 Q

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 15

was zu
ap / 6u1
Vu -V 1 d — ds
/Q u1 ot 8371('01 v a0 On \"‘:
ap 6u2
: Zod —= ds = d
—i—/ﬂvuz V902+8x2902 T+ o 0N vy dS /Qf1901+f2¢2 x
und daher auch zu
0 0
/Vu1-V901+Vuz-Vg02dx—/pﬂ+pﬂdx
O Q 81‘1 81‘2
Z/f1901+f2¢2d5€
Q

aquivalent ist.

Gilt ferner div ¢ = 0, so folgt

/Vul-Vg01+Vu2~V<p2dx:/f1901+f2¢2d5€
Q Q

fir alle ¢ € C5°(Q2) mit dive = 0.

Sei nun (H}(Q))? = H}(Q) x HL(Q). Da die Einbettung C§°(2, R?) C H(Q) dicht
und das Funktional (Vu, V-) — (f,-) auf H}(Q) stetig ist, folgt

/Vu1-VgolJrVuQ-Vstdx:/f1901+f2¢2d$
Q Q

fiir alle o = (@1, 2) € Hy(Q) mit dive = 0.
Schwache Formulierung

Es sei Vo = {z € H}(Q) | div z = 0}. Ferner seien

2
a:VyxVy— R, (u,v)H/ZVui~Vvidx,
Q=1

2
b: Vo — R, UH/Zfividx.
Q=1
Gesucht ist ein ug € V) mit
a(u,v) =b(v), Yvel,. (1-9)

Es lasst sich zeigen, dass die Bilinearform a stetig und Vy-elliptisch ist und b stetig
ist, falls Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand ist. Damit

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



16 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

sichert der Satz von Lax und Milgram die Existenz einer schwachen Losung von

(1-9).

Das Galerkin-Verfahren zu (1-9) lautet nun: Sei Vg, C Vj ein endlich-dimensionaler
Teilraum von Vj. Suche dann ein u, C V4, mit

a(up,v) =b(v), Vv e Vyu.

Es sei Qr, ={eq,...,enm}. Setzt man

Vor = {u= (ur,ua) € C(Qp,,R*) | wple, € Prle;), k=1,2,i=1,.... M
und divu = 0},

so lésst sich zeigen, dass der Raum V) ;, nur die Nullfunktion enthélt. Fiir die Numerik
benotigt man also einen anderen Ansatz!

Variationelle Formulierung
Vorgelegt sei
dp

_Aul_'_— = fi7 i:1727
a.CCZ'
8U1 8U2 . 2
—+— = 0inQCR
81‘1 + 81‘2 i =

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen

u = 0 auf 0.
Ist o = (1, p2) € C°(L,R?) und ¢ € C§°() mit [, dz =0, so folgt

0 0
/ — Ay + 2oy da + / —Augpy + Loy d = / frer + fapo da,
Q Oz, Q oze Q

woraus sich

= 2
;/Qvui'v(pi_paxidij/Q@—n%dS_;/ﬂf“pzdx

und wegen @|aq =0

2 2
8801‘
Z/vavwi—paxi dx:/QZfisoidx
i=1 i=1

ergibt. Wir multiplizieren nun die zweite Gleichung mit ) und finden

0ui 0u2 .
/Q (8.T1 _'_0—562) wdl’—o
—————

=divu
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 17

Setzt man nun
Vo= (Hy(Q)* = Hy(Q) x Hy(Q),
W = L}Q) = {qge L*(Q)] /quzo}.
0
Aufgrund der Dichtheit von C§°(Q,R?) x D, D = {v € C*(Q,R) | [,vdz = 0}, in

(H3(Q))? x L2(Q) sowie der Stetigkeit obiger Funktionale in der Topologie letzteren
Raumes folgt

2 2
/ ZVuZ- Vv, —p-divede = / Zfivi dz, Vv = (v1,1) € (Hy(Q)*=:V,
0 05

i=1

—/divu~wdx = 0, Ywe LI(Q)=W.
Q

Wir definieren lineare Abbildungen
a:VxV — R,

2
a(u,v) = /ZVui-Vvidx,
Q

i=1

b:VxW — R,
b(v,q) = —/ divu - gdx
Q

und erhalten die folgende Problemstellung: Gesucht ist ein (u,p) € V' x W mit

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) fir allev eV, (1-10)
b(u,q) = O fur alle g € W.

1.16 Definition. Die Aufgabe (1-10) heifit die ,,Sattelpunktgleichung fiir das
Stokes-Problem.

Eine Losung (u, p) von (1-10) ist eine klassische Losung des Stokes-Problems (1-8),
falls u € C%(Q, R?) und p € C1(9).

1.17 Bemerkung. Jede klassische Losung der Sattelpunktgleichung (1-10) ist eine
klassische Losung von (1-8).

Sattelpunktprobleme

Wir wenden uns jetzt den Variationsproblemen mit Nebenbedingungen zu. Seien V
und W Hilbert-Rédume und

a:VxV-oR b:VxW-=R
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18 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

seien stetige Bilinearformen, d.h.
la(u, v)| < Gilully - [lvllv,  Vu,0eV

und

b(v, @) < Calvlly - llllw, VueV,geW.

Betrachtet sei das folgende Variationsproblem: Gesucht sind ein u € V sowie ein
p € W mit

a(u,v) +blv,p) = F(v), Yve, (1-11)
bu,q) = G(p), YgeW

mit ' € V' und G € W', wobei V' und W’ die Dualrdume von V bzw. W (d.h.
die Réume stetiger linearer Funktionale auf V' bzw. W) bezeichnen. Ferner sei Z =
{veV|b(v,q) =0,Yq € W}. Es ist leicht zu sehen, dass Z C V' abgeschlossen ist.

Das Variationsproblem héngt eng mit folgender Extremwertaufgabe zusammen: Ge-
sucht wird in V' das Minimum von

R(v) = a(v,v) — 2F (v)
unter den Nebenbedingungen

b(v,y) = Gly), YyeW.

Die zur Extremwertaufgabe gehorige Lagrangefunktion J : V x W — R wird durch

Jv,w) = R(v)—2(G(w) — b(v,w))
= a(v,v) + 2b(v,w) — 2F(v) — 2G(w)

gegeben.

1.18 Definition. Ein Punkt (v*,w*) € V' x W heift ein Sattelpunkt von J, falls
J(v*w) < Jw*w*) < J(v,w")
fir allev e V und w € W gilt.

Es gilt nun die folgende Charakterisierung;:

1.19 Satz. (v, w*) € V. x W erfillt

a(v',z) + b(x,w*) = F(x), VzeV,
b(v'y) = Gly), VyeW

genau dann, wenn die Sattelpunkteigenschaft
Jw*w) < J*w) < J(v,w*), YveVweW (1-12)
qgilt.
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 19

Beweis: s. Ubungszettel. U

Wir kehren nun zur Analyse des Sattelpunktproblem (1-11) zuriick und nehmen
zundchst G = 0 in (1-11) an, d.h. v € Z. Dann wird w in (1-11) bestimmt durch:
Gesucht ist ein v € Z mit

a(u,v) = F(v), YveZ. (1-13)

(1-13) ist korrekt gestellt (vgl. Satz von Lax und Milgram), falls a koerziv auf Z ist,
d.h.
a(v,v) > a|jv|}, Yve Z

Im Falle des Stokes-Problems haben wir

a(u, v) :;/ﬂvui-wid(x,y), V = (H} Q).

Da a'(u;,v;) = [, Vu; - Vo;d(z,y), i = 1,2, koerziv auf Hj(2) (vgl. Analyse der
Poisson-Gleichung) ist, ist die Bilinearform sogar koerziv auf ganz V.

Der Fall G # 0 kann auf den Fall G = 0 zuriickgefithrt werden. Sei dazu ug € V
irgendein Element mit b(ug, q) = G(q) fiir alle ¢ € W, d.h. uy € Z. Zerlege dann u
aus (1-11) geméB u = u; + up und finde

b(u,q) =bur,q) + blug,q) =G(q), YgeW,
=G(q) VgeW

was mit

b(ui,q) =0, VgeW,
d.h. u; € Z, dquivalent ist. Nun gilt

a(u,v) +b(v,p) = alug,v)+ a(ug,v)+ b(v,p)
F(v), YvelV.

Fir v € Z gilt
b(v,p) =0, YveZ

und somit
a(uy,v) = F(v) — a(ug,v), Vv € Z. (1-14)

(1-14) ist wieder von der Form (1-13).

Wir betrachten also im Folgenden ohne Einschriankung die Aufgabe

a(u,v) +blv,p) = F(v), YveV, (1-15)
bu,q) = 0, VgeW.
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20 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Damit ist u als die Lésung von
a(u,v) = F(v), YveZ
gegeben. Wir setzen dieses u € Z in die erste Gleichung in (1-15) ein und erhalten
b(v,p) = —a(u,v) + F(v), YveV. (1-16)
Die Korrektgestelltheit dieses Problems erfordert einen neuen Typ von Koerzivitét.

Wir betrachten die Bedingung

8- ol < sup ﬁ ”p) vp e W (1-17)

fiir ein B > 0. Letztere Ungleichung heifit ,,Babuska-Brezzi-Bedingung“ oder kurz
BB-Bedingung.

Fiir die Motivation betrachten wir eine koerzive Bilinearform a : V' x V — R, d.h.
a(v,v) > 9|lvf*, Vv eV

Dies impliziert

a(v,v) < sup a(w,v)_
lollv: ™ wev [lwllv

Diese Ungleichung legt nun fiir b: V' x W — R die Bedingung

Melly <

b(w, p
ol < sup L2
[[]lv
nahe.
Unser Problem (1-16) ist von der Form
b(v,p)=F(v), veV (1-18)

mit F(v) = —a(u,v) + F(v). Ferner gilt fiir alle v € Z:

F(v) = —a(u,v) + F(v) = b(v,p) =0,

da u die Gleichung (1-15) 16st. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Lésung von (1-
18) unter der Bedingung (1-17). Seien pi,ps € W zwei Losungen von (1-18). Setze
p=p1 —ps € W. Dann gilt

b(v,p) = b(v,p1) — b(v,p2) = F(v) — F(v) =0, YveV.

Mit der Babuska-Brezzi-Bedingung folgt

. w,p
Bliplw < sup 2P g
wev ||w|lv

und somit ||p||lw = 0, d.h. p; = ps. Des Weiteren lésst sich auch die Existenz einer
Losung zeigen. Man erhélt also:
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 21

1.20 Lemma. Vorgelegt sei das Variationsproblem (1-11) mit stetigen Bilinearfor-
men a und b. Gilt die Babuska-Brezzi-Bedingung (1-17), so hat das Problem

b(v,p) = —a(u,v) + F(v), YveV
genau eine Losung p € W.

Diskrete gemischte Formulierung

Seien nun V;, C V und W, C W. Wir betrachten jetzt die Aufgabe: Finde ein
up € Vp, und pp, € Wy, mit

a(up,v) +b(v,pp) = F(v) fir alle v € Vj, (1-19)
b(up,q) = 0 fir alle ¢ € W),

Analog zum kontinuierlichen Fall setzen wir
Zn ={v € V| b(v,q) =0 fiir alle ¢ € W,}.
Nun ist (1-19) dquivalent zum Folgenden: Bestimme ein u;, € Zj mit
a(up,v) = F(v), Yv € Z, (1-20)
und finde dann ein p, € W), mit
b(v,pn) = —alup,v) + F(v), Yv eV, (1-21)

Wiére Z;, C Z, so konnte man Ceas Lemma anwenden, um |[u — uy||y aus (1-20)—
(1-21) abzuschétzen. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall und wir benotigen eine
entsprechende Verallgemeinerung von Ceas Lemma.

1.21 Lemma. Seien V und V,, Unterrdume eines Hilbertraumes H. Es sei a eine
stetige (nicht notwendigerweise symmetrische) Bilinearform mit einer Konstanten
C > 0 auf H, welche koerziv auf V}, ist, d.h.

Mol < alv,v), Yo € Vi
Ferner lose uw € V' die Aufgabe
a(u,v) = F(v), YveV
mit € H ={R: H — R|R linear und stetig } und u, €V}, lise
a(up,v) = F(v), Yv €V,
Dann gilt

cy . 1 a(u — up, w
| —up|lg < <1+—) inf ||u—v|g+— sup M
v/ eV Vwevifoy  llwllm
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22 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Beweis: Die Koerzivitit von a, d.h.
7”””%1 < CL(U,?}), Vo € Vh7

impliziert
a(v, v) < sup M Yv eV,

vz~ wevingor  wlla

Yol <
Sei nun v € V}, beliebig. Es folgt

lv —unlla < flu=ollg + v =unlla

1 a(v — up, w

Yweviniy  llwlla
1 a(v —u,w a(u — up, w
gt L s Al e w)
Y \wevirioy il wevinoy  llwlla
C 1 a(u — up, w
< Ju—=vllg+—=|lv—ullg+— sup M, Yv € Vy,
Y Y weVy\{0} [w|| &
woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. 0

In unserem Fall wenden wir das Lemma 1.21 an mit v = o, H = (Hj(Q))?> =V,

Z =V, V, = Z, und finden

C\ . 1 a(u — up, w
lu — uply < <1+—) inf |u—v|y+— sup M, (1-22)
(e VEZR

@ wez\foy  llwllv

falls al|v||3 < a(v,v) fiir alle v € Z, gilt. Wir analysieren nun den hinteren Term in
(1-22). Ist w € Zp, so gilt

a(u —up,w) = a(u,w) — alup, w)
= a(u,w) — F(w) = —b(w,p)
= _b(w7p) + b(w7 Q) = _b(w7p - q)7 VQ € W.
——
=0, da geW},

Die Stetigkeit von b liefert ferner
b(w,p—g)| < C - [lwllv - [lp — qllw-
Da g € W), beliebig war, folgt
|a(u — up, w)| < |b(w,p—q)| < C-[lwllvlp—qllw, Vg€ W,

d.h.
la(u — up, w) < C - ||w||y Inf lp — qllw
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 23
Einsetzen in (1-22) ergibt die Abschétzung

C C
— <([1+ —) inf — — - inf - . 1-23
o=l < (1) inf ol + S iyt -l (0229

Das Resultat (1-23) ist als ,,Brezzi-Theorem” bekannt.
Der Hauptpunkt in der Abschitzung (1-23) von Brezzi ist, dass die Giite der Abschétzung

nur von der Approximation der Réume Z;, und W) sowie der Babuska-Brezzi-

Bedingung
b(v, p
B+ pllw < sup ( ),
vev [[vflv

Vpe W

abhéngt.
Konvergenzresultate fiir das Geschwindigkeitsfeld
Es sei Q C R? ein beschrinktes, polygonal berandetes Gebiet. Zu einer Triangulie-
rung Qr, = {ey,...,en} von €2 seien
VD = v = (vi,0) | vile, € P(er),i=1,2,k=1,..., M,

Ui\aQTh =0,i=1,2},
W}Z) ={w| wl, € P Nex),k=1,.. .,M,/wdg; =0}
Q
fiir v > 2 mit Vif) € V= (H}()? und Wie) € W = L2(Q), wobei L2() = {u €
L?(Q)] [, udz = 0}. h sei die maximale Kantenlinge der Triangulierung. Es sei nun

{Qq, }r>0 eine Familie von Triangulierungen von 2 mit maximaler Kantenlénge h,
welche nicht entartet sei, d.h. die Maximalwinkelbedingung

sup{ay, €ex|k=1,.... M} <a< g, 0<h<hg
sei erfiillt. Dann gilt die Abschétzung

lu = unllrr@pe < C R ([[ullgrioz + pllar@)
falls (u,p) € (H™1(Q))? x H™ ().
Konvergenzresultate fiir den Druck

Seien V;, C V, W, C W und Z, = {v € V,,|b(v,q) = 0,Vq € W}, }. Bestimme ein
up, € 2y, mit
a(up,v) = F(v), YveZ,

und berechne dann p, € W) mit

b(v,pr) = —alup,v) + F(v), Yv e V. (1-24)
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24 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Es bleibt also die Losbarkeit von (1-24) in Vj,, h > 0, zu analysieren. Fiir jedes feste
h > 0 bendtigen wir die Bedingung

b(v, )
B - |lgllw < sup 1o q>|, Vg € W), mit 3, > 0.
vevi, |[vllv

Fir die Losung von (1-24) zu 0 < h < hy bendtigt man die sogenannte ,, Infimum-
Supremum-Bedingung”

b
0<p:= inf supM

, (1-25)
Wi vev;, [0llv - llgllw

um die eindeutige Losbarkeit von (1-24) fiir 0 < h < hg zu sichern. Die Norm von (p—
pr) ldsst sich dabei folgendermaflen abschitzen. Man diskretisiert das kontinuierliche
Problem: Gesucht ist ein (u,p) € V' x W mit

a(u,v) +blv,p) = Fv), Yve,
bu,q) = 0, VgeW
durch ein Galerkin-Verfahren: Finde ein (up, py) € Vi, x W), mit
a(up,v) +b(v,pp) = F(v), YveV,CV,
b(up,q) = 0, YgeW,CW
und geht danach wie folgt vor.

Substitution der ersten Zeilen liefert dann
a(u —up,v) +b(v,p—pp) =0, YveV,

was mit
b(v,p —pn) = —alu —up,v), YveV, (1-26)

gleichbedeutend ist. Ist nun ein ¢ € W), beliebig gewéhlt, so folgt mit (1-25) und
(1-26)

bU7CI—ph
Blg—pll < sup ALl
vEVh ||U||V
b — b —
= sup | <U7p ph)+ (U7q p)’
vEV) HUHV
_ _ b _
L |0 w0) + 00— p)
vEVh [vllv

Cillu —upllv + Collq — pllw
C (||u — 'Lbh”v + HC] — pr) s C = max{Cl, 02} (1—27)

IN A

fiir alle ¢ € Wj. Wir erhalten dann fiir ¢ € W),

lp—pullw < llp—dllw + llg¢ — pallw
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 25

C
< lp—dllw + 7 (lu = unllv + llg = pllw)
und somit die Abschéitzung
C C
_ < 2y — = i — _ .
o=l < lu=wly+ (1+5) int lo-alw. (@29

Ferner lasst sich die Giiltigkeit von

inf lp—alw <C -2 pllu@

(r
qEWTh

mit W};) ={w| wl, € P Yep),k=1,..., M, [ywdr =0}, r > 2, zeigen.
Geeignete Finite-Elemente-Riume V), und W,

Das Taylor-Hood Element zu einer Triangulierung Qp, = {eq, ..., en} lautet

VD = {v = (v1,v3) |vile, € P2er),i=1,2,k=1,..., M,
vi|8QTh = 072 - 17 Q}a

W}i) = {w|wl., € P'(e), k= 1,...,M,/wdx:0}
0

7 7
1 1
0 1 ¢ 0 TG

Geschwindigkeit u Druck p

Abbildung 8: Knotenverteilung des Referenzdreiecks eft

Fiir das Taylor-Hood-Element kann man die Infimum-Supremum-Bedingung

b
0 </6: mf sup M
aWi ey, 0]y - [lgllw

nachweisen. Insgesamt gilt fiir nichtentartete Triangulierungen eines polygonal be-
randeten Gebietes (2 die Abschétzung

lw = unl| @z + 1P — pullrzey < C - B (JJull sz + ol r2e)
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26 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

falls (u,p) € (H?(Q))? x H*(Q).

Die numerische Variante des Taylor-Hood-Elementes lautet: Es seien
O, = Wy, = Wy
Ty {ela"'aeM}a h T *

Ferner sei €, , diejenige Triangulierung, welche sich aus {7, ergibt, wenn jedes
Dreieck e durch Teilung an den Kantenmitten in vier dazu kongruente Dreiecke
zerlegt wird (siehe Abbildung 9)

(a) e € Qp, (b) e=U}_et € Qr, ,,

Abbildung 9: Dreiecke aus Qr, bzw. Qr, P

Setzt man V, = VT(i/)w so erweist sich auch diese Variante als stabil. Man verwendet

also Polynome zweiter Ordnung fiir die Approximation des Geschwindigkeitsfeldes.
Aufstellen des Gleichungssystems
Es seien

ViV, Vi, =span{vy,...,un},
W, c W, W, =span{wy,...,wy}.

Man wihlt den Ansatz v = Zﬁl cv;, wh = Zi‘il d;w; zur Bestimmung der Losung
(v", w") von

a(v™ ) +b(z,w") = F(x) fiir alle x € V, (1-29)
b(v",y) = O fiir alle y € W),

Aufgrund der Linearitidt des Problems geniigt es, die Giiltigkeit von (1-29) auf einer
Basis von V}, x W), zu sichern. Dies liefert

N M
a(chvk,vi)+b(vi,dewk) = F(vy;), i=1,...,N,
k=1 k=1
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen 27

b(chvk,wj) =0, j=1,..., M.
=1

Setzt man
cC = (Cl, ) d = (dl,...,dM),
A = (az]) S ]RNN Q5 = CE(UZ‘,'U]'), 1 S 27] S Nv
B = (by)y € RYM by = blvj,w;), 1 <i< N, 1<j< M,
fh (fh fN) fl_ ( Z))Z.:17 7N7
so ergibt sich das Gleichungssystem
Apc+ Bpd = f, (1-30)

Bfe = 0

An By c\_( In N+M
(o ) (0)= () e
Ist Ay invertierbar, so folgt

AhC = fh — Bhd

bzw.

c = A;'(fn — Bid)
und man erhalt

0 = Bl'e = BYA'(fy — Byd),
(BRA'By)d = Bi A fi

Das bekannteste [terationsverfahren fiir Sattelpunktprobleme ist der Uzawa-Algorithmus.

Uzawa-Algorithmus: Sei d° € R™ und o > 0 vorgegeben. Bestimme fiir k =
1,2,... ein Paar (c*,d¥), welches

Apc® = fy— Bpd T, (1-31)
d" = d*'+aBj

16st. Dabei wird der Schrittweitenparameter a > 0 als geniigend klein vorausgesetzt.

1.22 Lemma. Vorgelegt sei das Gleichungssystem (1-30). Die Matriz A, € RYVN
sei symmetrisch und positiv definit und Bj, € RNM habe den Rang rg(By) = M.
Dann besitzt (1-30) genau eine Losung (c*,d*) und diese ist durch den Uzawa-
Algorithmus (1-31) berechenbar, falls o||By A, *BF |2 < 2 gilt.
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28 1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Beweis: Sei (¢*,d*) die Losung des Sattelpunktproblems (1-30). Es gilt
d" —d"™' = aBl
= aBl A (fy — Bpd™h).
Aus Ayc* + Bpd* = f, folgt
At f, =+ A Brd
und somit ergibt sich
d* —d"' = aBl'A;'fy — aBl A tdE!
= aBilc +aBf A 'Byd* — aBil A, BydF !
——

=0

= aBl'A'By(d* —d" ).
Fiir den durch e* := d¥ — d* definierten Fehler im k-ten Schritt erhalten wir
b —efl=gh — gt = —aB,fA,:lBhek_l,

d.h.
b = (I — aB} A;'By) e keN

Induktiv folgt
e’ = (I —aBl A, *By)ke’

bzw.

d* —d* = (I — aBl A, " By)*(dy — d¥).
Dies impliziert
la* — d°ll2 < (1 — a By Ay By [I3]1d° — d”|l2. (1-32)
C
—.C,

Sei nun (Cp) = {A1,..., Ay} mit 0 < Ay < Ay < --- < Ay, wobei zu beachten ist,
dass C), eine symmetrische und positiv definite Matrix ist, da auch A eine solche
ist und rg(By) = M gilt. Somit folgt

[Chll2 = max{[A;| | i =1,.... M} = Ay

Ferner gilt
a([—aC’h):{1—04)\1,...,1—04)\]\4}

und somit

1l —aChlla <1 & 1—ady>—1
S 2> al\y = a||Ch||2.
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Einsetzen in (1-32) liefert
|d* — d*||y < [T — aChy||5 - ||d° — d*||y — O fiir & — oo.
Ferner folgt sofort

&= A — Bpd*Y) — AN (fn — Brd*) = ¢ fiir k — 0.

Verifikation der Brezzi-Bedingung fiir die Stokes-Gleichung
Ein Paar (u,p) € V x W ist eine schwache Losung des Stokes-Problems, falls

a(u,v) +b(v,p) = F(v) fir alle v € V,
b(u,q) = 0 fiiralleqe W

gilt, wobei

Vo= (Hy(Q)*, W = L),

2
a(u,v) = /ZVuZwVvidx,
Q

i=1

bv,q) = —/divu-qu,
Q
2

F(v) = /szividx'
i=1

Partielle Integration fiir ¢ € H*(Q) ergibt

b(v,q) = —/Qdiv(v)~qd:c = —/QZS;Z -qdz
i=1 !
2 2

i=1 Q=1

-~
=0

= /U-qux = (v, V@) 120)-
Q

Somit lautet die Babuska-Brezzi-Bedingung

Bllpllre) < sup
ve(HE ()2 o] 1
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Sobolev-Riume mit negativem Index

1.23 Definition. Es sei durch
(H™™(Q)* = {f : (HJ"(2))* — R | f linear und stetig}

der Dualraum zu (HJ*(2))* bezeichnet, versehen mit der Norm

_ _lg()|
lgllz-m@) = sup :
verp @) |10]lam(@)

1 2
Es ldsst sich zeigen, dass H]"(Q) (C) L*(Q) (C) H~™(Q) gilt, wobei die Einbettungen

(1) und (2) stetig und dicht sind. Man kann deshalb das Skalarprodukt (-, -)r2(q)
auf L?(2) zu einer bilinearen, stetigen Abbildung HJ* x H,™ — R fortsetzen und
schreibt g(v) = (g, v) r2(q). Damit gilt

B (9, V) 20|
lgllzz-m@) = sup ——r——.
vEH () HUHHm(Q)
1.24 Satz. Gegeben sei die Abbildung
V:L*Q) - HYQ), g~ Vg

auf einem beschrinkten Gebiet (1, welches die strikte Kegeleigenschaft erfiille. Dann
existiert ein C'= C(Q2) > 0 derart, dass

C- (V-1 + Il -1y, Vp € LI(Q),
C-IVallr-1@

1Pl 220

<
lqllze <
qgilt.

Wir zeigen nun, dass die Stokes-Gleichung unter den Voraussetzungen von Satz 1.24
die Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillt. Nach Satz 1.24 gilt

Ipllza) < C - IVpla-rie), Vg € Li(Q) = W

un (V5.0 120
P,V)2(Q

IVpllg-1) = sup RYS T/
veHL(Q) HU||H1(Q)

Nach Definition des Supremums existiert eine Folge (v, )neny C Ha () mit

. UVpvn) 2] 1
\Y - =1 _ 7 > . .
IVPll=1(0) = lim, lvallmr@)  — C IP]z2ce
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1. Finite Elemente fiir elliptische Differentialgleichungen

Somit finden wir ein v € (H}(Q))? mit

(Vp,0) 29l (VD,0) 120

1
- =12 > — . |Ipllr2n-
e~ Tolmm = 2c Ple@

Mit (1-33) folgt dann

b(U,p) > b(’ﬁv p) <Vp7’77>L2(Q) 1

sup = 2 5A ||P||L2(Q)

ve(HL(Q))2 ||U||H1(Q) N ||5||H1(Q) ||’77||H1(Q) -2

fiir alle p € L2(Q), d.h. die Babuska-Brezzi-Bedingung ist mit 3 = % erfiillt.
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32 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

a) Finite Differenzenmodelle

Vorgelegt sei die Anfangsrandwertaufgabe
U = U+ f(u,z,t), z€Q=(0,1), te€(0,T), (2-1)
u(,0) = ulz), Te€Q,
u(0,t) = 7o(t), u(l,t) =), 0<t<T.
Wir diskretisieren das Problem (2-1) mit der Linienmethode, d.h. die Ableitungen
in der Raumvariablen = € (0, 1) werden durch entsprechende Differenzenquotienten

ersetzt. Dazu wihlen wir ein Ortsgitter Qa, = {jAz|j =0,...,M}, Az = .. Es
sei ferner

v(t) = (u(Ax, t), u(2Ax,t),...,u(l — Az, t)) = (v1,v9,...,0p-1)(t), 0<t<T.

Wir ersetzen den Ausdruck u,,(z, t)+f(u(x, t), ug(x,t), u, t), u(0,t) = vo(t), u(l,t) =
v (t) fiir t € [0,T] durch

—AST() + 20 (t) + HE (u(t))

mit
2 —1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
) 0o -1 2 0 0 0
AA:):___ : :
sz . . b
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2
Yo(t)
. 0
Ax
"7 Az ’
7(t)
f(v(t), Az, t)
H(w(t) = | f(v;(t),jAz,t), j=2,....M—2 |. (2-2)

fon-1(t), (M —1)Ax,t)

Préziser wird A(t)u(-,t) + f(u(-,t),-,t), u(t,-) € D(A(t)) durch

—AST() + 20 (t) + HE (u(t))
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 33

ersetzt, wobei der zeitabhéngige Differentialoperator A(¢) mit dem Definitionsbe-
reich

D(A(t)) = {u € C*((0,1)) N C([0,1]) [ u(0) = o(t), u(1) = n(t)}
wie folgt definiert ist:
A(t) : D(A(t)) € C*((0,1)) N C([0,1]) — C((0,1)),
U > U + f(u(-, 1), ).

Mit v'(t) = (uy(Ax, t), ug(2Ax,t), ..., uy (1 —Ax,t)) und (2-1) ergibt sich ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen

V() = —ASTu() + HA(u(t) + 2 (), (2-3)
= Fas(v(t),t), 0<t<T,
v(0) = 0" = (up(Ax),uo(2A%), ..., ue(1l — Azx))

als Ersatz fiir das Anfangsrandwertproblem (2-1).

2.1 Definition. Das Gleichungssystem (2-3) heifit Semidiskretisierung zu (2-1).

Wir 16sen die Anfangswertaufgabe (2-3) mit dem ¢-Verfahren. Sei At = L > 0. Der
Wert v’ approximiere v(jAt), j =0,..., N. Das Verfahren lautet dann

V= 0 A [IFA (0T ) + (L= ) Fau (V) )], 5 =0, N~ 1,
W= (uo(Ax), ... ue((M — 1)Ax)).

Die Spezialfiille sind dabei:
¥ = 0 : Euler-Cauchy Verfahren,
Y= % : Crank-Nicholson Verfahren,

¥ =1 : implizites Euler-Cauchy Verfahren.

Fehleranalyse der Differenzenverfahren

Sei I'y, = {(i1Ax, jAt) |i=1,..., M —1,7=0,..., N}, h = (Azx, At). Wir schreiben

das Differenzenverfahren in der Form

h h . T r _ 0 0 N N
T'u) =0, T":R'™ >R = (U], ey Uy qyey U] ey Uny 1),
wobei
2 0
0_
uy — uo(x;), i=1,... M—1
' 1 (ui,uifl)
(T"(u))] = T } j=1,...,N
- |:AIZ (U371 - 2'Uf,z +U',Z+1) +f(u:za$ut])i| 7 = 1:“':M7 1
| —(1-v) [A;2 (ug‘j — 20l 4 uiif) + f(uj‘l,xi,tj-l)}
(2-4)
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34 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Seien W eine Losung von (2-1) sowie @y, deren Restriktion auf das Gitter T'y,.

2.2 Definition. ||7"(wy,)|| heifit der Konsistenzfehler des Modells T" = 0 beziiglich
einer Norm || - ||.

Fiir das ¥-Verfahren und || - || = || - || gilt insbesondere

_ O(At + Ax?), 0 # 1L,
Il = { oar s aed), 921

an jeder hinreichend glatten Losung von (2-1).

2.3 Definition. Das Modell 7" = 0 heifit stabil beziiglich einer Norm || - ||, falls es
ein von h unabhéngiges C' > 0 derart gibt, dass

lu =]l < C-IT"(u) = T" ()|
fiir alle u,v € R'» und 0 < h < hq gilt.
Wir analysieren die Stabilitdt der linearen Wéarmeleitungsgleichung, d.h. den Fall

f=0in (2-1), versehen mit den von ¢ unabhégigen Randbedingungen u(0,t) = o,
u(1,t) = 1. Unter diesen vereinfachten Annahmen lautet das -Verfahren

I 0 0 ... 0 0 0 V0 r0 0
-B A 0O ... 0 0 0 vl r 0
0 -B A ... 0 0 0 v? r 0
o= s =] (2-5)
0 0 0 A 0 0 V2 r 0
0 0 0 -B A 0 oV rl 0
0 0 0 0 —-B A ol rl 0
mit
Uo(l’l) Yo
UQ<.§L’2) 0
0 = : rt = —1
- . ) - ALEQ )
UO(.TM,Q) 0
Uo($M—1) 71
A = I+0C, B =I-(1-9)C
2 =1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
] 0o -1 2 0 0 0
C — - . . .
Ax? ‘
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 35

Fiir die Stabilitdt von Blockmatrizen gilt allgemein:

2.4 Lemma. FEs sei auf R™ eine Norm || - ||« gegeben. Die Matrizen A(At), B(At)
mdgen von At € (0,T) abhdngen. A(At) sei invertierbar und erfiille

|A(A) . < C1AE fiir alle t € (0,T).
Ferner existiere ein Cy > 0 mit

I[(ATIB)*(At)||. < Cs fiir allen € N mit 0 < nAt < T.
Dann gilt fir die (n + 1)-blockige Matrix

I 0 0 ... 0 0 o0
B A 0 ... 0 0 0

0 -B A ... 0 0 0

HAH=| ... .
0 0 0 .. A 0 0

0 0 0 ...-B A 0

0o 0 0 .. 0 -B A

mit 0 < nAt < T die Stabilititsungleichung
||U||*,OO < 02(1 + ClT) . ||H(At)v||*,oo> Yo € Rm(n-i—l)’

wober '
[V]ls00 = [[(0° 08 oo 0™ [le oo = max{ |0« | =0,...,n}.

Daraus lésst sich die Giiltigkeit des nachstehenden Lemmas folgern.

2.5 Lemma. Unter der Bedingung

At 1
<
Azx? ~ 2(1-19)

ist das V- Verfahren fir die Warmeleitungsgleichung beziiglich der Norm ||v|so.co =
[v]|oo auf RY" stabil.

Stabilitit der Wirmeleitungsgleichung beziiglich || - ||, auf R

Setzt man

i=1

M—1 1/2
foll. = llvlle = <Aas 3 ) v e RML

so stimmt || - || bis auf den Fehler der Ordnung v/ Az mit der euklidischen Norm
iiberein, falls v Riemann-integrierbar ist. Im Grenzwert Az — 0 finden wir

M-1 Axz—0 1
Ax Z p2 M /0 v (z)de = ||v|]%2(071)
i=1
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36 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

aufgrund der Konvergenz der Riemannschen Summe gegen das Riemannsche Inte-
gral.

Ferner gilt fiir eine symmetrische Matrix A € RM-1LM~-1.

IAll: = sup{[|Av]lz | v e R, [lu]ls = 1}
= max{|\| | A € 0(A) C R}.

2.6 Lemma. FEs sei

2 -1 0 ... 0 0 O
-1 2 -1 ... 0 0 O
| o -1 2 ... 0 0 0 1
= ; ; L. ; : ; RM-LM=1  Agp — — _
0o 0 O 2 -1 0
0 0 O -1 2 -1
0 0 O 0o -1 2
C hat die Figenwerte
2 km
)\k:A—xQ(l—COS<M)), kzl,,M—l
mit den Eigenvektoren v* = (v¥, ... vk, ) € RM-1
ik
vf:sin(%), i=1,...M—1, k=1,...,M—1.
Beweis: Man rechne nach! (|

Wir kehren nun zur Wirmeleitungsgleichung zuriick und berechnen ||A=!(At)||» und
1A' B)(AL)]| fir

1 1
A(AD) = T +9C, B(AN) = T — (1-9)C.

Gemif Lemma 2.6 hat C' die Eigenwerte A\, = ALJCQ (1 — Cos (’”)), E=1,...,M—1.
Fiir A, gilt die Abschétzung

4
A —, k=1,....M —1.
O< k<Ax27 9 9

Die Matrizen A(At), B(At), A~'(At) und C sind symmetrisch. Ferner gilt (BA)(At) =
(AB)(At) nach Definition von A(At) und B(At). Also folgt

(A7'B)"(At) = (BA™)(At) = (A7) B")(At) = (A7 B)(At),
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 37

d.h. (A7'B)(At) ist symmetrisch.
A(At) hat die Eigenwerte 7 + ¥A;. Somit sind

1A
L+9n 1+ AN

die Eigenwerte von A™!(At), und wir finden

At

AYHAY ], = _
4780 = max { |5

\k:l,...,M—l}gAt,

d.h. ¢, =1 in Lemma 2.4.
Die Eigenwerte von (A™'B)(At) = (51 + 190)71 (] — (1 =9)C) sind

At

ar — (L=9)\ <

At
1

ok =

Man beachte dazu, dass A(At), B(At), A~Y(At), (A~ B)(At) dieselbe Basis v!, ... vM~1

aus Eigenvektoren wie C besitzen. Wir finden also

I(AT'B)(AD) s <1, falls iy > =1, k=1,...,M — 1.

M

Dies ist dquivalent zu
> -1 < ! (I =)\ > L D)
Hk = At PEAar
2
— > (1-29)A k=1,....M —1.
g At_( >k7 ) )

Fiir 9 = % ist dies stets erfiillt, wahrend sich fiir ¥ < % die Bedingung

2
M —m k=1,.... M—1
"= A1 - 20) A
ergibt. Dies ist insbesondere abgesichert, wenn
4 2 At 1

A < < < .
FSAZ S A(1—20) T ArZ = 2(1 - 20)

gilt. Das Lemma 2.4 ist also mit C; = Cy = 1 anwendbar.

2.7 Satz. Unter der Bedingung

N[N

At 00, fur 9 >
~ = 1 y
Ax? gy Jur v <
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38 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen
st das V- Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung beztiglich der Norm
Mol 1/2
]2, = max (Aw Z(u{)?) j=0,....N§, ueR™ h=(Az,Ab)
i=1
stabil. An jeder Lésung u der linearen Wirmeleitungsgleichung mit
0" o0'u
C(]0,1] x [0, T =1,2
atl,e ([7 ]X[7 ])’V » = axl,
liegt die Konvergenz gemdyfs

[T — |20 = O(AL + A?), T"(u") =0

e C([0,1] x [0,T]),v =1,2,3,4

vor. Fiir das Crank-Nicholson Verfahren gilt sogar
@ — 0" ||2.00 = O(AL? + Az?),
falls zusdtzlich % e C([0,1] x [0,T7).

A

At
Ax?
1 1
|| - ||2,00-Stabilitiit
1
5 4
- || - [lso-Stabilitét
0

1 9

N~ T

Abbildung 10: Stabilitédtsbereiche

b) Finite Elemente Methoden fiir parabolische
Differentialgleichungen

Vorgelegt sei die parabolische Anfangsrandwertaufgabe
ou

5 ~Du = fin(0,T)xQ, (2-6)
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 39

u = 0auf (0,7) x 0Q,
u(-,0) = wgin 2,

wobei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet sei. Wir wenden auf (2-6) die Theorie schwa-
cher Losungen an.

Es sei t € (0,7T) beliebig, aber fest. Ferner sei v € C§°(2) willkiirlich gew&hlt. Dann
folgt

0
u(t:c)() Au(t, x)v dx—/ftx
q Ot
woraus sich mit der partiellen Integration

% Qu(t,:c)v(:c) d:c—i—/Q Vu(t, z)-Vo(z) d:c—i—/ 8uétnx z)dS = /f (t,x)v

Joo

ergibt, wobei u eine klassische Losung von (2-6) sei, d.h. u € C(Q x [0,T)), uy, e €
C(Q2x (0,7)). Also gilt

% u(t, x)v(z) dz + / Vu(t,z) - Vu(z)dr = / f(t,x)v(x)de
Q Q
fir alle v € C§° und ¢ € (0, 7).
Das funktionalanalytische Losen der Aufgabe (2-6) erfordert eine besondere Behand-
lung der Variablen ¢ und x:

a) Fiir jedes feste t € (0,7") handelt es sich bei der Abbildung
x— u(t,z), d.h. u(t,-)

um ein Element eines Sobolev-Raumes V', also u(t,-) € V fir ¢t € (0,7).
Hierfiir schreibt man kurz u(t) € V. Naheliegend ist die Wahl des Raumes
V = H}Q).

b) Variiert man nun ¢ € (0,7, so entsteht eine Funktion ¢ +— u(t) mit Werten
im Banachraum V.
Fiir unsere weiteren Schritte benttigen wir den Begriff eines Bochner-Integrals.
Es seien (1,3, 1) ein Mafiraum und H ein Banachraum. Das Bochner-Integral wird

auf eine dhnliche Weise definiert wie ein Lebesgue-Integral.

2.8 Definition. Es sei s eine Stufenfunktion der Gestalt s(z) = > xg (2)b;,
wobei {Ey, ..., E,} C X paarweise disjunkt sowie {hq,...,h,} C H paarweise ver-
schieden sind und yg die charakteristische Funktion einer Menge E' C I bezeichnet.
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40 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Das Bochner-Integral von s ist dann durch

[sdn=>"ntEn
I i=1

gegeben.

2.9 Definition. Eine messbare Funktion u : I — H heifit Bochner-integrierbar,
wenn es eine Folge {s,}, von Stufenfunktionen gibt mit

lim /||f — Spl||m dp = 0.
n—oo I

In diesem Fall wird das Bochner-Integral vermoge

/fdx: lim Spdp
I

n—oo H

definiert.

Nun koénnen wir folgende funktionalanalytische Rdume definieren.

2.10 Definition. Es seien (I, %, 1) ein Mafiraum, H ein Banachraum und 1 < p <
00. Der Bochner-Raum LP(T, X)) ist definiert als der Kolmoroff-Quotient (beziiglich
der Gleichheit fast iberall) des Raumes der messbaren Funktionen w : I — H, deren
zugehorige Norm || - || »(7,) endlich ist. Dabei ist

1/p
ol = ([ luOlan) ", 1<p<s
T
fulliran = esssuperllu(®)lar

2.11 Definition. Ist p = 2, so ldsst sich L?(I, H) als ein Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt

(s 0) 20y = /I (u(t), o)) dt

auffassen.

2.12 Bemerkung. Ist I = (0,7) ein offenes Intervall, 3 die Borel-o-Algebra auf 1
sowie p das dazu gehorige Lebesgue-Mafl auf 32, so gilt

(0. 7), H) = {u: (0,7) — H | ||ullorany < o0},
wobel

||U||LP(T,H) = ||||U(')||H||Lp((0,T))-
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2.13 Definition. Sei I C R ein Intervall. Zu einem gegebenen Banachraum H wird
der Raum der stetigen Funktionen definiert durch

C°(I,H) = {u:I — H |u stetig in der || - || z-Norm, ||u||co(s,m) < oo}
mit
lgllcoqr.my = sup [[u(t)] a-
tel

Es seien nun f(t),uq € L*(Q), v,w € H}(Q). Wir definieren

(f(t),2)0 = /Qf(t,x)z(x)d%

a(v,w) = /Vv~de:1:
0

fiir alle v,w € H(Q). Damit finden wir unter Beachtung der Dichtheit der Ein-
bettung C5°() C H(Q) sowie der Stetigkeit des entsprechenden Funktionals auf
H; (©)

d

3 (@) v)o +alu(t), v) = (f(t), v)o
fir allev € V und t € (0,7).
Losungstheorie fiir parabolische Variationsgleichungen

Es seien V = H™Q), H = L*(Q), V! = {f : V — R] f linear und stetig} =
H~™(Q) der Dualraum zu V. Da die Einbettungen V' C H C V"’ jeweils stetig und
dicht sind, ist (V, H, V") ein Gelfand-Dreier.

2.14 Definition. Sei v € L*((0,T), V). Dann heit ein Element w € L*((0,T), V")
eine verallgemeinerte Ableitung, falls

/0 (ult), oo (t) dt = — / (w(t), )y evolt) dt

fiir alle v € V und ¢ € C§°((0,7)) gilt. Man schreibt dazu wieder v’ = w.

Somit erhalten wir

d /
EW(t)’U)O = (U'(t), v)vixv

fir alle v € V' und fast alle t € (0, 7).

Dies motiviert folgende Definition.

2.15 Definition. Eine schwache Losung der parabolischen Anfangsrandwertaufga-
be (2-6) ist ein Element u € L*((0,T),V), das eine schwache Ableitung 4 = ' €
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42 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

L*((0,T),V") besitzt, und die Anfangsbedingung u(0) = g sowie die Differential-
gleichung

(W' (), v)viv + a(u(t),v) = (f(t),v)o fiir alle v € V und fast alle ¢t € (0,7T)
erfiillt.

Man kann nun wieder das Skalarprodukt (-, ) auf L?(2) zu einer stetigen Bilinear-
form H" x H™™ — R fortsetzen und (u'(t),v)o statt (u/(t),v)y «y schreiben.

2.16 Bemerkung. Die Bedingungen u € L?*((0,7),V) und «' € L*((0,7T),V’)
implizieren u € C([0,T], H). Dieses Ergebnis ist als ein Interpolationssatz bekannt.

Im Folgenden sei a : V x V — R eine stetige und auf V-koerzive Bilinearform, d.h.

C|ullv x |vllv, Yu,veV,
alv3, YveV.

ja(u, v)] <
a(v,v) >

Es gilt:
2.17 Lemma. FEs sei a eine V-elliptische, stetige Bilinearform. Sind ug € H und
feC(0,T),H), dann gilt fir eine Lésung u des Problems

(u'(t),v)o +alu(t),v) = (f(t),v)e, Vv eV, LE(0,T), (2-7)
u(0) = wug

die Abschdtzung

[u@)llo < [luollo exp(—at) + /Ot 1f(s)llo exp(=a(t — s)) ds
fir alle t € (0,7).
Beweis: Wendet man (2-7) mit v = u(t) an, so liefert die V-Elliptizitét von a
(W' (), u(t))o + ellu®)[i < (f(1), ult))o.

Ferner folgt mit

(e (0) u(t))o = 3 ult), u(®o = 5 @R = ()o@l

sofort q
@) llozz l[u(®)lo + allu@l < {£2), u®)o < 1fO)llollu®)o
Mit ||u(t)]|o < [Ju(t)|v ergibt sich durch Division mit ||[u(t)||o dann

%”“(t)”o +allu@®)llo < [fB)llo, t€(0,T).
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Man findet nun

%(exp(at)'HU(t)Ho) = OéeXp(Oét)HU(t)Ho+6Xp(at)%HU(t)Ho

= explat) [allu)l+ 51Ol
< expat) )l 0<t<T.

Integration iiber (0,7) liefert

exp(at)|[u(t)llo = [lu(0)]lo S/O exp(as)|[f(s)| ds,

was mit
[u®)llo — exp(—at)|[uollo < /0 1/ ()| exp(—a(t — s))ds

aquivalent ist. Wir bekommen schlieflich

[u(®)lo < lluollo exp(—at) +/0 1f(s)llo exp(—a(t — s)) ds
fir alle t € (0, 7). O

2.18 Korollar. Die Losung u von (2-7) ist unter Voraussetzungen des Lemmas
2.17 eindeutiq.

Beweis: Sind uy, us zwei Losungen von (2-7), so 16st & = uy — uy die Gleichung (2-7)
mit f =0 und ug = 0. Lemma 2.17 liefert dann u = 0, also u; = us. O

Semidiskretisierung im Raum

Wir wenden uns hier der numerischen Behandlung der folgenden variationellen An-
fangsrandwertaufgabe zu: Gesucht ist ein v € L*((0,7),V) mit «' € L*((0,T),V")
und

(W' (t),v)o +alu(t),v) = (f(t),v)e, YveV,te(0,T), (2-8)
u(0) = wup € H.

Wir wihlen einen endlich dimensionalen Teilraum V;, C V und bezeichnen mit ugy,
eine Approximation von ug in Vj,. Das Galerkin-Problem besteht darin, ein u;, €
L*((0,T),Vy) mit u' € L*((0,T), V") mit

(ug,(t),v)0 + alup(t),v) = (f(t),v)o, Yo eV, te(0,7T), (2-9)

uh(O) =  Uoh-

zu finden.
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Sei nun Vj, = span{vy, ..., vy}, up(t) = Zf‘il ¢;(t)v; und wop, = le\il ciov;. Einsetzen
n (2-8) liefert

M M
<ZC UZ,U>O+G Zcz Vi, U f(t)vv>0a Vv € Vh7 te (OvT)7
i=1 =1
Es gentigt, dies auf der Basis {v,..., vy} zu sichern, d.h.
M
Zc (vi, V)0 +a(Zci(t)vi,vj) = (f(t),vj)0, j=1,...,M. (2-10)
i=1 1=1

Das Galerkin-Verfahren (2-9) zu unserer Anfangsrandwertaufgabe (2-6) ist genau
dann eindeutig lésbar, wenn es Funktionen ¢; € C'([0,T],R), i = 1,..., M gibt,
welche (2-10) erfiillen.

Mit der Steifigkeitsmatrix

A= (ayh<ijem,  ai = a(vi,vy)
und der Massenmatrix

B = (bijh<ijem; by = (v, v;)
sowie den Vektoren

ro= (ri)i<iem,  1i(t) = (f(t),vi)o,
Co = (01,0, C2.0y -5 CM,O)a

ct) = (alt) ct), ... cu(t))
erhalten wir das System

Bd(t)+ Ac(t) = r(t), 0<t<T, (2-11)
c(0) = oo

2.19 Definition. Das Problem (2-11) heifit semidiskrete Differentialgleichung des
Anfangsrandwertproblems.

Ferner ist B € R™M eine symmetrische, positiv definite Matrix. Die Abbildung
r:(0,T) — RM ist stetig, da f € C([0,T], H) gilt und (-, ) stetig ist. Somit ist
(2-11) Aquivalent zur Anfangsrandwertaufgabe
dt) = B'(r(t)— Ac(t)), 0<t<T, (2-12)
c(0) = ¢
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Das Problem (2-12) ist eine lineare inhomogene Anfangsrandwertaufgabe mit steti-
ger Inhomogenitit B~1r(-). Diese besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
eine Losung ¢ : [0, 7] — RM. Somit ist (2-12) eindeutig 16sbar und damit auch (2-8).

Semidiskrete Fehlerabschitzung

Im Folgenden soll der Term wu(t) — up(t) abgeschétzt werden.

2.20 Definition. Die elliptische Projektion oder die Ritz-Projektion R;, : V — V},
ist fiir eine V-elliptische, stetige Bilinearform a : V' x V' — R durch

v Ry(v) <= (a(Rpv —v,w) =0, Ywe V)

definiert

2.21 Bemerkung. Eine Ritz-Projektion besitzt die folgenden Eigenschaften:

i) Ry, ist als Abbildung wohldefiniert.
it) Ry :'V — Vj, ist linear und stetig,

iii) Ry liefert die quasioptimale Approximation, d.h.

C
—R < — inf |lv —w]|.
L e

Beweis: Siehe Ubung. U

2.22 Satz. Es seia eine V-elliptische, stetige Bilinearform mit Konstanten C bzw.
a. Ferner gelte f € C([0,T], H), ug € V sowie ugp, € V3. Dann folgt die Abschitzung

[un(t) = w0 < lluon — Ruuol| exp(=at) + |[(I = Rn)u(t)llo

+ [0 = B s)loexn(=a(t = ) ds

Beweis: Es gilt

un(t) — u(t) = un(t) — Ryu(t) + Ryu(t) — ult) = 0(t) + p(t).

J/

=:0(t) p(t)
Ferner sei w € Vj, C V. Dann gilt nach Definition von Ry,
(u'(t), who + a(u(t), w) = (u'(t), w)o + a(Ryu(t), w) = (f(t), w)o,

wobei die Giiltigkeit von a(Rpv,w) = a(v, w) fiir alle w € V}, zu beachten ist. Nun
folgt
(up,(£), who + alun(t), w) = (f(1), wo.
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Substitution liefert

0 = (uy(t), who — (u'(t), w)o + alun(t) — Ryu(t),w)
=0(t)
= (up(t) —u'(t), who + a(0(t), w),
—— ——
=0'(t)+p'(t)

was mit
(O (1), w)o + a(0(t), w) = — (g (t),w)o, 0<t<T

gleichbedeutend ist. Wendet man nun darauf das Lemma 2.17 an, so ergibt sich

100 < [16(0)[[o exp(—at) + /Ot 1/ (s)llo exp(—a(t — 5)) ds. (2-13)
Weiter gilt p(t) = (R, — Iu(t), 0 <t < T. Somit folgt
pt)=(Ry,—Du'(t), 0<t<T.
Die Abschétzung (2-13) impliziert nun

[un(t) —u(®)llo < ||@@—Rh@|loexp(—at)

; / 11 = Ru)u/(s) o exp(—at — 5)) ds,

woraus sich mit der Dreiecksungleichung die Behauptung ergibt. 0

Die Abschitzung des Fehlerterms ||up(t) — u(t)]|o im Satz 2.22 erfolgt durch:

e den Anfangsfehler, welcher in der Zeit exponentiell abfallt und nur dann auf-
tritt, wenn wg, nicht mit Rjuq identisch ist,

e den Projektionsfehler in der Norm von H der exakten Losung u,

e den durch die Integration iiber (0,7") mit dem Faktor exp(—a(t — s)) gewich-
teten Projektionsfehler von u'(t).

2.23 Korollar. Gilt fiir die elliptische Projektion eine Fehlerabschditzung der Form
I(I = Ru)u(t)llo < C - h?[|u()]|2

und approzimiert tberdies ug, die elliptische Projektion Rpug ebenfalls in dieser
asymptotischen Qualitit, so erhdlt man die Fehlerabschdtzung

lun(t) = u(®)lo < Ch*u(t)|l2,
falls u(t) € L2((0,T), HX(Q)).

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 47

Volldiskretes Problem

Sei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet mit polygonalem Rand und Qr, = {ey,...,en}
sei eine Triangulierung. Sei V}, = span{vy, ..., vy} C H3(Q). Typischerweise wihlt
man

Vi, = Vﬁ) ={ve )| v|, € P'(e;) und v = 0 auf 90, } (2-14)

Diese Wahl wird oft als lineare Lagrangesche Finite Elemente bezeichnet. Mit dem

Ansatz
M

M
up(t) = Z ci(t)vi, uon = Z CioVi
i—1

=1

erhélt man das Differentialgleichungssystem

Bd(t)+ Ac(t) = r(t), 0<t<T, (2-15)

mit

r(t) =

Co —

Im Sinne von Satz 2.22 erscheint nun die Wahl ug, = Rpug optimal mit dem Ritz-
Projektor Ry : V' — V}, definiert durch

v Rpv <= a(Rpv —v,w) =0, Yw € V.
Die Anfangsrandwertaufgabe (2-15) kann dann wieder mit dem -Verfahren diskre-

tisiert werden.

Sei At = L > 0, und sei ¢ € RM die Approximation fiir ¢(t;), t; = jAt und 77

bezeichne r(t;), j =0,...,N. Dann gilt

G i o . ,
B = (L= 0)(=Ad + 1) + 9(=AT 4+ 17), =0, N,
0

Cc = (
mit Rpu(0) = uop, = Zi\il ciov;. Insgesamt erhélt man die Approximation
M
u% = Z C;C -, €V
k=1
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fiir up(t;) und Damit u(t;). Es ldsst sich zeigen:
; 1
max{|[u(t;) —u}|||j=0,..., N} < C(u)(h* + At), 5 < v <1

bzw.
m / 1
ax{|lu(t;) —up|j=0,....,N} < C(u)(h* + At?), 9= >

falls die Triangulierungen {Q7, Yo<n<n, regulir sind und u € C*([0,T], H*(Q) NV)
bzw. u € C3([0,T], H*(Q)NV).

c) Numerik gew6hnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten eine allgemeine Anfangsrandwertaufgabe
u(t) = f(t,u(t)) fir t € [to,t.], (2-16)
u(ty) = «
fir f € C([to,t] x RN, RY). Wir nehmen an, dass (2-16) eine Losung u(t) fiir
t € [to, te] besitzt.
Zur numerischen Berechnung der Losung gehen wir nun wie folgt vor. Wir wéhlen
eine Schrittweite h = tg(*ht)o > (0 und das Gitter
Qp={tj=to+jh|j=0,...,0(h)}.

Ferner bezeichne v’ die numerische Approximation fiir %(¢,). Ein Einschrittverfahren
zu (2-16) hat die allgemeine Form

1
E(um_i_l —Upy) = V(b tm,um), m=0,...,0(h)—1, (2-17)

UOZOz.

2.24 Definition. Die Funktion V : (0, ho] X [to,t.) x RY — RY in (2-17) heifit die
Verfahrensfunktion des Einschrittverfahrens.

Zur Analyse schreibt man wieder (2-17) in die Form 7"(u) = 0 um mit 7" :
(RM)2n — (RN)®r definiert durch

Th(u) == (uo — o, 1 (Wt — o) — V(h,tj,0?),j =0,...,0(h) — 1)
und u = (ug, uy, ..., upr,) € (RYV)? versehen mit der Norm
|u||oo = max{|u;(t;) |i=1,....,N, j=0,...,0(h)}.

Man kann dann wieder die Begriffe der Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz defi-
nieren.
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2.25 Definition. u;, bezeichne die Restriktion der wahren Losung u(t), t € [to, L]
auf das Gitter ,. Dann heifit || 7" ()|« der Konsistenzfehler.

2.26 Definition. Ein numerisches Modell 7"(u) = 0 wird stabil genannt, falls es
eine von h unabhéngige Konstante C' > 0 derart gibt, dass

lu = vl < C - IT"(u) = T"(v) o

fiir alle u,v € (RV)® und 0 < h < hq gibt.

2.27 Definition. Ist u” die Lésung von T"(u) = 0, so bezeichnet u" —w;, € (RY)%
den Konvergenzfehler. Die Konvergenz der Ordnung p in der Maximumsnorm ver-
langt dann

" =Ty = O(RP).
Hinreichend hierfiir ist die Stabilitiit des numerischen Modells 7" (u) = 0 und die
Konsistenz der Ordnung p gemif || 7" (up)|| s = O(RP).
Die Runge-Kutta-Verfahren

Seien h = ‘ez >0, O = {t; = to+ jh | j = 0,...,0(h)}. Ein s-stufiges Runge-

Kutta-Verfahren fiir die Anfangswertaufgabe (2-16) ist gegeben durch

u = «, (2-18)

Ut = Um + 1Y if(tn+ch, UM, m=0,...,0(h),
i=1

wobei sich die sogenannten Stufenwerte U™ = (U*, UL, ..., U") als Losung des
Gleichungssystems
U =t + 0> aif(tm + b, UY), i=1,..s (2-19)
j=1
ergeben.

Ein Runge-Kutta-Verfahren wird durch die Vorgabe eines Runge-Kutta-Tableaus
definiert:

ci|Qyp ... Qig
Cs | Qg1 ... Qgg
o ... b,

Hierfiir schreibt man kurz: i’biT’ c,be RS, Ae R,

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



20 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

2.28 Definition. Das Verfahren (2-18) ist explizit, falls a;; = 0 fiir j > ¢ gilt, sonst
ist es implizit.

Im Allgemeinen ist auf jedem Zeitlevel ¢, das (sN)-dimensionale System (2-19) zu
16sen.

Die freien Parameter ¢;, b;, 1 <i <, a;5, 1 <1,j < s werden nun dazu benutzt, um
dem Verfahren wiinschenswerte Eigenschaften wie z.B. eine méglichst hohe Konsi-
stenzordnung zu verleihen.

Die einfachsten Verfahren fiir s = 1,2 sind folgende:

010

(i) Euler-Cauchy-Verfahren (s = 1): 1

Ug = Q,
Ums1 = Um+h-1- f(ty, U
U, + hf(tmy ), m=0,...,0(h)— 1.

(i) implizites Euler-Cauchy-Verfahren (s = 1): LH
0

0
(iii) ¥-Verfahren fiir ¥ € (0,1) (s =2): 1

| O

1-9
1-9
Fiir die Durchfiihrbarkeit ldsst sich der folgende Satz zeigen:

2.29 Satz. f geniige einer Lipschitzbedingung
1t v) = f(t w)lloo < Ly - flv = wllee (2-20)

fiir alle v,w € RN und t € [to,t.]. Dann besitzt das Gleichungssystem

U =t + By 0 (b + 0, UP), =1,

j=1

fiir (tm, um) € [to, te] x RN und jede Schrittweite h € (0,t.—to) mit ¢ := hL;|| Al <
1 genau eine Losung (UY", ..., U") = U™ = U(t, ty, up) € RN,

Fiir die qualitative Untersuchung eines Runge-Kutta-Verfahrens sind die sogenann-
ten Bedingungen von Butcher oft sehr niitzlich:

: 1
Bp): Y bkt = k=1
=1
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> 1
C(q) :Zaijcﬁ_lzzc’f, i=1,...,8, k=1,...,q,
j=1

J

> 1
D(TTL) :Zbl-cfflaij = Ebj(l — Ck;), j = 1, e, S, k= 1, <o, M.
i=1
Eines der zentralen Resultate lautet:

2.30 Satz. Gendtigen die Koeffizienten b, ¢, A eines s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens
den vereinfachten Bedingungen von Butcher B(p), C(q) und D(m) mitp < g+m-+1,

p < 2q + 2, so besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung p, falls die Funktion f
p-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der Ldsung ist.

Beziiglich der Stabilitét ldsst sich zeigen:

2.31 Satz. Geniigt f einer Lipschitz-Bedingung der Form (2-20), so ist das Runge-
Kutta- Verfahren bzgl. der Maximumsnorm stabil.

Man erhélt dann also die Konvergenz der Ordnung p bzgl. || - ||, d.h.
max{[|u"(t;) = T (t;)lloo | § = 0,....0(h)} = O(R?),

falls f € CP*([tot.] xRN, RY) global Lipschitz-stetig ist und die Butcher-Bedingungen
B(p), C(q) und D(m) mit p < g+ m+ 1, p < 2q + 2 erfiillt.

Lineare Mehrschrittverfahren

Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe

u(t) = fltu(t), to<t<t,
u(to) = OZGRN

mit f € C'([to, t.] x RY,RY). In Erweiterung zu Einschrittverfahren machen Mehr-
schrittverfahren nicht nur von einem, sondern von mehreren vorangegangenen Néhe-
rungswerten Gebrauch.

Zu einer Schrittweite h = t;(*ht)o iberziche man das Intervall [to, t.] mit einem Gitter

Q, ={t; =to+jh|j=0,...,0(h)}. Die allgemeine Form eines k-Schritt-Verfahrens
mit Schrittweite A ist

1
%(aouj + a1Uj41 + -+ aku]urk) = Cb(h, tj, . 7tj+k= Ujy - - - ,u]qu) (2—21)
mit gegebenen Koeffizienten a; € R, ¢ = 0,...,k und einer Verfahrensfunktion

® : (0, ho] X [to, te]F+t x RNGHD — RN Hierbei steht u; fiir eine Approximation von
u(t;).
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RNA
u(t
o Uj+1 ®)
u; Uj+2 Ujtk
e >
ti ti+1 o ik 1

Abbildung 11: Ein Mehrschrittverfahren

2.32 Definition. Das Verfahren (2-21) heiflt explizit, falls ® nicht von u, 4 abhéngt,
sonst implizit.

Die gebréauchlisten Mehrschrittverfahren sind die linearen Mehrschrittverfahren der
Gestalt

D(h,ty, stk gy ugn) = bof (g, uz) + 0 f (G, wi) + -+ + b f (L, i)
k
= Z bi f (jis wjei)
=0

mit Koeffizienten b; € R, 7 =0, ..., k. Das Verfahren lautet dann

k k
1 :
E Z AiUj41 = Z bif(thri; ujJri)’ ] = 0, cey O'(h) —k (2—22)
=0 i=0
zu gegebenen Startwerten uy, . .., ui_1. Die Parameter des Verfahrens lassen sich in

Form einer Tabelle angeben:

apg ay ... Qg

bo b1 bk

Letztere wird als ein Mehrschrittverfahren-Tableau bezeichnet. Fiir b, = 0 ist das
Verfahren explizit und fiir by # 0 implizit.

Wir kénnen das lineare Mehrschrittverfahren (2-22) auf die Form T"(u) = 0, T" :
(RV)®n — (RV)® )y € (RY)? bringen mit

k k
T"(u) = (Uo — Yoy - - e s Uk—1 — Vh—1,0s B! Z ;Ui — Z bif (tjri, wjti),
=0 =0

ij,...,a(h)—k). (2-23)

Damit sind die Begriffe der Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz direkt iibertrag-
bar.
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Fiir ein Mehrschrittverfahren mit k-Schritten bendtigt man eine Anfangsrechnung
zur Bestimmung der Approximationen 7o, ..., Ve—1s fir @(to),...,u(tx—1). Dies
kann z.B. durch (k — 1) Schritte eines Einschrittverfahrens geschehen.

Bei impliziten linearen Mehrschrittverfahren (d.h. im Falle b, # 0) ist in jedem
Zeitschritt das Gleichungssystem

k—1
hby, 1
Uit = a—kf(tj““ Ujrk) + ” D b f (4 w540) — @i
i=0
nach w; aufzulosen.
Ein Fixpunktargument sichert die Auflosbarkeit unter der Bedingung

I

q:=h
||

Lf<1,

falls
[f(t,v) = f(t,w)]leo < Lyllv — wloo

fiir alle v,w € RY und t € [ty, t.] gilt.

Man erhélt ein Mehrschrittverfahren der Konsistenzordnung p, d.h. || T"(%) ]| =
O(hP), falls fir die Koeffizienten des linearen k-Schritt-Verfahrens

k
ai =0, (®=1,0=1) (2-24)
=0

UV T S

Zaiﬁ_ i(l—l)! = art=1,...,p

gilt und f p-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung der Losung ist, sowie ||y;,—
U(tj)||eo = O(RP) fiir j = 0,...,k — 1 gilt. Ferner normiert man die Koeffizienten
geméf

zk: b = 1. (2-25)

1=0

Fiir die praktische Anwendung geben wir hier einige Formelsitze fiir Mehrschritt-
verfahren.

(i) Adams-Bashforth-Verfahren:
a;=0,i=0,... k-2 by =0,
ag_1, ag, by, 1 =0,...,k — 1 bestimmt aus (2-24)— (2-25)

Das Verfahren ist explizit der Ordnung p = k.
Beispiel fir k = 2: Ujt2 — Ujy1 = h(3/2 f(tj+1,uj+1) - 1/2 f(tj, U]))
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(ii) BDF-Verfahren (BDF steht fiir ,,backward differentiation formulae*):
b= by == by =0,
ag, . . ., ag, by bestimmt aus (2-24)— (2-25)

Das Verfahren ist implizit der Ordnung p = k
Beispiel fir k = 3: 11/6 Ujy3 — 3Uj+2 + 3/2 Ujr1 — 1/3 U; = hf(tj+3, Uj+3)

Lineare Mehrschrittverfahren sind nicht mehr uneingeschrankt stabil. Zu einer li-
nearen Mehrschrittverfahren (2-22) heifit

das charakteristische Polynom des Verfahrens. Es gilt deg(p) = k, da ay # 0.

2.33 Satz (Dahlquist). Das numerische Modell T"(u) = 0 mit der in (2-23)
definierten Verfahrensfunktion T" eines linearen Mehrschrittverfahrens erfiillt eine
Stabilitdtsungleichung

= v)|oe < C-|T"(w) = T"(0)||lso, u,v € (RN, 0 < h < hy,

falls f einer globalen Lipschitz- Bedingung geniigt, und die folgende Wurzelbedingung
qilt:

Fiir jede Nullstelle z € C des charakteristischen Polynoms gilt (2-26)

entweder |z| < 1 oder |z| =1 und z ist eine einfache Wurzel.

2.34 Definition. Ein Verfahren, dass die Bedingung (2-26) erfiillt, heiBit nullstabil.

Als Konsequenz haben wir:

2.35 Korollar. Fin lineares Mehrschrittverfahren, dessen charakteristische Poly-
nom die Wurzelbedingung (2-26) erfiillt, ist Konvergent der Ordnung p, falls Kon-
sistenz der Ordnung p vorliegt und f einer globalen Lipschitz- Bedingung gentigt.

z = 1 ist immer eine Nullstelle von p, denn p(1) = Z?:o a; = 0. Die (k— 1) anderen

Nullstellen von p in C entscheiden also iiber die Stabilitét.

2.36 Beispiel. Das charakteristische Polynom des Adams-Bashforth-Verfahrens
p(z) = 28 — 2F71 = 2P~z — 1) erfiillt die Wurzelbedingung.

Die BDF-Verfahren erfiillen die Wurzelbedingung fiir £ = 1,2,...,6. Ab der Ord-
nung 7 sind die BDF-Verfahren instabil. Deshalb werden sie nur fiir K =1,2,...,6
benutzt.
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d) Zeitintegration fiir Liniensysteme parabolischer

Anfangsrandwertaufgaben

Betrachte
ou
— — A
o ¢
U
u(z,0)

wobei QO C R?, d = 1,2 ein beschrinktes Gebiet ist.

0in Q x (0,7,

0 auf 092 x (0,7,
up(z) fur z € Q,

95

(2-27)

Das mit klassischen Differenzenverfahren hergeleitete Liniensystem zu (2-27) erhélt

die Form

/
w

Tw,

Hierbei bekommt man fiir 2 = (0,1)

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
. 0o -1 2 0
N = ———— : : :
Al‘z . . .
0o 0 0 2
0o 0 0 —1
o 0 0 ... O
w’ = (ug(Az),...,u((M —1)Ax))

mit den Eigenwerten

A =

Im Fall Q = (0,1)? ergibt sich

2 km
A2 1 — cos

B —-C 0 0 0

-C B -C 0 0

| 0 -C B 0 0

r TAL2
0 0 0 B -C

0 0 0 —-C B
0 0 0 0o -C

w(0) = w®.
0 0
0 0
0 0
-1 0
2 -1
-1 2

)

0
—C
B
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wobei

4 -1 0 0O 0 O
-1 4 -1 0O 0 O
o -1 4 ... 0 0 O

B = : : o : : : e RM-LM-1
0O 0 O 4 -1 0
0O 0 O -1 4 -1
0 0 0o .. 0O -1 4

C = Iy e RM WMy = (wo(idz, jAT))1<ij<rr—1

mit den Eigenwerten

2
)\k’l:_A—.CLQ (2—005 (%) — COS (%)), 1<k I<M-1.

Im Fall Finiter Elemente erhélt man das System

Buw'(t) + Aw(t) = 0, 0<t<T,

w(0) = w’
mit
A= (aij)lgi,jSM € RM’M, CLZ']' = a(vi, Uj) = / VUZ' . V’Uj d.’lf, 1 S ’l,j S ]\17
Q

B = (bij)i<ij<m, bij = (vi,v5) = / vivjde, 1 <i,7 < M,
Q

M

Ryuy = Z(wo)i%

i=1

wobei Ry, : V' — Vj, := span{vy, ..., vy} der Ritz-Projektor sei. Wegen der Symme-
trie und der positiven Definitheit von B € RM=1M=1 ist dies dquivalent zu

/
w = Tw,

w(0) = w°
mit [ := — B! A.
Wir betrachten nun allgemein ein M-dimensionales System
w =Tw, w(0)=uw" (2-28)

mit einer iiber C diagonalisierbaren Matrix I' € RMM_ Es existieren also linear
unabhingige Vektoren y* € C™ derart, dass

Iy = \yb, k=1,...,M, (2-29)
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YTITY = A = diag(\,..., ), Y = (' ....9™).

Die Losung von (2-28) ergibt sich dann bekanntlich in der Form
M
w(t) = Z crexp(Mt)y®, teR.
k=1

Dabei gilt w(0) = wy = Zkle eyt

Wir analysieren nun Einschrittverfahren, welche angewandt mit der Zeitschrittweite
At auf (2-28) eine Rekursion

w™ = g(AtD)w™ ™, m=1,...,N, NAt=T (2-30)

_ p(z)
q(=)’

mit einer rationalen Funktion g(z) z € D C C offen, fiir polynomiale p und

q liefern.

2.37 Definition. Zu einem Polynom p: D — C, p(z) = Zf:o a;2' und einer Matrix
B € RMM getze

k
p(B):=) aB, B'=1
=0

Ferner setzt man zu einer rationalen Funktion g(z) = z 8’ z € D C Coffen, ¢(z) # 0:

falls ¢(B) invertierbar ist.

2.38 Bemerkung. ¢(B) hat die Eigenwerte ¢(\), A € o(B). Folglich ist ¢(B) in-
vertierbar, falls o(B)N {2z € D|q(2) =0} = 2.

Eine Darstellung der Form (2-30) gilt allgemein fiir Runge-Kutta-Verfahren. Be-
trachte zunéchst den Fall M = 1, d.h. die Anfangswertaufgabe

w = w, w(0)=w"

Sei i’biT das Tableau eines s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens. Man findet

W = " ALY B F (b + GAL W) = wT ALY IV = w™ o+ AL

i=1 i=1

mit W™ = (W™, ..., W!") gegeben als die Losung von

wmn = w™ + At Z aijF(tm + CjAt, W]m)

1
J=1
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= wm+AtZ)\ij, 1=1,...,s.

j=1
Dies ist dquivalent zu
1— CLHAt)\ —alet)\ Ce —alsAt)\ Wlm w™
—a,glAt 1-— CLQQAt)\ N G,QSAt)\ W2m w™
—ag At —agpAtA ... 1 —agAtA wmn w™

d.h.
(I = ANAW™ = Tw™

mit [ = (1,1,...,1)7 € R®. Ist die Matrix I — AtAA invertierbar, so finden wir
W™ = (I — AtAA) Tw™
und daher
w™ = w™ 4 AN DT (T — AtAA) T Tw™
= (14+ AtAT (I — AIAA) D™ =: R(AtA ) w™
mit

R(2) =1+ 2b"(I — 2zA) ' = g(2). (2-31)

2.39 Definition. Die Funktion R(z) in (2-31) heifit Stabilitatsfunktion des Runge-
Kutta-Verfahrens.

Des Weiteren sichert die Cramersche Regel, dass AtAW/", ¢ = 1,...,s rationale
Funktionen in AAt sind, falls I — AtAA invertierbar ist. Der Zahlergrad und der
Nennergrad iiberschreiten dabei nicht s. Somit hat die Funktion ¢ aus (2-31) die
Darstellung

g(2) = () = 2,

wobei p und ¢ Polynome mit deg(p) < s und deg(q) < s sind.

Wir kehren jetzt zum allgemeinen Fall (2-28) zuriick. Wir nutzen die Diagonalisier-
barkeit von I' aus und setzen
u=Y tw

mit Y aus (2-29). Dann gilt
u =Y ' =Y 'Tw=Y 'TYu=diag(\,..., \y)u.
Einsetzen liefert dann mit kurzer Rechnung die Iteration

w™ = g(AtDw™ ', m=1,...,N. (2-32)
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Mit (2-32) und YITY = diag(\y, ..., A\y) finden wir

M
w™ = g(AtD)w™ = g(AtD)™w® = g(AD)™ (chy)
k=1 :
M
= chgAt/\k , m=1,...,N.
k=1

Man beachte dabei, dass g(AtI') die Eigenwerte g(AtA), ..., g(AtAy) mit den Ei-
genvektoren y', ..., y™ hat.

Vergleich der kontinuerlichen und der diskreten Losung

Ist w die wahre Losung von (2-28), so folgt

w(mAt) —w™ = ch exp(mALt L) y* — chg At )™y
k=1 >

=exp(AtAg)™ -
M
= Z (exp(AtA)™ — g(AtA)™)ery”.
k=1

Zu vergleichen sind die sogenannten Amplikationsfaktoren exp(AyAt) fiir die konti-
nuerliche Aufgabe und g(At\;) fiir die diskrete Aufgabe.

RM’M

Seien nun die Eigenwerte von I' € geméf

Re(Ay) <...Re(A2) < Re(A)

angeordnet. Damit g(At)\;) und exp(At)y) wenigstens qualitativ iibereinstimmen,
ist die Giiltigkeit von

<1, falls Re(\) <0,
IﬂAﬂM{>q,&m1%Mw>0’

zu fordern. Der fiir die Anwendungen interessante Fall ist nun

k=1,...,M (2-33)

Re(Ay) < ...Re(A\2) < Re(\;) < 0. (2-34)

Man vergleiche dazu beispielsweise Liniensysteme fiir parabolische Differentialglei-
chungen.

2.40 Definition. Das Verhaltnis o = Pl;f ’E\M heifit im diesem Fall die Steifheit von

I'. Man sagt, w'(t) = T'w(t) ist eine steife leferentlalglelchung, falls 0 = o(I') > 1.
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60 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

2.41 Beispiel. Fiir die Matrix

2 -1 0 0O 0 O
-1 2 -1 0O 0 0
. 0o -1 2 0O 0 0
= —— : :
Az? )
0O 0 O 2 -1 0
0O 0 O -1 2 -1
0O 0 O 0 -1 2
mit den Eigenwerten
e = il krA —i1 11k22A20A4
k——sz(—cos(ﬂ a:))——sz(—[—Q e Ax® + (:E)D

= kK 4+0(Az?), k=1,....M
fiir festes My € {1,..., M — 1} ergibt sich

A —(M —1)27? 1
o(l') = A)il: (—71'2) +O(AI2)=O(@)7

d.h. Liniensysteme parabolischer Differentialgleichungen sind fiir Ax < 1 steife
Systeme.

Im Falle von (2-34) erzwingt (2-33) die Bedingung
lg(AtA)| <1, k=1,..., M.

Dies motiviert:

2.42 Definition. Die Menge S := {z € C | |g(2)| < 1} heifit der Bereich der
absoluten Stabilitdt des Einschrittverfahrens mit der Funktion g.

In der Situation von (2-34), d.h. 0 ist asymptotisch ein stabiler stationdrer Punkt
von w' = INw, ist es wiinschenswert, Verfahren mit einem moglichst grofien Bereich
der absoluten Stabilitdt zu haben, damit die Forderung |g(AtAy)| <1, k=1,....M
nicht zu kleinen Schrittweiten erzwingt. Im Idealfall soll gelten

C_.:={ze€C]| Re(z) <0} C&S. (2-35)

2.43 Definition. Ein Verfahren mit der Eigenschaft (2-35) heifit absolut stabil oder
kurz A-stabil.

2.44 Definition. Ein A-stabiles numerisches Verfahren heifit stark absolut stabil
oder kurz L-stabil, wenn g(z) — 0 fiir Re(z) — —oo gilt.
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 61

Die Koeffizienten g(At\;)? in der diskreten Losung klingen dann umso stérker ab, je
kleiner Re()\;) ist, genau wie dies die Koeffizienten exp(At\;)’ in der kontinuerlichen
Losung tun.

2.45 Beispiel (U-Verfahren). Man findet g(z) = gy(2) = %, 0<9 <1
Das ¥-Verfahren ist A-stabil, d.h. S D C_, falls 1/2 < < 1. Ferner gilt

1+ (1-9)z
1 -9z

Y

v

et

lim |gg(z)| = lim '

Re(z)——o0 Re(z)——o0

d.h. das ¥-Verfahren ist L-stabil, nur falls v = 1.

2.46 Beispiel (Explizite Runge-Kutta-Verfahren). Ein explizites Runge-Kutta-
Verfahren lautet

wm+1:wm+Athz~1—‘I/Vim, m=0,1,...,.N—1

=1

mit
wit = w™,
i—1
W= wm ALY a W, i=2,.s,
j=1

wobei a;; = 0 fiir j > ¢ zu beachten ist. Man erhélt, dass ¢g(z) ein Polynom vom
hochstens s-ten Grade ist, d.h.

9(2) ==, deg(p) =s.

Wegen des Satzes von Liouville, d.h. |p(z)] — oo fiir Re(z) — —oo folgt, dass
explitize Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sind.

2.47 Beispiel (Implizite Runge-Kutta-Verfahren). Nicht alle impliziten Runge-
Kutta-Verfahren sind A-stabil. Aber manche sind es. Ferner findet man A-stabile
Runge-Kutta-Verfahren von beliebig hoher Ordnung. So sind z.B. die Verfahren vom
Gauss-Typ oder vom Radau ITA Typ A-stabil. Die Radau ITA Verfahren sind sogar
L-stabil.

Absolute Stabilitidtsbereiche fiir lineare Mehrschrittverfahren

Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe

w'(t) = w(t), w(0)=u’ XecC. (2-36)
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62 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

welche durch w(t) = exp(At) gelost wird. Wir diskretisieren das Problem (2-36) mit
einem linearen Mehrschrittverfahren mit dem Tableau

ap ay ... Qg

bp by ... by

und erhalten mit der Aproximation w' fiir w(t;) das Schema

k k
Zaiwj” = AthiijJr", j=0,...,.N—k
i=0

1=0

0

zu vorgegebenen w?, ..., w* 1. Die obige Iteration ist dquivalent zu

J
> (@i — iAW T =0, j=0,...,N —k (2-37)
=0

(2-37) hat die Form
k

Zgi(At)\)wj” =0

1=0

mit g;(2) =a; — bz, i1 =0,..., k.

2.48 Definition. Zum Polynom

k

p(z,8) = 6(2)¢ (2-38)

=0
heifit die Menge

S :={z € C | Fiir jede Nullstelle ¢ von p(z,-) gilt |£] <1,
falls ¢ einfache Nullstelle oder |£| < 1 sonst.} (2-39)

der absolute Stabilitatsbereich des linearen Mehrschrittverfahrens.

Zur Motivation von (2-38)—(2-39) betrachten wir die Lésung von (2-37) wobei wir
der Einfachheit halber annehmen, dass das Polynom p(AtA\, ) nur einfache Nullstel-
len & € C, j =1,...,k hat. Wir bestimmen nun 7,7, ..., 7 eindeutig als Losung
von

o1 " W
1
b L I (2-40)
i{:fl écfl o l]zfl Vi wk;—l
v
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 63

2.49 Bemerkung. Die Matrix V € R¥* ist die Vandermondesche Matrix, welche
genau dann invertierbar ist, wenn §; # ¢; fiir ¢ # j.

Dann lautet die Losung von (2-37)

k
w =Y "¢, jeN, (2-41)

=1

Sei j € {0,...,k — 1}. Nach Konstruktion von 7, ...,y gilt

k
w) = Z Yk -
=1

Fiir j > k finden wir

k k k k k
D g AT =Yg (AN DY G =D g D ge(ANE =0,
k=0 =1 =1 k=0

~
=¢-¢8

k=0 = =

=p(AtA,§)=0

Anhand der Losungsdarstellung (2-41) sehen wir, dass im Fall Re(\) < 0 wiederum
AN € S zu fordern ist, damit die numerische Losung, genau wie die kontinuerliche
Losung, monoton abfallt.

2.50 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit absolut stabil oder A-
stabil, falls C_ C S gilt. Es heif$t sogar L-stabil, falls es A-stabil ist und falls zusétz-
lich fiir alle Nullstellen £(z) von p(z, -)

lim £(2)=0

Re(z)——o0

gilt.

Es gibt aber ein bekanntes Resultat von Dahlquist, nach dem jedes A-stabile Mehr-
schrittverfahren implizit ist und hochstens die Konvergenzordnung 2 hat. Dazu
gehoren die ¥-Verfahren fiir 1/2 < ¢ < 1 und das BDF-Verfahren der Stufe 2
1/2 =2 3/2
0 0 1

mit dem Tableau

Um also lineare Mehrschrittverfahren mit héherer Konvergenzordnung als 2 zu er-
halten, muss man den Begriff der A-Stabilitidt etwas abschwichen. Dies fiihrt dann
zu folgender Definition.

2.51 Definition. Ein lineares Mehrschrittverfahren heiit A(a)-stabil mit 0 < a <
7, falls
PR

B Im(z)
SOC_,={2€C]| Re(z) <0, Re(2) < tan(a)}.
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A

\ 4

Abbildung 12: Die Menge C_ , fiir ein o > 0

Man erhélt, dass die BDF-Formeln bis zur Ordnung 6 (nur bis zu dieser Ordnung
sind sie iiberhaupt stabil) A(«)-stabil sind. Die BDF-Formeln erfiillen {iberdies

lim £(2)=0

Re(z)——o0

fiir alle Nullstellen £(2) von p(z, -), d.h. sind L(«)-stabil.

2.52 Bemerkung. A(«a)- bzw. L(«a)-Stabilitidt, a > 0, ist beispielsweise vollig hin-
reichend fiir Probleme der Gestalt w’ = I'w mit lediglich reellen Eigenwerten A.
Man beachte dabei, dass AtA € R fiir alle Eigenwerte A € o(I") gilt. Darunter fallen
unsere Liniensysteme parabolischer Anfangsrandwertprobleme unabhéngig davon,
ob die Diskretisierung im Raum mit Finiten Differenzen oder Finiten Elementen
gemacht wurde.

Software-Pakete fiir steife Differentialgleichungen

a) Radau 5:
Radau ITA Verfahren der Stufe s = 3 und Ordnung p = 5 (Runge-Kutta-
Verfahren), E. Hairer (Genf).

b) DASS K:
BDF-Verfahren mit variabler Ordnung durch Benutzung der Stufen k = 2,...,6
(lineares Mehrschrittverfahren), L. Petzold (St. Barbara).

¢) odelbs:

BDF-Verfahren fiir steife Differentialgleichungen in Matlab. Benutzt die For-
melsétze vom BDF-Typ fiir k =1,...,5.
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 65

e) Nichtlineare parabolische Anfangsrandwertaufgaben

Es sei 2 = (0,1). Betrachte die nichtlineare Anfangsrandwertaufgabe

% = Uy + fu,z,t) in Q x (0,7), (2-42)

u(z,0) = wup(z) in Q,
u<o>t) = ’YO(t)a u(1>t> = 71(t) n (0>T>'
Es wird f € CY(R x [0,1] x [0, 7], R) und

< Dwrn<p wer 0<r<1 0<i<T (2-43)
U

vorausgesetzt.
Es seien Az = = >0, Qa, = {z; = jAz|j=1,...,M — 1}. Setze
v(t) = (u(xy,t),. .., u(xp—1,t)) = (01(t), ..., o-1(t)), 0<t<T.

Das Liniensystem durch Diskretisierung mit dem klassichen Differenzenverfahren
fiir den nichtlinearen Differentialoperator w,,(-,t) + f(u(-,t),-,t), u(0,t) = v(0,1),
u(1,t) = v(t), t € (0,T) lautet

V() = Fag(v(t),t), 0<t<T,

v(0) = °
mit
Fas(v,t) = —Tw+ E(v,t)+7r'(t),
2 -1 0 0O 0 O
-1 2 -1 0O 0 O
] o -1 2 ... 0 0 O
' = —— . . .. : : . RMfl,Mfl
sz : : . : : : € ,
0 O 0 2 -1 0
0 0 0 .. —1 2 -1
0 0 -1 2
1
Az M— 1
= — eR
" Ax? )
Ul,l’l, Uo(ﬂfl)
E(v,t) = f(vs, 24,1 ;o) = uo(z;) € RM-1 (2-44)
Jfoar—1, Tar—1, 1) uo(zpr—1)
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Mit v/ = (u{,...,ugw_l) € RM-1 i =0,...,N, NAt = T, t; = jAt lautet das
¥-Verfahren
1

Kt(vj—vj_l) = VFa (V7 )+ (1 =9 Fas (v 1 t51), j=1,...,N,

W0 = 0 = (Uo(ffl)a---auo(fEM—l))a

wobei Fa,(v,t) = —Tv + E(v,t) + r(t). Mit den Abkiirzungen

1
Gj(v) = U VFpz(v,t5),
1
H;(v) = Ev + (1 = 9)Fag(v,t;)

schreiben wir das diskrete Problem in der Form T"(u) = 0 mit 7" : R®% — R
gegeben durch

G (v") — Hy_y (")
wobei Qp, = {(x;,t;)|i=1,...,N—1,7=0,...,N}.
Gemiifl Voraussetzung (2-43) gilt fiir w, 2 € RM~1
Faz(w,t) — Faz(z,t) = —F(w—2) 4+ E(w,t) — E(z,t)
flwr,xy,t) = f(z1,21,1)
= T2+ :
flwov—1,2p-1,t) — fwnpr—1,20-1,1)

%(é-lyxlyt)(wl - Zl)

= Tw-2)+ .

% Ev—1,xMm—1,t)(War—1 — 2pm—1)

= —TI'(w-z)+diag(D;i(wi, 2),i=1,...,M —1)(w — 2)
=:D(v,z)

= —I'(w—-2)+ D(w,z)(w — 2)

mit
qun(w,z)SM, 221,,M—1, (2_45)
wobei
0
Dii(wi,zi) = a—i(fi,l’i,t), 7= 1,...,]\4—17

& = w;+s(z—w) fireinse (0,1), i=1,...,M —1.
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Herleitung einer Stabilitdtsungleichung

Wir wihlen zwei Elemente v = (v°,...,0"), z = (2°,...,2") € RY und setzen
g=1(g%...,g") :==T"v) — T"(2), d.h.

@ = =20

g = G()=Gi(¢)) = (Hj("7") = Hia(£771), j=1,....N.

Diese Rekursion lésst sich ferner wie folgt schreiben:

; J , 1 . ,
g = Ev] — OFp, (v, t5) — Ez] + VFaL (27, t5)
1 . , 1 . ,
— {Ev] — (1 =9)Fas (v, t5) — EZ] + (1 — V) Faz (2, t;)
= (Ktl — (=T + D(v’, zj))) (v) —27)

'

A

_ (i[ +(1—9) (- + D@, zj_l))) (W =27

\At S
.
= A0~ ) =B =Y, =1 N1,
@ = o020

Uberdies ist A, jeweils eine Lo-Matrix, denn (A;)y, = 91y < 0 fiir [ # k, und es gilt

1 o 1
Al= —I1+4ITT -9 D, Z2) > | — —du | L.
VAN +\>fo—f M—(At M)

= <pl

Setzt man nun Atdu < k < 1 voraus, so ist A; sogar eine M-Matrix mit

- 1 -
I=A7"AL> (— - m) AT,

At
d.h. ) Ar
AT < = I. (2-46)
J ~ — u 1 — Atdpu
Wir erhalten ferner
At At At
A7 = 1A < ||——1|| = < =: C{At. 2-47
14571 14571 _Hl—Atﬁ,u Hoo 1-Atdp — 1—k ' (2-47)

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass G; : RM~1 — RM~1 fiir j = 1,..., N bijektiv
ist, wobei wir uns die Darstellung
1, 1

f— =2 = U(Fas(v' ) — Fas(2', 1))

Gy(v) — Gyl = o' =
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— (é[ — (=T + D(¥", zi))) (V' —2") = A(v,2)(v— 2)

mit einer M-Matrix A(v,z) zu Nutze machen. Da sich fiir alle v*,2* € RM~! mit
G;(v') = G;(2") die Gleichheit
0= Gy(v') — Gy(+1) = Ay(of — &)

und damit v* — z* = 0 ergibt, bekommt man die Injektivitit von G;. Um die Sur-
jektivitdt von G, nachzuweisen, nimmt man ein beliebiges r € RM~! und setzt
P =1 —G;0), 0 := (A(0,0))"'7. Man beachte, dass ¢ wegen (2-47) fiir C1At < 1
gemif des Fixpunktsatzes wohldefiniert ist. Dann folgt

G;(0) = G;(0) = A;(0 = 0) = 7 =7 = G,(0)
und daher auch G;(v) =r.
Also ist das ¥-Verfahren unter der Bedingung
Aty <k <1

durchfithrbar.

Diskussion von B;

Es gilt
1 - 1
Bj= I+ =9) T+ D, 2")) < =T+ (1 =9)(-T+pl) =P (2-48)
<ui

Wir wollen nun die Ungleichung |B;| < P, d.h.
|(Bj)u| < P, 1<kI<M-1

erfiillen. Dies ist dquivalent zu B; < P und B; > —P. Die Formelzeile (2-48) sichert
die Abschétzung B; < P. Zu zeigen bleibt also, dass auch B; > —P gilt.

Fiir die Nebendiagonalelemente von B; ergibt sich
(Bj)kl = _(1 - 79)1—‘1671 > 02> (1 - ﬁ)rkl = _Pkl-
Somit folgt B; > — P, falls fiir die Hauptdiagonalelemente

(Bj)kk = Ait—i-(l—ﬁ)(—%ﬂjL(D(vj,zj))kk)

1 2 ! 1 2
> N (R > _(1-9) [ -—-—2 - _
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gilt. Dies ist genau dann erfiillt, wenn

2 4

> (1 = -

N, (M (Q+M)),
was mit

At 1 q—+p
< N
A2 =21 = 0) + 1 At (2-49)

dquivalent ist.

Wir setzen nun (2-49) voraus und leiten eine Stabilitdtsungleichung her. Aus

¢ = A0 = 27) = B (v = 2

folgt
[v/ =2 = [|A7 B (v =) + AT o
< A7 Bjalloo - 077 = 27 oo + 1A oo - 97 lloor (2-50)
Nun gilt mit | - | : RM=LM=1 o RM=LM=L definiert durch
C = (|G h<ijem—
sofort
:i:Bj_l < |Bj_1| <P = j:Aj_lBj_l < A]»_1|Bj_1| < Aj_lp
und somit

147" Bj-1[loe < 47" Plloc.
Einsetzen in (2-50) liefert

lo? = 27 < 147" Plloe - 107" = 27 o + 145 oo - 197 o

Wir benétigen jetzt eine Abschitzung fiir || A~ P||e:

(A — P = KA% (=T + D(v/, zj))) _ (Aitf b (1= 9)(-T + ,u))] I

= T —=9D0, ) —(1 -l
N——
<pl
> (D —pu)l = IT > —pul

~
>0

Da A; eine M-Matrix ist, folgt
(I— AP =AY (A — P)I> —pA',

was mit
—1 1
Aj PI< (I+,uAj )
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gleichbedeutend ist. Dies liefert

ATTPT < T4 pA7'T = T+ max{p, 0} A;'l

<Al
(2—45) At
< 1 0} ———— 1 = (1+ CANIL
— +inax{:u7 } 1—At"§uj ( + G )
=:8§At
Wegen A;lP > 0 folgt ferner
HA;IPHOO = HA;IPHHOO < (1 + CoAN]||o = 1 + CLAL. (2-51)

Benutzen wir nun (2-47) und (2-51), so folgt
I =2l < AT Plloo - 1077 = 27 oo + 145 Moo - 1197 lloc
S (1+C2At)”v‘771 _Zjiluoo—i_ClAt' ”ng007 .7 = 17"'7N'

Durch Induktion erhalten wir dann

J
o/ = e < (14 AP g0l + 301+ AP G-l (2:52)
k=1
j = 0: Offensichtlich gilt

1" = 2%l < Nlg°llo0 = [l0° = 2"l

j—1—j: Es folgt

(14 CoAt) - [0/ = 277 oo 4+ C1 A g7l
(1+ C2At)[(1+ CoALY "
7j—1
+ 3 (14 oAt CLAE - | gF]loo] + C1AH| ¢ |

v = 27|

j—1

= (14 CoALY||gloo + D (1 + CoAty ™ - C1AL - [|g¥||oo + CLAE -

k=1

J
= (14 CoAtY |l loe + Y (1 + ColAt) ™ - CLA g7 .
k=1

Mit (2-52) und 1 4 CoAt < exp(CyAt) ergibt sich dann

Jo/ = ¥l < exp(Ca-jAY - [lg° ||oo+Z (1+ GAN  -CiAL- gl
ﬁ_/

<(1+Cg At)I <exp(CajAt)
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< exp(Cy- gAL) - [19°]oo
~~

<T
+Cy jAL -exp(Cy jAL) - max{|¢’|loc | = 1,..., N}
<T <T

< exp(CT)(1 + CiT)|g]lo
= exp(CyT)(1 4+ C/D)||T"(v) = T"(2)||oo, 7 =0,...,N.

Dies liefert die Behauptung mit der Stabilitétskonstanten C' := exp(CyT")(1+ C1T).

Fasst man nun alles zusammen, so ergibt sich der nachstehende Satz.

2.53 Satz. Unter der Voraussetzung f € C*(R x [0,1] x [0,T],R), ¢ < %(u, z,t) <
w,u € R, 0 <z < 1,0 <t < T sowie der Schrittweitenbedingung Atdy <
k < 1 st das ¥-Verfahren zur Anfangsrandwertaufgabe (2-42) durchfihrbar. Mit der
zusdtzlichen Bedingung
At 1 q+p
< At
A7 S21-0) 1

ist es auch beziiglich || - || stabil. Es gilt dann die Stabilititsungleichung

v — w||oo < exp(CoT)(1+ CLT)|TH(u) — T"(w)||os, Vu,w € R®  h = (Ax, At)

mit Cy = ——, Cy = max{u,0}.

1—-r’

An jeder klassischen Lésungu mit 25w € C([0,1]x[0,T]), v = 1,2, 25w € C([0, 1] x

[0,T)), v=1,2,3,4 liegt die Konvergenz der Ordnung O(At + Ax?) beziiglich || - || oo
vor. Fiir das Crank-Nicholson-Verfahren erhdlt man sogar die Konvergenz der Ord-
nung O(A#2 + Ax?) bezgl. || - ||oo, falls zusitzlich 23u € C(]0,1] x [0,T]).

o3

f) Finite Elemente fiir nichtlineare Probleme

Vorgelegt sei zunéchst das nichtlineare Poisson-Problem

—Au = f(u)in Q, (2-53)
uw = 0 auf 00

fiir ein beschriinktes Gebiet 2 C R?. Ist u eine klassische Lésung von (2-53), so folgt
fiir alle ¢ € C§°(€2)

0 = /—Augp—f(u)gpdx = /Vu~V<p—f(u)gpdx—/ %godS
Q Q a0 On

= /Vu-Vso— flu)pda.
Q
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72 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Wegen der Dichtheit von C§°(2) in H} () und der Stetigkeit des Funktionals (Vu, V) —
(f(u),-) auf H}(Q), folgt die variationelle Formulierung

/Vu-Vv—f(u)vdxzo, Vv € Hy(S2).
Q

Das Galerkin-Verfahren hierzu lautet: Sei V;, C V. Finde ein uy € Vj, mit

/ Vup - Vo — f(up)vde =0, Yo € V.
Q

Fiir V,, = span{vy,...,op}, up = Zf‘il c;v; erhalten wir
M M
/ chij -V, — f(chvj)vidx =0, 1=1,..., M,
Q= j=1
was mit
M M
ch/ Vo, - Vu;de = / f(chvj)vidx, 1=1,....M
j=1 V@ L )
aquivalent ist.
Mit
a:V xV —R, a(v,w):/Vv-de:c,
Q
A= (ayh<ijem € RMM ay =a(v,vy), 1<4,j<M
und
G:RM - RM,
M
G(c) == (Gi(c)h<icm, Gile) = / f(ZCjUj)Uz‘ dz, 1<i<M

erhalten wir das nichtlineare Problem
T(c) == Ac— G(c) = 0.

Dieses 16st man mit dem Newton-Verfahren, d.h. man benétigt dazu DT'(¢) = A —
DG(c). Man findet

3ck <C> o a—ck/ﬂf(jglcjvj)vidx - /Qa—ck(f(;CjUj)Ui) dz
M
- /f,(zcjvj)'vk'vidl‘, 1<4,k<M.
Q st
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2.54 Bemerkung. DG(c) ist nun keine Diagonalmatrix wie bei den Differenzen-
verfahren. Eine eventuell vorhandene Ly- bzw. M-Struktur von A wird also im All-
gemeinen durch DG(c) zerstort.

Dies ist unerwiinscht und man geht deshalb in der Praxis auf andere Weise vor,
indem man knotenorientierte Quadraturformeln zur Approximation des Vektorfeldes
G(c) benutzt.

Auf einer Triangulierung 7, = {e1,...,e,} von Q definiert man den Ansatzraum
der Lagrangeschen Finiten Elemente

Vi ={v e C(Qx,) |v|e, € P'(er), vloas, =0}

Es sei ferner Vj, = span{vy,...,vy}. Durch vq,..., vy und die Knoten Py, ..., Py
sei eine nodale Basis von V}, gegeben, d.h.

vi(Py) = 6i5, 1<1,5 <M.

Wir benutzen eine Quadraturformel vom Typ
M
Qg) = _wig(P)
i=1
fiir g € C(Q). Dabei erhélt man eine derartige Formel durch

Q(g) = /Qf(g) da fir g € C(Q)

mit dem Interpolationsoperator I : C(Q) — V;, I(g) = Zjle g(P;)v;. Man erhilt
dann also

i}wiﬂm — Q) = / 1(f) de = / fj F(P)vde = éf(m / v,

d.h. die Gewichte lauten w; = fQ vidx, 1 = 1,..., M. Konkret bekommt man z.B.
fiir lineare Finite Elemente

1
wi:§ Z u(e) >0, i=1,..., M.

eEQTh7Pi€e

Das Vektorfeld G mit G;(c) = [, f(zjj\il cjvj)vide, 1 < i < M wir dann ersetzt
durch

2 (f(zcjvj)vi> (P > wif ((ch'l}j)(Pk)> - Oik

k=1 j=1
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= w; f (( Z ¢jv;) (B))

v (P)=bji wif(zcjéji) = w; f(c;) =: Gi(c).

j=1

G:RM - RM Gi(c) = wif(ci), i = 1,..., M ist ein Diagonalfeld. Die Linearisie-
rung lautet

9(G(c)): 0 N |
O 8—%(wif(ci)) = w;f (Ci)ack =wif'(c;))0u, 1<i, k<M,

d.h. DG(c) = diag(w;f'(¢;)|i=1,..., M) ist eine Diagonalmatrix. Zu lésen ist also
das Problem

T(c) := Ac— G(c) =0

mit der Lincarisierung DT'(c) = A — DG(c), welche nun mit dem Newton-Verfahren
gelost wird. Wie bei den Differenzenverfahren, bleibt eine Ly- oder M-Struktur von
A erhalten.

Nichtlineare parabolische Probleme
Nun wenden wir uns dem Losen des nichtlinearen parabolischen Problems
u = Au+ f(u)in Q x (0,7, (2-54)

u(-,t) = 0auf 002 x (0,7,
u(-,0) = wpin Q

zu, wobei  C R? eine beschrinktes Gebiet ist. Die Nichtlinearitit f : R — R sei
Lipschitz-stetig. Fiir die Anfangsdaten gelte uy € L*(€2).

Analog zum linearen Fall erhilt man

T Qu(x,t)v(:p) dx—/QVu(x,t)-Vv(x) dxz/ﬁf(u(x,t))v(a:) dz

fir alle v € C§°(2), t € (0,7). Wir interpretieren wieder fiir jedes feste ¢ die Abbil-
dung
x—u(t,z), dh. u(-,t)

als ein Element eines Sobolev-Raumes V' (hier: V = H}(Q)). Wir setzen

Flu(t),v) = /Qf(u(q:,t))v(x)d:c, 0<t<T, veHY(Q),

a(v,w) = /QVu(x) -Vo(r)dz, v,w € Hi(Q)
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2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen 75

und finden mit der Definition der verallgemeinerten Ableitung das folgende schwache
Problem: Gesucht ist ein Element u € L*((0,T),V), V = H}(Q), das eine schwache
Ableitung v’ € L?((0,T),V’) besitzt, mit u(0) = uo und

(u'(t),v)0 + alu(t),v) = (f(u(t)),v)s, YveV, te(0,T). (2-55)

2.55 Bemerkung. Es ist zu beachten, dass sich ausu € L*((0,T),V), v € L*((0,T), V")
mit dem Interpolationssatz u € C'([0,T], H), H = L*(Q) ergibt. Mit einer Lipschitz-
stetigen Abbildung f : R — R folgt dann, dass durch

Q35— fu)(z) = flult z))
eine Abbildung f(u(-)) € C([0,T], H) definiert wird.
Das Galerkin-Verfahren zu (2-55) lautet: Sei V}, C V' endlich-dimensional und ug, €

V}, eine Approximation von ug. Finde ein u;, € L*((0,T), V},) mit uj, € L*((0,T), V")
und u(0) = ug sowie

(up,(t),v)o + alup(t),v) = (f(un(t)),v)e, Yo €Vy, t€(0,T). (2-56)
Unsere néchste Aufgabe ist es, die Losbarkeit des Problems (2-56) zu diskutieren.
Der numerische Ansatz zu Vj, = span{vy, ..., vy} lautet

M

u(t) = Y cilt);,
i=1
M

uOh(t) = ZCZ‘()UZ' € Vh.

i=1

Analog zum linearen Fall erhélt man

ZCQ(t)<U¢,Uj>0 + ZCZ‘@)G(UMUJ') = <f(

=1

c(t)og),v5), j=1,...,M, 0<t<T,

T

c(0) = co.
Mit der Steifigkeitsmatrix
A= (ayh<ijem, g =av,vy), 1<4d,5 <M,
der Massenmatrix
B = (bijh<ijems by = (vi,v5)0, 1<i,j <M
und dem Vektorfeld G : R¥ — RM

G(a) :== (G(a)), Gjla)= f(Zakvk)vj de, 1<j;j<M
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76 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

erhalten wir das Sytem
Bl (t)+ Ac(t) = G(c(t)), 0<t<T, (2-57)
c(0) = oo

Dabei ist B € RMM symmetrisch und positiv definit, und die Abbildung G : RM —
RM ist global Lipschitz-stetig, da f : R — R Lipschitz-stetig ist.

Das System (2-57) ist dquivalent zu
d(t) = B YG(c(t)) — Ac(t)), 0<t<T, (2-58)
c(0) = c.

Da die rechte Seite von (2-58) Lipschitz-stetig in ¢ und stetig in ¢ ist, existiert nach
dem Satz von Picard und Lindelof die Losung ¢ auf [0, T]. Somit ist das Galerkin-
Problem (2-56) eindeutig lsbar.

Volldiskretes Problem

Wir diskretisieren nun (2-57) mit dem o-Verfahren. Sei At = % Qp, = {t; =

JAt|j=0,...,N} und sei ¢ die Approximation fiir ¢(¢;), j = 0,..., N. Dies liefert
RS , , . .
BT = J(-AJT +G(EI™) + (1 -9 (-Ad + B()), j=0,...,N—1,

& € RM gegeben.

Letztere Iteration ist gleichbedeutend mit

(B — AtA) T — AtIG(TY) = Bd + At(1 —9)(—-Ad + G(c)),
j=0,....,N—1, (2-59)
& € RM gegeben.

(2-59) hat die Operatorform
T =ri, j=1,...,N (2-60)
mit
T(a) = (B—AtdA)a — AtdIG(a),
r’ = Bd 4+ At(l —9)(—Ad + G()).

Lost man (2-60) mit dem Newton-Verfahren, so wird die Linearisierung
DT(a) = (B — AtvA) — Aty DG(a)

benotigt. Wie im stationéren Fall gilt dabei

8ak /f a]vj v v de, 1 <4,k < M.
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Somit zerstoren die nichtdiagonalen Matrizen B und DG(a) eine eventuell vorhan-
dene Struktur von A. Eine Abhilfe verspricht jetzt die schon aus dem stationéren
Fall bekannte Technik des Mass-Lumping.

Auf einer Triangulierung Qp, = {ei,...,e.} von Q definieren wir wieder den An-
satzraum der Lagrangeschen Finiten Elemente

Vh = {U - C<QTh) | U|ek € Pr(ek), U|3QTh = O}

Es sei ferner V}, = span{vy,..., vy }. Durch vy, ..., vy und die Knoten Py, ..., Py
sei eine nodale Basis von V}, gegeben, d.h.

vi(Py) =06;, 1<i,5 <M.

Wir benutzen nun wieder die knotenorientierte Quadraturformel aus dem stati-
ondren Fall. Das Vektorfeld G mit G;(a) = fﬂf(zj\il avj)vpde, 1 < i < M
wird dann durch

sz(f(Zajvj)vi) (Py) = wif(a;) =: Gia), i=1,....M

ersetzt. Ferner wird die Matrix B = (bij)lgi,jSMa bij = fQ U;U; d.CL’, 1 S ’l,] S M
ersetzt durch

- v; (Pg)=0;

> wiwgo) (P) " wiy () = wid,

k=1
d.h. B wird durch B = diag(w;,i =1, ..., M) ersetzt.

Des Weiteren werden nur solche knotenorientierten Quadraturformeln verwendet, die
w; > 0,7 =1,..., M sicherstellen, was im Falle linearer und quadratischer Finiter
Elemente immer erfiillt ist. Benutzt man den Mass-Lumping-Prozess, so lautet das
¥-Verfahren

(B — AtIA) I — AWG(HY) = B + At(1 — 9)(—Ad + G()),
j=0,...,N—1, (2-61)
& € RM gegeben.
Die Formelzeile (2-61) hat die Gestalt
T =%, j=1,...,N (2-62)
mit
T(a) = (B—AtA)a — AtIG(a),
o= B+ At(1 —9)(—Ad + G(c)).
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78 2. Numerik parabolischer Differentialgleichungen

Die Linearisierung lautet
DT (a) = (B — At9A) — At9DG(a)

mit den Diagonalmatrizen

B = diag(w;,i=1,..., M),
DG(a) = diag(w;fi(a),i=1,..., M).

Offensichtlich gilt B B
DT(a) = B+ O(At),

so dass fiir hinreichend kleine At > 0 die Matrix Df(a) immer invertierbar ist.
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3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

a) Theorie skalarer Gleichungen
In diesem Kapitel wenden wir uns hyperbolischen Erhaltungsgleichungen zu.

3.1 Definition. Seiu = u(x,t) : RIxR, — R", und seien F* = F(u) : R* — R"
fir+ =1,...,d. Dann heif}t

% 5 2 (Fw) 0 (31
_— u g -
ot i1 8.’172

ein System von n Erhaltungsgleichungen im R? mit Flussfunktionen F* i =1,...,d.

3.2 Definition. Das System (3-1) heifit hyperbolisch, falls A(u, w) = Z?Zl w;DF"(u)
fiir alle v € R und w € R¥N\{0} n reelle Eigenwerte \;(u,w), i = 1,...,n und n

linear unabhiingige Eigenvektoren v'(u,w), i = 1,...,n hat. Sind {iberdies alle Ei-

genwerte paarweise verschieden, so heifit das System (3-1) strikt hyperbolisch.

3.3 Beispiel. Die Wellengleichung

92
8—157; = ?Au in R?
lésst sich als ein System der Erhaltungsgleichungen umschreiben. Man setzt dazu
ou ou
i = ,i=1,...,d, = —
v 0:61 ! Yt ot
und findet
8v,~ . 82u . 62u . 8Ud+1 i—=1 d
D _ P _ a0
o o L or
Mit v = (v, ...,v441)7 erhalten wir dann
0 0 ... 1 00 ... 0 00 ... 0
81}_ 0O 0 ... 0 6U+ 0o 0 ... 1 81;_'_ N Do ov
ot | o s [0 | ] O 00 ... 1 |0z
20 ... 0 0c ... 0 00 ... &
:D;:l(v) :D}'r2(v) :D;',d(v)
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80 3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

mit DF(v) € RFLAHL 5 = 1 ... d, d.h. ein System von (d + 1) Erhaltungsglei-
chungen in R

Die durch
0 0 0 w1
Awaw):=| 1 1 o0 | ERTM
0 0 0 Wy
wic? wec® ... wec® 0

definierte Matrix hat die Eigenwerte +cy/ ZZ Lw2,0,...,0 und linear unabhéngige
I

(d—2)-mal
Eigenvektoren. Die Wellengleichung ist also hyperbolisch, aber fiir d > 3 nicht strikt
hyperbolisch.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen im skalaren Fall

Ein Cauchy-Problem fiir skalare Erhaltungsgleichungen besteht darin, eine Funktion
u: R, x R — R zu finden, welche

Ou ﬁ(f(u)) = 0, (z,t)eRxRy, (3-2)

ot Ox
u(@,0) = uo(z), zeR
fiir ein vorgegebenes f : R — R erfiillt.

Im Fall von f(u) = au spricht man von der Advektionsgleichung. Ist f(u) = %u , SO
handelt es sich bei (3-2) um eine Burgers’ Gleichung.

Die Charakteristiken der Gleichung (3-2) findet man durch Losen der Anfangswert-
aufgabe

7'(t) = f'(u(x(t),1), =(0) = zo. (3-3)
Ist z(t) eine Losung von (3-3), so ist u entlang der Kurve (z(t),t) im (z,t)-Raum
konstant, denn

d ou ou
qule(t)1) = g—x(:c(t),t) )+ 5 (= (t>8t>
= @—x@(t),t)f’(u(sc(t%t>z+g<x<t>¢) =0,
— 2 fu(e(t).0)

d.h. u(z(t),t) = u(xo, 0) = up(zo), t > 0.

Aus 2/(t) = f'(u(x(t),t)) = f'(uo(x)) = const folgt, dass die Charakteristik (x(t),?)
eine Gerade im (z,¢)-Raum sein muss. Diese hat die Darstellung

r=2uz(t) =xo+t- f(uo(xo)). (3-4)
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Kann man (3-4) fiir alle (z,¢) € R x RT eindeutig nach z, auflésen, so hat man die
Losung

u(z,t) = uo(wo)
der Erhaltungsgleichung (3-2) gefunden. Dabei ist 2y immer implizit durch
T =g+ f/(U()(SL’Q)) -t
gegeben.

3.4 Beispiel. Fiir die Advektionsgleichung gilt f'(u) = a. Es folgt = = x¢ + at, d.h.
xo = x — at. Somit ergibt sich die Losung u(x,t) = ug(x — at).

Leider ist dies im Allgemeinen nicht moglich, denn (3-4) kann nicht immer eindeutig
aufgelost werden, da die Charakteristiken sich nach einiger Zeit schneiden konnen.
Wir analysieren diesen Effekt am Beispiel der Burgers’ Gleichung

ou 0 (1,
u(z,0) = wy(zr) = —=x.
Mit f(u) = “72 und f’(u) = u ergeben sich aus (3-4) die Charakteristiken

x =z + tug(ze) = 19 — txg = xo(1 — 1), (3-5)
N——
=—x0
woraus wir
ZTo ZTo Zo
T
€T =
0 1—¢
und somit
T -
t frd g = .
utet) = waloo) =0 (155 ) = 15

(s. Abbildung 13) finden.

Jede Charakteristik auf der Abbildung (14) geht durch die Punkte (x,0) und (0, 1)
im (x,t)-Raum. Man erhélt also an den Schnittpunkten von Charakteristiken mehr-
wertige Losungen der Gleichung. Eine klassische Losung kann aber nicht mehrwertig
sein. In diesem Fall bewegt sich die entstandene Unstetigkeit als schwache Losung

(Schock) fort.

3.5 Deﬁnition Eine Funktion w = wu(z,t) heifit schwache Losung des Cauchy-
Problems (3-2), falls

// ( )a%) dtdx*/R“o(l“)sO(x,O) dz =0

fiir alle ¢ € C}(R x R) = {¢p € C'(R x R) | supp  kompakt} gilt.
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4 u(,x)
x
/ t=0 u(z,0)=—x
t=1
t=1 u(z,0)=—2x

Abbildung 13: Beispiel einer Charakteristikenschar

Al (t=—2z+1)

| |

\ \ \

-2 /—1 0 1 2
ZL‘QZ—l l‘():l ZL‘QZQ
u=1 u=—1

Abbildung 14: Beispiel einer Charakteristikenschar

3.6 Bemerkung. Ist u eine klassische Losung, so auch eine schwache Losung.

Eine typische Situation, bei der Unstetigkeiten generisch auftreten, sind Riemann-
Probleme. Darunter versteht man Aufgaben, bei denen schon die Anfangsdaten un-
stetig sind, z.B.

au a B B . u, T < O,

Es lasst sich zeigen: Eine schwache Losung des Riemann-Problems ist z.B. die

Schockwelle
u;, T < st,

Up, T > St.

utet) = ) = {
Hierbei ist s durch die Rankine-Hugoniot Bedingung

_ fw) = f(ur)

Uy — Uy
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gegeben.
Fiir die Burgers’ Gleichung gilt:

1 wl—u? 1

§= =" = —(u; + up).
2 Uy — Uyp 2( ! )
A
t=20 t
—
uT‘
x TEs >
Schockposition fiir ¢t = 0 Schockposition fiir ein ¢ > 0

Abbildung 15: Schockfortpflanzung

Eine weitere Losung des Riemann-Problems der Burgers’ Gleichung fiir u; < u, ist
gegeben durch die Verdiinnungswelle

U, % S ur,
u(z,t) = 2, w <<,
U, % Z U
A
t: 0 ur
t
Uuj
1 1 >
ut Uyt

Abbildung 16: Verdiinnungswelle der Burgers’ Gleichung

Man braucht also weitere Bedingungen, um die eindeutige Losbarkeit des Cauchy-
Problems zu sichern. Betrachte dazu die viskose Regularisierung der Erhaltungsglei-

chung, d.h.

du 9 d*u
o "o ) = egm (B ER xR, (3-6)
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u(z,0) = wp(z), xeR

fir 0 <ex 1.

Die Aufgabe (3-6) ist nach Oleinik (1956) eindeutig in L>*°(R x R, ) losbar, falls
up € L°(R) und f € C'(R). Als Viskosititétslosung bzw. Entropielésung der Erhal-
tungsgleichung bezeichnet man diejenige schwache Losung, welche sich als Grenzwert
e — 0 der Losungen (u.). von (3-6) ergibt.

3.7 Definition. Es sei
L>®(Q) :={f : Q — R| f Lebesgue-messbar und || f||z~ < oo}
mit
| fllLee = esssup,cq|f(x)] = inf sup |f(x)].

ACQ
#(AC):O TEQ\A

3.8 Definition. Es sei u € L>®(Q2), Q C R offen. Dann ist die totale Variation von
u durch

e—0

TV (u) = limsup — / lu(z +¢) —u(z)| da.
definiert. Der Raum der Funktionen von totaler Variation ist dann

BV(Q) ={ue L>*(Q) | TV(u) < co}.

Es gilt nun das folgende Theorem, das wir als Richtschnur zur Entwicklung nume-
rischer Methoden nehmen werden.

3.9 Satz (Kruzkov). Das skalare Cauchy-Problem

Qu, O fw) = 0, feC(®),

ot Ox
u(z,0) = wp(z), wupe L*(R)

hat eine eindeutige Entropielosung u € L*(R xR, ), die die folgenden Figenschaften
hat:

i) JJu( )]l zoe < Jluo(-)llzee, t 20
i) ug > vy = u(-,t) >v(-,t),t>0
iii) up € BV(R) = u(-,t) € BV(R) und TV (u(-,t)) < TV(up), t >0

w) up € L'(R) = [pu(z,t)dz = [puo(x)dz, t >0
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3.10 Definition. Die Eigenschaften i) — iv) heiflen L*>°-Stabilitét, Monotonie, TV-
Stabilitdt und Konservativitét.

3.11 Bemerkung. Der Satz kann auf mehrere Dimensionen € R?, d > 1 erweitert
werden, was aber leider fiir Systeme nicht stimmt.

b) Grundlagen und Notationen

Vorgelegt sei das Cauchy-Problem

ou 0
—_ —_— pr— >
8t+8x(f(u)) 0, z€eR, t>0

u(z,0) = wup(z), ze€R.

Es sei fiir Az > 0, At > 0 ein dquidistantes Gitter mit den Gitterpunkten (¢;,z;),
J €N, 1 € Z eingefiihrt, wobei t; = jAt, x; = i1Ax.

Elementares Verfahren

Es bezeichne v/ die Anniherung fiir u(x;,t;). Wir approximieren dann

) 1) — flul
S ty) ~ Ll )
J+1 J
Sl ty) ~ T
ot At

Dies liefert

uf“ - ui f(uf+1) - f(uf—l)

0, jeN,ieZ,

At 2Ax
U? = UO(xi)7 S Z7
was sich als eine explizite Iteration
. N . .
1
ufr = u — AL (f(ufﬂ) - f(uf—l))
- H(U’g;l)ug)uirl)a j €N7Z € Zv
up = wuo(z;), i€Z

mit der Verfahrensfunktion H umschreiben lasst.

In der Praxis rechnet man auf kompakten Gebieten, d.h. = € [0, L], t € [0,T] und
z.B. mit periodischen Randbedingungen w(0,¢) = u(L,t), d.h. man wéahlt

L
Ar = i v, =1iAr, i=1,..., M,
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T
At = <, t;=jAt, i=0,... N,

Es wird sich zeigen, dass das elementare Verfahren keine guten Stabilitatseigenschaf-

ten besitzt. Eine Abhilfe ist es, u/ durch %(ui a+ u!_,) zu ersetzen. Dies liefert das
sogenannte ,, Lax-Friedrichs-Verfahren “

. 1 . : At ; j
Wt = §(u§+1 +ul ) — E(f(uiﬂ) — fui_y))

= H(uj'—hugaug—f—l)'

Die Linienmethode

Betrachte

ou 0
—4 = <z<l1l, t>
oy +8x(f(u) 0, 0<x<1,t>0,

)
uw(0,t) = wu(l,t), t>0,
u(z,0) = wup(z), 0<z <1

Wir wihlen {z; = iAz|i=1,..., M}, Az = 5; als Raumgitter und definieren den
Gittervektor

v(t) = (u(t, o), ult,xa), ..., ult,xa)) = (v1(t),va(t),..., o0 (t)) € RM

auf dem Zeitlevel t. Wir ersetzen nun % = —a%( f(u)) durch
= - (L@ fea) -y |y
2Az

Mit den periodischen Randbedingungen folgt

vi(t) = — (f(w(t))Q_Ai(UM(t))) . (v =vm),

4o = (HOO T

Wir erhalten also ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

V'(t) = Faz(v(t)), v(0) =1°

mit
O 1 0 --- 0 0 -1 f(v)
-1 0 1 -+ 0 0 0 f(v2)
. 0O -1 0 --- 0 0 0 f(vs)
0 0 0 0 1 0 f(vpr—2)
0O 0 0 --- -1 0 1 f(var—1)
1 0 0 0 -1 0 f(var)
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v = (ug(zy),. .., up(zy))” € RM.

Zur ersten Analyse der Stabilitét unserer Verfahren wahlen wir f(u) = au, d.h. die
Advektionsgleichung

Ju N du 0
- aq— =
ot ox
als Testgleichung. Dann erhalten wir als Liniensystem
V() = Aagv(t),  v(0) =" (3-7)
mit
0 1 0 0 0 -1
-1 0 0 0 O
0 -1 0 0 0 O
a
A = — : S : . . M,M )
o o0 0 -+ 0 1 0
o o 0 -+ -1 0 1
1 0 O 0 -1 0
v = (up(x1), ..., uo(xn))” € R,

3.12 Bemerkung. Es gilt AX, = —Aa,, d.h. A ist schiefsymmetrisch, und es folgt
U(AAm) C R.

In unserem Fall kann man die Eigenschaften explizit angeben, denn Ax, hat die

Eigenwerte .
A = % sin(2nkAz), 1<k<M

und die Eigenvektoren w* mit

(wh); = exp(2miklAz), 1<k <M.

ia

Die Eigenwerte liegen auf der imagindren Achse zwischen —<% und %.
Ax Ax

Fiir die Zeitdisketisierung der Anfangswertaufgabe (3-7) ist also ein Verfahren emp-
fehlenswert, fiir welches At\, (1 < k < M) im absoluten Stabilitdtsbereich liegt.

Volldiskrete Modelle

a) Euler-Cauchy-Vefahren:

Diskretisierung von (3-7) mit dem Euler-Cauchy-Verfahren liefert gerade das
elementare Verfahren. Das Stabilitéitsgebiet des Euler-Cauchy-Verfahrens ist

gegeben durch
S={ze€C| |z+1| <1}
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Man benétigt somit
1+ At <1, 1<k<M. (3-9)

Die Bedingung (3-9) ist jedoch wegen AtA, C iR\{0}, 1 < k < M niemals
erfiillbar.

3.13 Bemerkung. Das Verfahren kann aber konvergent sein fiir At, Az — 0,

falls zusétzlich ﬁ—; — 0 gilt. Dann folgt

At
At )\, = A—xm sin(2rkAz) — 0 fir 1 <k <M

und die klassische Stabilitdt des Euler-Cauchy-Verfahrens, d.h. 0 € S geniigt
dann eventuell, um die Konvergenz des elementaren Verfahrens zu sichern.

Lax-Friedrichs-Verfahren

Unter Beachtung von

1 . : : : : ,
§(Ug+1 Fui_y) =uj + 5wy — 2u] +uj,)
ergibt sich

: . alt : 1, o , ,
witt = ug_E(u§+1—ug71)+—(ugfl—QuHugﬂ), i=1,...,M,7=0,...,N

2
und u) = ul,, u), = ). Dies ist dquivalent mit
=l Ax? [ul - 2ul
i i +a i+1 i—1 _ i—1 i i+1 (3_10)
At 2Az 2At Ax?

firi=1,...,M, 7=0,...,N. Das Schema (3-10) entsteht als eine Diskreti-
sierung von

Ou | Ou Pu <l t30
ot Yor T Cow TTTELOTED

u(z,0) = w(x), 0<z<1,
mit ¢ = ?—X:, d.h. der viskosen Regularisierung der Erhaltungsgleichung. (3-10)
erlaubt auch, das Lax-Friedrichs-Verfahren in Linienform zu interpretieren.

Sei v/(t) = Ba,v(t), v(0) = v° mit

2 -1 0 --- 0 0o -1

-1 2 -1 --- 0 0 0

. 0 -1 2 0 0 0
Baw=Asp=e- 35| & 1 i in e RMM. (3-11)

0 0 0 2 —1 0

0 0 0 -1 2 -1

-1 0 0 0o -1 2
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Man erhélt dann das Lax-Friedrichs-Verfahren (3-11), indem man (3-11) mit

dem FEuler-Cauchy-Verfahren diskretisiert. Im Fall ¢ = % < 1 ist also die

Matrix Ba, eine Storung der Matrix Aa,. Ba, hat die Eigenwerte
2e

N (1 — COS(QWICAQZ)), 1<k<M,

M = A —

wobel )\, = ﬁsin(QﬂkAx), 1 < k < M die Eigenwerte von A, sind, und

die Eigenvektoren w*, 1 < k < M von Ap,. Fiir ¢ = % lasst sich zeigen
Aty € S, dh |1+ At | < 1, falls |42 < 1.

Die Erhaltungseigenschaften

Wir versuchen, die Erhaltungseigenschaft des Kruzkov-Theorems auf den diskreten
Fall zu iibertragen.

Es seien Az, At > 0, z; = iAz, t; = jAt, und uf sei eine Approximation fiir die
Losung u(x;,t;) der Erhaltungsgleichung. Alle unsere Verfahren haben die Form
ultt = H(uffl,ug,ugﬂ), jeN,ieZ,

W = wug(z), i€Z.

)

3.14 Definition. Ein Differenzenverfahren u}™" = H(u]_,,u],ul,,) heifit in Erhal-
tungsform geschrieben, falls

At -~ A
H(u_y,up,u1) = ug — E(F(Uo, uy) — F(u_q,up))

mit einer Flussfunktion F': R — R gilt. Das numerische Verfahren heifit dann auch
konservativ. Die numerische Flussfunktion F' heifit konsistent mit der kontinuerli-
chen Flussfunktion f, falls F'(u,u) = f(u).

3.15 Beispiel. Wir betrachten folgende Verfahren.

a) Elementares Verfahren:

. A . .
W=l () — flly)
A 1 » » 1 . .
= = (JUD) + 16d0) — S )+ 1) )
Mithin ist

A

Flu,0) = S(F) + f0), Flu,u) = f(u).
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b) Lax-Friedrichs-Verfahren:

1 ~ At i '
" = Sl i) = g () = f ).

Man erhilt dann

Flu,) = (=) 4 5 () + @), Fluu) = flu).

Beide Verfahren sind also konservativ und konsistent.

3.16 Lemma. Ist das Verfahren v!™ = H(u] Ui 1,uz,uzﬂ) in Erhaltungsform ge-
schrieben, so gilt fir alle u = (u);ez € 1Y und Hul = (u™ )iz € 1Y mit H : X — 1}

die Relation L '
> (Hw) =D ul.

i€z i€z
3.17 Bemerkung. Bekanntlich ist
1
o= {wiez| (Y )" <00}, 1<p <o,

1€Z
= {(vi)iez | sup ;] < oo}
1€Z

lOO

Beweis: Es gilt

Z(ﬁuj)l = Zug+1 ZH Ui 1, Z’ Z+1)

1EZ €L €L
At .
- Z [u - A—x(F(ui’ungl) - F(Uﬁpui))}
1€EZ
= ZU A ZF Uz, z+1 ZF U; 15 z
€L ZEZ 1€EZ
=0
= > ul, jeN
=/

O

3.18 Bemerkung. Im Fall periodischer Randbedingungen auf [0, L] ist die Summe
> ez durch SM M- Ax = L zu ersetzen.
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Konsistenz von Verfahren

3.19 Definition. Ein Verfahren uf T —H (u{_l, uf , uf 1) hat die Konsistenzordnung
p, falls gilt

é (W, t + At) — H(u(z — Az, ), 1z, ), 0(z + ALt))) = O(AzP) + O(AP).

Dabei bezeichnet w eine klassische Losung der Erhaltungsgleichung
ou 0
a 5 (@) =0.

Fiir ein konservatives Verfahren mit Flussfunktion F und Konsistenzordnung p folgt

(Lu)(t,z) = “(Hm’g_“(t’x) +AL(F( (@,1), u(z + Az, 1))

—F(u(z — Az, t),u(z,1)) = O(AzP) + O(AP).

Fiir die Entwicklung des Konsistenzfehlers ldsst sich zeigen:

3.20 Satz (ohne Beweis). Sei H ein konservatives numerisches Verfahren fir die
l}'rhaltungAsgleichung % + %(f(u)) = 0 mit konsistenter numerischer Flussfunktion
F. Sind F € C3(R%,R), f € C3(R,R) und )\ = % fest, so gilt fiir jede klassische

Lésung

(Lu)(t,z) = —At 8% ( (u, A)g—az) (t,z) + O(At?)

Blu, \) = %{% ((g—i 4 6iH1) (u,u,u)) - (ff@))?}.

Ist also H ein Verfahren erster Ordnung fiir 2% + 2 (f(u)) = 0, d.h. B # 0, dann ist
H eine Approximation zweiter Ordnung von der parabolischen Differentialgleichung

ou 0 0 ou
S+ o) = At o= (Blu N)51). (3-12)

Die parabolische Gleichung (3-12) heifit ,,modifizierte Gleichung“. Das numerische
Verhalten ist also immer n#her an der modifizierten Gleichung (3-12) als an der
Erhaltungsgleichung.

3.21 Definition. Der Term At B heifit numerische Viskositit.

Aus Griinden der Stabilitétstheorie parabolischer Gleichungen sollte At B > 0 gelten
und aus Konsistenzgriinden sollte At B nicht zu grof3 sein.
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3.22 Beispiel. Wir betrachten fiir die Advektionsgleichung 3 8“ + aau = 0 die fol-
genden Verfahren.

a) Elementares Verfahren

Man findet B(u, \) = —% < 0, was auf ein instabiles Verfahren hinweist.

b) Lax-Friedrichs-Verfahren

Hier gilt: B(u,\) = (1 — (AA) ), d.h. B(u,A) > 0, falls |%2f| < 1. Dies

liefert die Emschrankung A < ‘%' an das numerische Gitter.

Die CFL-Bedingung

Vorgelegt sei die Advektionsgleichung a“ + aa“ = 0. Die Charakteristiken der Ad-
vektionsgleichung werden durch

2(t) = fl(u(z(t),t)) = a, x(0) =z

gegeben, denn f(u) = au. Damit folgt © = 2(t) = zo + at, d.h. ¢t = 2=% = 15 _ Lo,
Dies stellt eine Gerade im (z, t)-Raum mit Steigung + dar.

A

«—— Steigung <

Abbildung 17: Charakteristiken der Advektionsgleichung

Die Information, gegeben durch die Anfangsbedingung, wird durch die kontinuierli-
che Gleichung mit Geschwindigkeit a transportiert. Im diskreten Verfahren mit Ver-
fahrensfunktion H hat man Informationstransport mit der Geschwindigkeit j:%

Die Bedingung ‘a } < 1, d.h. |a] < 57, bedeutet also, dass der analytische Infor-
mationstransport langsamer ist als der diskrete Transport. Das numerische Schema
kann dann Information mit der Geschwindigkeit a transportieren. Ist dies nicht der
Fall, so kann das numerische Verfahren nicht konvergent sein.

Im nichtlinearen Fall 2% + 2(f(u)) = 0 lautet die Bedingung:

. At
|f'(v) M! < 1 fir alle v € [—[ufl oo, Julloc]; (3-13)
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LA
2At
At Lo
1 1 1 '
Ti-1 Z; Tiy1 T

Abbildung 18: Charakteristiken der Advektionsgleichung

wobei u die wahre Losung der Erhaltungsgleichung ist.

3.23 Definition. Die Bedingung (3-13) heiit die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung
oder kurz die CFL-Bedingung.

Die CFL-Bedingung ist also notwendig, aber nicht unbedingt hinreichend fiir die
Konvergenz.

c) Konvergenztheorie fiir die Differenzenverfahren

Vorgelegt sei das Anfangswertproblem

ou 0
E—i_%(f(u)) = 0, z€R, t>0,

u(z,0) = wup(z), zeR.

Zur Erstellung eines diskreten Modells wéhlt man die Schrittweiten At, Az > 0.
u] bezeichne die numerische Approximation fiir u(z;,t;) mit z; = iAz, t; = jAt
fiir ¢ € Z und 57 € N. Mit dieser Notation schreibt sich das Differenzenverfahren in
Erhaltungsform:

ul ™ = H (ul_y uf win) = ] = ANE(u] udyy) = Ful_g, ),

wobei A = 2L und F' die numerische Flussfunktion mit F(u,u) = f(u) ist. Der

Konsinstenzfehler lautet dann

(Lu)(t,x) = = (u(t + At,z) — H(u(z — Az, t),u(z,t), u(z + Az, t)))

At
Cu(t+ At z) —u(t,z) 1 - ”
- At + 5 (Flu(e, ), u(@ + Az, 1)) = Flu(e — Az, 1), u(w,t)).

Sei nun v = (v;);ez. Wir identifizieren die Folge v mit der stiickweise konstanten
Gitterfunktion v definiert durch v¢(z) = v; fiir z € [(i — $)Az, (i + )Az), i € Z.
Desweiteren setzen wir u®(t;, z) = ul fiir z € [(i — DAz, (i + 1)Az), i € Z. Ist nun
u(t,z) die Losung der Erhaltungsgleichung, so bezeichnet

Aty x) =u(ty, v) —u(ty,z), x€R
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den Fehler auf dem Zeitlevel ¢ = ¢;. Um das Differenzenvefahren in kompakter
Form zu schreiben, setzen wir v/ = (u]);ez und definieren H(u’) durch (H(u)); =
H(u]_y,ul,ul ), i € Z. Ferner identifizieren wir v/ mit u(t;, -) und schreiben ebenso

Wty w) = A(t;, (@), =R,

Wir untersuchen nun den Fehler fiir ¢ € [0,7]. Seien At = L > 0, Qa, = {t; =
JjAt|j=0,...,N}. Der Raum V aller stiickweise konstanten Funktionen iiber x sei
mit einer Norm || - || versehen. Wir betrachten zunéchst den linearen Fall, d.h. die

Advektionsgleichung.

3.24 Definition. Das Verfahren u/*! = H(u) heift stabil beziiglich || - ||, falls ein
C > 0 mit

= il
HHH:sup{u\u;éO,uEV} <1+ CAt

il

existiert. Es heifit stark stabil, falls C' = 0.

Aus Definition 3.24 folgt |H7|| < C fiir j € N und jAt < T, denn
|H|| < ||H|’ < (14 CAtY < exp(CAtY = exp(CjAL) = exp(CT) =: C.

Dies wird héufig zur Definition der Stabilitdt eines Verfahrens zur Losung der Ad-
vektionsgleichung herangezogen.

Fiir eine auf [(i — 1)Az, (i+ 1)Az), i € Z stiickweise konstante Funktion v € LP(R)
gilt

1/p 1/p
[0l = (/Rlv(w)lp) = (M ZIU(%)I”) = (Az)'/? (ZIMI”) = [vlle-

€L 1EZL

Dies unterscheidet sich nur um den Faktor (Az)Y? > 0 von der klassischen Norm
auf [?(Z) und erzeugt die selbe Normtopologie. Somit folgt ||[v||» = [|v||;» fiir alle
stiickweise konstanten Gitterfunktionen aus L”(R).

3.25 Satz. Vorgelegt sei das Differenzenverfahren u’*t = ﬁ(u]) mit einer konser-
vativen und konsistenten Verfahrensfunktion H gegeben durch

(ﬁ(u]))l = H(ugflaugaungl)? €L
fur die Advektionsgleichung

ou ou
—ta — = R, t T
5 T4 0, zeR, te0,T],

u(z,0) = wup(z), zeR.
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Es gelte | H|| < 1+CAt. Auf dem Gitter Qpy = {t; = jAt|j=0,...,N}, NAt =T
sei der Operator Ta, : V&t — V9t durch,

(Tar)(u) = (uo — g, Ait(uj+1 —H(w)),j=0,..., N)

fiir u = (u°,...,uN) € V¥ gegeben. Dann geniigt Ta; einer Stabilititsungleichung
[ = v]loc < C - [|Tar(u) = Tar(v)]]oo,
wobei ||ull oo = || (10, ..., u™) |l = max{||u’| | =0,...,N}.

Beweis: Seien v = (v7) ez, w = (w?);ez beliebig. Dann erhalten wir
) = T"(w) =g =(¢"....9")

mit g% = v° — w® und ¢/ = 3 (v/ — H(vj) (w’! — H(w ))), .., N. Letzteres
ist gleichbedeutend mit ¢° = v — w® und Atgj + H(v' ™Y — (wj_l) = vl — w,
j=1,...,N. Dies liefert

[ —w|| < | H@W' ™) = Hw’ ™) | + Atllg’|| < (1+ CAD[Jv ™" —w/ || + At 7).
:ﬁ(vﬂ'—\;ﬁwﬂ'—l)

Wie im parabolischen Fall (Vgl. Kapitel 2, Abschnitt e)) folgt dann induktiv

J
o7 = wll < (L CAP gl + D71+ CARTF- Adllgh|

und unter Beachtung von 1 + CAt < exp(CAt) ergibt sich ferner

|07 — w?|| < exp(CT)(1+ T)Inax{Hng |k=0,... ,N}J.

—~
=llgllo

Somit ist die Stabilitdtsungleichung bewiesen. U

3.26 Bemerkung. Betrachtet man nun den nichtlinearen Fall, d.h. die Erhaltungs-
gleichung

%—l-g(f(u)) =0, z€R, t>0,

ot ox
u(z,0) = wup(z), z€R,

so bendtigt man fiir das numerische Verfahren u/*' = H(u) die Stabilitéitsunglei-

chung
|H (v7) = H(w!)|| < (1+ CAL)||o — ], (3-14)

Der Beweis von Satz 3.25 ldsst sich dann auch auf den nichtlinearen Fall iibertragen.
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3.27 Satz (Konvergenzresultat). Seiu/™ = H(u) ein Differenzenverfahren fiir
die Erhaltungsgleichung

ou 0
5;+ajﬂw)=:& reR, t>0,

u(z,0) = wup(z), x€eR,

und es existiere eine eindeutige klassische Losung u fir x € R und t € [0,T]. H sei
stabil beziglich || - || im Sinne von (3-14) und konsistent der Ordnung p. Dann ist
das Verfahren konvergent der Ordnung p beziglich || - ||.

Die von Neumannsche Stabilitit

Wir untersuchen nun die Stabilitéit der linearen Advektionsgleichung beziiglich der
| - || 2(r)-Norm definiert durch

fols = ( [ P a ) "

fiir v € L?(R). Wir wiihlen ein festes Az > 0 und interpretieren
(Hv)(z) := H(v(z — Az),v(z), v(z + Az))
= c_v(x — Azx) + cou(x) + crv(x + Az), c_1,co,c; fest
als einen Operator auf L2(R), d.h. H : L*(R) — L*(R).

Im Fall der L?-Norm kann die Stabilitéit leicht durch eine Fourieranalyse iiberpriift
werden. Zu einem v € L*(R) ist F(v) € L*(R) gegeben durch

1
F(v :—/vxex —ix€) d€, € R,
©)(©) = = [ vi)ewp(-ing)ds, €
die Fouriertransformierte von v. Nach dem Parsevalschen Satz gilt
IF ()22 = llvll 2.

AuBerdem ldsst sich die Fouriertransformierte der Translationsabbildung v,(-) =
v(-+y) (y € R fest) leicht berechnen geméaf

F(vy)(§) = exp(i€y) F (v) ().

Damit folgt fiir ein Verfahren in Erhaltungsform fiir die Advektionsgleichung, d.h.
fiir
“gﬂ = H(Ugfh ug, ungl) = c,lugfl + CO“? + Clungl (3-15)

bzw.

—

(Hv)(x) = H(v(x — Az),v(x),v(x + Azx)) = c_jv(x — Az) + cov(x) + crv(x + Ax)
(3-16)
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wegen der Linearitdt der Fouriertransformation sofort
F(Hv)(@) = caF(v-ae)(€) + F(0)() + e1F (var)(€)
= corexp(—iAz§) F(§) + coF (v)(§) + c1 exp(iAzg) F(v)(§)
= (crexp(—iAzg) +co+ ¢ exp(iAmfZ)f(v)({)
=p(¢)

= p&)F©)(&)-
Der Term p(€) = c_y exp(—iAz€) + ¢y + ¢1 exp(i + Az€) heifft das Symbol von H.
Wegen
1Hvll2 = |F(HO)2 = llp- F@)r2 < sup{|p(€)] | & € R} - |7 (0)]] 2
= sup{[p(§)| [ £ € R} - [|vf| 2

folgt .
[H |22 < sup{|p(&)] | & € R} = [|pl| .

3.28 Satz (von Neumann). Das lineare Verfahren H der Form (5-15) ist L2-
stabil, falls

sup{[p(¢)] [ € R} < 1.

3.29 Beispiel. Wir wenden nun den von Neumannschen Satz auf die folgenden
Verfahren an.

a) Elementares Verfahren:

ul =] — E(uiq — Ui_y)-
Man erhilt p(¢) = 1 — 2% — jsin(Az¢) und damit

Az
2.2
P(OF =1+ 0% sin(Axg) > 1

b) Lax-Friedrichs-Verfahren:

J J
j+1 . ui+1 _'_ui*l _ Ata

[ 2 QAZ,(U?—Fl _ug—l)’

Es folgt p(§) = cos(Azé) — iRLasin(Az¢) und somit

2
cos?(Az€) + (%) sin?(Az€).
Damit gilt
sup{[p(E)] | £ € R} <1,

falls (%)2 < 1. Also ist das Lax-Friedrichs-Verfahren unter der CFL-Bedingung
L?-stabil.
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L*°-Stabilitit und TVD

Wir kommen nun zu zwei weiteren Eigenschaften, die ein ,,gutes” numerisches
Verfahren fiir die Erhaltungsgleichungen haben sollte. Fiir die Entropielosung des
Kruzkov-Theorems gilt

Ju( D)z < fluo()llzee, =0 (L*-Stabilitiit)
und

TV(u(- 1)) < TV(uo(-)), t>0. (TV-Stabilitiit)

3.30 Bemerkung. Ist v(z) eine auf [(i — $)Az, (i + $)Az), i € Z stiickweise
konstante Funktion zu (v;);ez, so ldsst sich funktionalanalytisch zeigen:

o1
TV (v) = Z [Vig1 — vi| = llil(l)g /R lv(z+¢) —ov(z)|dx

1€Z

und
||| e = sup{|v;| | i € Z}.

Man definiert nun die diskrete L*°-Stabilitdt und TVD wie folgt.

3.31 Definition. Das durch H definierte Schema ist stark L°°-Stabil, falls
[Hv|[zee < lv]|zo

fiir alle auf [(i — 2)Az, (i + $)Az), i € Z stiickweise konstanten v € L®(R).

3.32 Definition. Das durch H definierte Schema ist TVD (total variation diminis-

hing), falls
TV(Hv) < TV(v)

fiir alle auf [(i — $)Ax, (i + $)Ax), i € Z stiickweise konstanten v € BV(R).
3.33 Beispiel (Lax-Friedrichs-Vefahren). Betrachte das Lax-Friedrichs-Vefahren

u{H + ug—l _ )\f(ug-i-l) - f(uf—l)
2 2

J+1 J J o, _
u; = H(Uiﬂauz‘a“iq) =

mit A\ = ﬁ—; und einem stetigen f € C'(R). Es gilt

j+1 Ug+1 +uj_y Ug+1 — Uy f(uf+1) — f(ui_y)
i = A
Wiy — Wiy
J J J J
_ Ui U Uiy Uy A (€D

2 2
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mit & € min{u)_,,ul,,}, max{w_,,u,,}]. Mit der CFL-Bedingung folgt |\-f'(&)]
1,7 € Z, j € N und somit

IA

J J J J
T = + o] lad| <1
1 2 7 2 ? 7 ?

; J+1 ; J J J J ; :
woraus sich ] € (min{w]_,,u] ,}, max{u/ ,,u]_,}) ergibt, d.h. wir erhalten

1
[l 7 < mas{ul_y, Jul [},

und es folgt

1Huw || = [/l = sup{|u!™| | i € Z}

< sup{max{|ul_y|, [ul.,[} |i € Z} = [|Ju’ .

Also ist das Lax-Friedrichs-Verfahren stark L*°-stabil, falls die CFL-Bedingung gilt.
Es lasst sich iiberdies zeigen, dass die CFL-Bedingung auch die TVD-Stabilitat des
Lax-Friedrichs-Verfahrens impliziert.

3.34 Beispiel (Nichlineares Upwind-Verfahren). Das nichtlineare Upwind-
Verfahren hat die Form

: S . .
u§+1 = uj — E(f(ui-i-l) - f(“i—1))

(|a( z’ug+1)| : (Ug+1 - Uf) - |a(ug_1,ug)| : (Uf - Ug—1))

l\3|>/

mit A = K¢ und a(u,v) = J0)—J)  Dag Upwind-Verfahren ist ein Verfahren in

Az u—v
Erhaltungsform mit der Flussfunktlon

B(u,v) = 2((w) + f(0)) - 22

d.h. f(u), falls a(u,v) >0
w), falls a(u,v) >0,

F(u v) = { f(v), falls a(u,v) <0

)-

sowie F(u,u) = S(f(u)+ f(u)) = f(u). Es lisst sich ferner zeigen, dass das Upwind-
Verfahren unter der CFL-Bedingung TVD— und L*°-stabil ist.

Konvergenz gegen schwache Losungen

Wir untersuchen das Verhalten von konservativen Verfahren bei schwachen Losun-
gen.

3.35 Satz (Lax-Wendroff). Es sei durch ui*' = H(u?) ein konsistentes und kon-
servatives numerisches Verfahren fiir die Gleichung

ou 0
EJr%(f(u)) = 0, z€R, t>0,
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u(z,0) = wup(z), xeR

gegeben. Betrachte eine Folge {1, }nen von Gittern mit den Schrittweiten { (At,, Ax,) }nen,
fiir die At, — 0 und ﬁ—;z = A\, n € N mit einer festen Gitterkonstanten X > 0

gilt. Die numerische Losung zur Schrittweite At sei u%,, d.h. u,(t,z) = u}, x €
[(i—3)Az, (i+3)Az), i € Z, t € [(j— 1AL (j+2)At), j € N sei als eine konstante
Gitterfunktion aufgefasst. Angenommen, die Folge (uQ,, )nen erfiillt

VI'>0 3JR>0 VneN TV(uy, )<R, 0<t<T (3-17)

und es gibt ein @ so, dass auf jedem Kompaktum @ = [a,b] x [0,T]

T b
/ / |up,, (x,t) —u(x,t)|dedt — 0 fiir n — oo (3-18)
0 a
gilt. Dann ist w eine schwache Lisung der Erhaltungsgleichung.

3.36 Bemerkung. Jedes TVD-Verfahren erfiillt die Voraussetzung des Satzes von
Lax und Wendroff, d.h. konvergiert auch an einer schwachen Losung. Aus (3-18)
folgt dann |lug, —||;1q@) — 0 fir n — oo.

Beweisskizze: Das numerische Verfahren lautet

- . o . U . .
up ™ = H(u g, ufulyy) = u — o [Fuf uly) = el )]

Sei nun ¢ € C3(R x R) beliebig, aber fest. Multipliziere die Verfahrensvorschrift mit
©(z;,t;) und finde

, At L L .
‘P(xiatj)uj'—i_l = So(xi’tj)ug - A—xw(xiatj) [F(ugaungl) - F(ugfl’ug)]’ (&S Zv j €N.

(2

Summiert man die obige Identitét iiber ¢« und j, so ergibt sich
S iy, At N g
Z Z (@, ) (u; — ) + Ar Z Z p(@i, 1) [F<ui7ui+1) — F(uj_y, “z)} =0,
j=0 i€Z §=0 i€Z

wobei die Summen wegen der Kompaktheit von supp ¢ endlich sind.

Ferner benétigen wir die Formel der partiellen Summation:

m m—1
Zai<bi - bz?l) = by, — a0 — Z(aiJrl - ai)bi7 r<<m.

deren Beweis durch Induktion erbracht wird.

© Johannes Schropp 4. Dezember 2008



3. Hyperbolische Erhaltungsgleichungen 101

m = r: Trivialerweise bekommt man

r r—1
Z ai(bi - bifl) =a, — a;by_1 = a, — a,b,_1 — Z(aiJrl - ai) .
=0
m — m + 1: Es ergibt sich
m+1 m
Z ai(bi —bi—1) = Z ai(bi — bi—1) + @mi1bmir — Gmip1bm
v -
(:) ambm - arbrfl - Z(aiJrl - a’l)bl + am+lbm+1 - aerlbm
- m—+1
= Gmp1bmyr — apby — Z(aiJrl — a;)b;.
Wir wenden nun partielle Summation an und finden
(i, t;) (™ —ul) = —p(x4, to)u o(x;, t ap, ) )ul
Z ) ol =3 (plaisti) = elaity))u!
j=0 —b;—bj_; j=0
und
ng xl? ‘\F1 79 H—l) F(u‘z]—hu‘z])l) = _Z (w(xlﬁ-l?tj) _QO(I‘Z,t]))F(U'Z,Ul_,’_l)
ZEZ :ZZ :$ir—1 i€Z

Somit folgt

AL o L
ZZ()O x% ]+1 ’U/g) + A—ZL’ Zzw(xhtj) [F<uz7uz+1) - F(“iqauz)]

j=0 icZ j=0 icZ
- ng i, t)u; — ZZ (@i, tj11) So(xith'))ungl
1€EZ 7=0 i€Z
ZZ xz—i—la So(xivtj))p(ugvug—i-l) =0.
] 0 i€Z

Multipliziere dies mit Az und finde

Az At {ZZ( P ) “O(xi’tj)> u? (3-19)

7=0 i€Z
Tiy1,t; 90(%75‘) YR
+ZZ ( ] ) F(uf,ugﬂ)} = —AxZgo(xi,to)u?.
7=0 i€Z €L
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Wir fithren nun den Grenziibergang At, — 0, A = ﬁi’; konstant, fiir jeden Term

in (3-19) separat durch. Dafiir schreiben wir préziser uy, (v;,t;) statt u, um die
Abhéngigkeit von n zu betonen. Unter Beachtung von (3-18) und der Glattheit von
@ lasst sich zeigen:

Az, At, ZZ( LG j+1 SO(I“ ]))ucAt T, b / / u(z,t)dedt

7=0 i€z

Az, ZSO(%JO)UZ%(%JO) — /cp(x,O)U(x,O) dx
R

€7
fir n — oo. Den dritten Term in (3-19) miissen wir etwas genauer behandeln.
Aufgrund der Glattheit von F' zeigt man, dass es zu u € R ein L = L(u) > 0 mit
|F(v,w) — F(u,u)| < L-max{|v —u|, |w—u|} fir v,w mit |v—u|, |w—u| <e

gibt. Somit folgt

|F(uly,, (2, 1) ulyg (2 + Az, 1)) — f(uy, (2,1))]
= |F(uly,, (2, 1),uly,, (7 + Az, 1) — F(ul,, (2,1), uly, (2,1))]
<L |ucAtn(x + Azy,, t) — uitn(x,t)‘.

Da nun uj, eine Funktion mit beschrinkter totaler Variation ist, kann man die
Giiltigkeit von
|, — u(@, )] =0

fir n — oo, ¢ > 0 und fast alle x € R zeigen. Also ldsst sich die numerische
Flussfunktion F(u&, (x,t),u%, (v + Axz,t)) durch f(u%, (x,t)) approximieren mit
Fehlern, welche fast iiberall verschwinden. Insgesamt erhélt man dann

Az Aty ZZ( le’ w(xl’t )> F(”Zt (@i, t), Uiy, (Tis1, 15))

7=0 i€Z

> [0
—>/O A%(w,t)f(ﬂ(t,x))dxdt fiir n — 0.

Da dies fiir alle Testfunktionen ¢ € C3(R x R) gilt, ist @ also eine schwache Lsung
unserer Erhaltungsgleichung. O
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