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Evolutionsgleichungen
(Partielle Differentialgleichungen II)

4. Übungsblatt

Aufgabe 4.1 Wir betrachten den Gaußkern

Gt(x) :=
1

(4πt)
n
2

exp

(
−|x|

2

4t

)
für x ∈ Rn, t > 0.

Zeigen Sie unter Verwendung der Fouriertransformation, dass

T (t)f := Gt ∗ f

eine C0-Halbgruppe auf L2(Rn) mit Generator A = ∆ und D(A) = H2(Rn) definiert.

Aufgabe 4.2

a) Sei X ein Banachraum und λ ∈ R. Zeigen Sie die Äquivalenz von:

(i)
(
T (t)

)
t≥0

ist C0-Halbgruppe auf X mit Generator A und ω(T ) = ω0.

(ii)
(
exp(−λt)T (t)

)
t≥0

ist C0-Halbgruppe auf X mit Generator A− λI und

ω
(
exp(−λ·)T)

= ω0 − λ.

b) Sei A ein dissipativer linearer Operator auf einem Banachraum X mit dem dichten
Definitionsbereich D(A). Dann ist A abschliessbar, Ā dissipativ und es gilt:

im(λ− A) = im(λ− Ā),

wobei im(B) den Wertebereich eines Operators B : X → X bezeichnet.

Aufgabe 4.3

a) Sei A der infinitesimale Generator einer C0-Halbgruppe
(
T (t)

)
t≥0

auf einem Banach-

raum X mit ‖T (t)‖ ≤ M für t ≥ 0. Beweisen Sie:

‖Ax‖2 ≤ 4M2‖A2x‖ · ‖x‖ für x ∈ D(A2) mit ‖A2x‖ 6= 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Tatsache: T (t)x = x +
R T
0 T (τ)Ax dτ für x ∈ D(A).

b) Sei f ∈ BUC(R,R). Zeigen Sie:

‖f ′‖∞ ≤ 2‖f‖1/2
∞ ‖f ′′‖1/2

∞ .

Hinweis: Wählen Sie A als Erzeuger der Translationshalbgruppe T (t)f = f(t+·) auf dem Banachraum (BUC(R,R), ‖ · ‖∞)

und wenden Sie auf A die Aufgabe 4.3 a) an.

Abgabetermin: Dienstag, 17. November 2009 in der Vorlesung.


