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Evolutionsgleichungen
(Partielle Differentialgleichungen II)

5. Übungsblatt

Definition 5.1 Sei X ein Banachraum und sei f ∈ L1
loc(R+, X). Die Laplacetransformierte

f̂ von f ist definiert durch

f̂(λ) :=

∫ ∞

0

e−λtf(t)dt, λ ∈ C.

Definition 5.2 Zu einem f ∈ L1
loc(R+, X) definieren wir:

a) die Abszisse abs(f) der Konvergenz von f̂ mittels

abs(f) := inf{Re λ | f̂(λ) existiert}.
b) die exponentielle Wachstumsschranke ω(f) von f vermöge

ω(f) := inf
{

ω ∈ R | sup
t≥0

‖e−ωtf(t)‖X < ∞
}

.

Aufgabe 5.1 Sei f ∈ L1
loc(R+, X). Beweisen Sie:

a) Das Laplaceintegral f̂(λ) konvergiert für Re λ > abs(f) und divergiert für Re λ < abs(f).

b) Es gilt abs(f) = abs(‖f‖) ≤ ω(f).

c) Sei f(t) := eteet
cos(eet

). Es gilt abs(f) = 0 und ω(f) = ∞.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis für f ∈ L1
loc(R+, X), dass abs(f) = ω(F − F∞) gilt, wobei F (t) =

R t
0 f(s)ds und

F∞ =

¡
limt→∞ F (t), limt→∞ F (t) existiert,

0, sonst.

Aufgabe 5.2 Zeigen Sie:

a) Es gilt die Einbettung: S(Rn) ↪→ Lp(Rn).

b) Sei 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1. Für f ∈ Lp(Rn) und g ∈ Lq(Rn) ist dann λ(Nf,g) = 0

und f ∗ g ∈ L∞(Rn) mit
‖f ∗ g‖∞ = ‖f‖p · ‖g‖q.

Aufgabe 5.3 Seien f ∈ S(Rn), s > 0, a ∈ Rn und α ∈ Nn
0 . Dann gilt:

a) ĝ(ξ) = f̂(ξ − a) für g(x) = f(x)eiax,

b) ĝ(ξ) = f̂(ξ)e−iaξ für g(x) = f(x− a),

c) ĝ(ξ) = snf̂(sξ) für g(x) = f(x
s
),

d) Ff ∈ C∞(Rn) und ∂α(Ff) = (−i)|α|Fg, wobei g(x) := xαf(x).

Abgabetermin: Dienstag, 24. November 2009 in der Vorlesung.


