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Evolutionsgleichungen
(Partielle Differentialgleichungen II)

13. Übungsblatt

Aufgabe 13.1 Sei Y ↪→ X ein abgeschlossener Untervektorraum eines Banachraums X.
Zu einem linearen Operator A : X → X definieren wir sein Teil B in X auf Y durch
B : D(B) ⊂ X → Y , u 7→ Au, wobei D(B) = {u ∈ D(A) |Au ∈ Y }. Zeigen Sie, dass dann
für alle λ ∈ ρ(A)

(λ−B)−1 = (λ− A)−1|Y
gilt.

Aufgabe 13.2 Seien X, Y , Z Banachräume. Zeigen Sie:

a) Gilt T ,S ⊂ L (X, Y ), so ist T + S = {T + S |T ∈ T , S ∈ S} R-beschränkt mit

R(T + S) ≤ R(T ) +R(S).

b) Gilt T ⊂ L (X,Y ) sowie S ⊂ L (Y, Z), dann ist T S = {TS |T ∈ T , S ∈ S} R-
beschränkt mit

R(T S) ≤ R(T )R(S).

c) Gilt T ⊂ L (X,Y ), so ist der Abschluss T s
von T bzgl. der starken Operatortopologie

R-beschränkt mit
R(T

s
) ≤ R(T ).

Aufgabe 13.3 Seien X, Y Banachräume. Für messbare Funktionen f : Rn → L(X,Y ),
g : Rn → X definieren wir die Menge

Nf,g :=
{

x ∈ Rn
∣∣∣

∫

Rn

‖f(y)‖L(X,Y )‖g(x− y)‖Xdy = ∞
}

und das Faltungsprodukt f ∗ g : Rn → Y durch

(f ∗ g)(x) :=

{ ∫
Rn f(y)g(x− y)dy, x 6∈ Nf,g,

0, x ∈ Nf,g.

Beweisen Sie:

a) Ist f ∈ L1(Rn, X), so gilt ‖f̂‖L∞(Rn,X) ≤ ‖f‖L1(Rn,X),

b) Sind f ∈ L1(Rn, L(X, Y )) und g ∈ L1(Rn, X), so gilt λ(Nf,g) = 0, f ∗ g ∈ L1(Rn, Y )
und

‖f ∗ g‖L1(Rn,Y ) ≤ ‖f‖L1(Rn,L(X,Y )) ‖g‖L1(Rn,Y ).

Abgabetermin: Dienstag, 2. Februar 2010 in der Vorlesung.


