Skript zum Numerik-Teil
der Vorlesung

Theorie und Numerik
partieller Differentialgleichungen

Wintersemester 2007 /08

Johannes Schropp

Universitat Konstanz

Fachbereich Mathematik und Statistik

Stand: 28. November 2008



Inhaltsverzeichnis

8 Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen . . . 3
a) Das klassische Differenzenverfahren . . . . . . . ... ... ... .. 3

b) Konsistenz und Stabilitit des klassischen Differenzenverfahrens fiir

die Dirichletsche Randwertaufgabe . . . . . . ... .. ... ... 12

9 Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen . . . 20
a) Das Ritz’sche Verfahren . . . ... ... ... ... ... ... ... 20

b) Finite Elemente Methoden . . . . . . . ... ... ... ... .... 24

c¢) Theoretische Grundlagen zur Finite Elemente Methode . . . . . . . 28

d) Stabilitdt und Konvergenz der Finite Elemente Methode . . . . . . 35

10 Finite Differenzenverfahren fiir parabolische Differentialgleichungen . . 42
a) Das Prinzip der Linienmethode . . . . . . ... ... ... ... .. 42

b) Konsistenz der Differenzenverfahren . . . . . ... ... ... ... 49

c) Stabilitét und Konvergenz der Differenzenverfahren . . . . . . . .. 52

11 Hyperbolische Differentialgleichungen . . . . . . . ... .. ... ... 58
a) Differenzenverfahren fiir die Wellengleichung . . . . . . . .. . . .. 58

b) Die Courant-Friedrichs-Levy Bedingung . . . . . . ... ... ... 65

A Anhang . . . . .. 67






8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Das klassische Differenzenverfahren

Wir betrachten die Dirichlet’sche Randwertaufgabe

—Au(z,y) = g(z,y), (z,9) €, (8-1)
u(z,y) = (z,y), (2,y) € M.

Hierbei ist Q0 C R? ein beschriinktes Gebiet mit gegebenen Funktionen g :  — R,
v : 90 — R. Eine Funktion u € C?(Q)NC°(Q2), welche (8-1) erfiillt, heiBt klassische
Losung von (8-1).

8.1 Satz. Vorgelegt sei (8-1) mit g € C°(Q), v € C°(99) und 9 sei stiickweise
stetig differenzierbar. Dann existiert genau eine klassische Lésung von (8-1).
Fiir diese Losung gilt das Maximum-Minimum Prinzip, d.h.
g>0 = u>min{y(x)|z € N},
9g<0 = u<max{y(z)|xz € 00Q}.
Dabei setzen wir hier fiir ein f: A — R:

f>0 <= f(x)>0 VzeA

Seien nun
L:C*Q) — C%Q), Lu=—Au,
R: CO(§> — CO(GQ), Ru = u’ag,
so lasst sich (8-1) als
Lu=g¢g, Ru=v~
schreiben.

Sei €2 ein beschrianktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Das Paar (L, R) ist
invers monoton, d.h. fiir die nach Satz 8.1 eindeutige Losung v von Lu = g, Ru = v
gilt

(9,7) > 0= u>0.

Offensichtlich gilt

v, > 0= u > min{y(z) |z € 90} > 0.

© Johannes Schropp 28. November 2008



4 8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Diese Eigenschaft der Inversmonotonie wollen wir auch in den numerischen Verfah-
ren zu (8-1) wiederfinden.

Nun wenden wir uns der numerischen Behandlung des Problems (8-1) zu.

Sei h > 0. Wir iiberziehen zunichst R? mit einem #quidistanten Gitter

R}, := {(ih, jh) |4, 5 € Z}.

Es kann sein, dass 9QNR? = & gilt, d.h. dass R} iiberhaupt keine Randpunkte von
Q) enthélt. Um dieser Schwierigkeit erst einmal aus dem Weg zu gehen, nehmen wir
an

Q= (0,1)°

und definieren das Gitter

Q= {(ih,jh)|i,j € {1,...,M —1}}

1

ﬁireinh:M>0.

0 1 =
Abbildung 1: Beispiel fiir ein Gitter iiber (0,1)? mit M =5, h = 0.2, (M —1)*> =16

Die Methode der Finiten Differenzen beruht nun darauf, Ableitungen von (8-1) durch
Differenzenquotienten zu ersetzen.

Sei nun v € C*([a, b], R), so gilt nach der Taylor-Formel

h? h? h*
v(s+h) =v(s)+hv'(s) + ?v"(s) + gv(?’)(s) + —v@W(ny)
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8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 5

fur s,s £ h € [a,b] mit n_ € [s — h,s], ny € [s,s + h].

Dann gilt
(s — B) + 2u(s) — vls + 1) +0(s)| =
= 'h2 { —v(s) 4+ hv'(s) — %v”(s) + %0(3)(5) — %v@) (n-) + 2v(s)
—M@—hv@»—%ww»—%m@@»—%w“mn]+ww>
= ) + 00 )| < 02 = 0).
Somit ist .
—"(s) = ﬁ( — (s — h) +2v(s) —v(s+ h)) + O(h?), (8-2)

falls v € C*([a, b]).

Mit der Formel (8-2) fiir —v” bekommen wir fiir (z,y) € € folgende Approxima-
tionen:

—thaa(e,y) ~ (e~ hy) + 2u(e,y) — e+ o),

gy (e,y) ~ (e y — B) + 2u(z,y) —u(zy + ),
also

~Au(,y) ~ o (~ule — h,y) — ulz + hy)

oder mit der Schreibweise u;; = u(ih, jh)

1

—(Au)y; ~ ﬁ( — Uim1,j — Uil — Wij—1 — Uil + 4%‘)-

An den inneren Gitterpunkten
Qn={(ih, jh) € U |i,j € {2,...,M —2}}
ersetzen wir die Differentialgleichung (8-1) durch

-2
W72 (= Wim1j = Uiy — Wit — Ui+ duij) = gy

mit g;; = g(ih, jh).
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6 8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Bei den randnahen Gitterpunkten QFf = Q\ (Olh wéhlen wir dieselbe Ersetzung, wobei
jetzt

Uit1,5 = Vitl,j bzw. Ui j+1 = Vigj+1
einzusetzen ist, falls ((¢ £ 1)h, jh) bzw. (ih,(j £ 1)h) € O9.
Insgesamt erhalten wir ein lineares Gleichungssystem

Au=r (8-3)

der Dimension (M — 1)? fiir die gesuchte Approximation u.

Wir kénnen das Differenzenverfahren auch préziser formulieren.

8.2 Definition. Eine Abbildung

w Qh —>R,
w = ((w(ih,jh)),(i,§) € {1,...,M —1})
—_—————

=wij
nennen wir eine Gitterfunktion und schreiben kurz w € R®* oder genauer w" € R,
Somit gilt fiir A, u, r aus (8-3)
A e RSy € R,

Die explizite Darstellung der Matrix A und des Vektors r in (8-3) hangt von der
Nummerierung der Gitterpunkte ab.

Beispielsweise erhalten wir fiir die natiirliche, zeilenweise von links unten nach rechts
oben laufende Nummerierung folgende Darstellung:

u = (ul, c. ,UMil), uj = (’U,Lj, Uz, gy - - - ,UM,LJ') € RMﬁl,
g = (917 s 7gM71)7 gj = (gl,j7g2,j7 cee 7gM*1,j) € RM?I
sowie
4 -1 0 0 0 0
-1 4 -1 0 0 0
0 -1 4 0 0 0
B=h?2 : : Do : : : c RM-1.M-1
0 0 0 4 -1 0
0 0 0 -1 4 -1
0 0 0 0 -1 4

C =h?] ¢ RM-1LMAL
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8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 7

und in Blockschreibweise

B -C 0 ... 0 0 0 ul
-C B -C ... 0 0 0 u?
o -¢ B ... 0 0 0 u?
0 0 0 B —-C 0 uM=3
0 0 0 -C B -C uM—2
0 0 0 .. 0 —-C B uM-1
—A
g! jl
e 12
i 3
= : + h72 (8—4)
gM—S jM_?’
gM—2 szQ
gM-1 AM-1
mit
' = (Y10 + 70,1, 720, - - > YM=2,0, VM—1,0 + VML)
:7]:(70,]‘707"-707’7M7j), j:2,...,M—2,
M = (Yo,M=1 F VLM V2, M5 - - s YM—2,M YM—1,M + VM M~1)-

Es bleibt nun nachzuweisen, dass das Gleichungssystem (8-3) eine eindeutige Losung
besitzt. Dazu benotigen wir etwas Matrizentheorie.

8.3 Definition. Eine Matrix A € R™¥ heifit nicht negativ oder monoton, falls
A;; >0 fiiri,j € {1,..., N}. Wir schreiben hierfiir einfach A4 > 0.

Seien A, B € R¥N Dannist A < B<= B— A > 0.

8.4 Definition. A € R™" heifit invers monoton, falls A~! existiert und A=t > 0
gilt.

8.5 Definition. A heifit Ly-Matrix, falls A;; <0 fiir 4,5 € {1,..., N} mit ¢ # j.

8.6 Definition. A heifit M-Matrix, falls A eine invers monotone Ly-Matrix ist.

Bekanntermafen gilt fiir A € RMY die Aquivalenz

A> 0= (u<v= Au < Av, Vu,vERN).
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8 8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

8.7 Bemerkung. Die Matrix A des klassischen Differenzenverfahrens (vgl. Glei-
chungssystem (8-4)) ist offensichtlich eine Lo-Matrix. Um sicherzustellen, dass die
Losung u wohldefiniert ist, miissen wir die Invertierbarkeit von A nachweisen.

Dies geschieht mit

8.8 Satz (M-Kriterium). Eine Lo-Matriv A € RMYN st genau dann eine M-
Matriz, wenn ein e > 0, e € R" existiert mit Ae > 0 und der Verbindungseigen-
schaft: Zu jedem ig € {1,..., N} mit (Ae);, = 0 gibt es eine Kette ig,iy,..., i, €
{1,...,N} mit (Ae);, >0 und A;,_, ;;, # 0 fiir alle j € {1,...,7}.

8.9 Bezeichnung. Ein ¢ > 0 mit Ae > 0 und der Verbindungseigenschaft heif3t
majorisierendes Element fiir A.

Wir betrachten jetzt wieder das Gleichungssystem A"u = r" (vgl. (8-4)) des klassi-
schen Differenzenverfahrens zu —Au = g in Q = (0,1)?, u = 7 auf 9.

8.10 Lemma. Die Matriz A" € RM-D*0M=1* deg Elassischen Differenzenverfah-
rens ist eine M-Matrix.

Beweis: Offensichtlich ist A" eine Lo-Matrix. Ferner gilt fir I = (1,...,1)7 ¢ RM-1°

52
S
AM = p2 : ,
S
52
wobei
2 1
1 0
SO =1 | erM?t sW=1]: [ eRM 1
1 0
2 1

Genauer gilt

Ah]I(x,y) = 0 fir (x,y) Gfolh,
AM(z,y) > 0 fiir (z,9) € O\ O -

Wir miissen also zu jedem (xg, yo) €Q eine Kette (20,%0), - - - » (T, y,) € Qp, finden
mit A, |y ) @iy 7 0 flir e =1, .. r und (2,,9,) € Q) (o2h. Gemaéf Definition
von A" mittels B" und C" ist dies aber immer moglich. U
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8. Finite Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen 9

8.11 Bemerkung. Da A" eine M-Matrix ist, konnen wir das lineare Gleichungs-
system (8-3) mit dem GauB-Algorithmus ohne Pivotisierung auflosen. Dabei ist zu
beriicksichtigen, dass A" eine Bandmatrix mit der Bandweite 2(M —1)+1 = 2M —1
ist.

Die Elimination einer Bandmatrix der Dimension (M —1)? mit der Bandweite 2M —1

erfordert etwa (M — 1)2(2M — 1)? ~ 2M* Multiplikationen. Der Aufwand steigt

also mit M sehr stark an.

Wir behandeln nun das Problem eines krummlinigen Randes. Dazu setzen wir
Q=0NR2

und ordnen jedem Punkt (z,y) € €, vier Nachbarpunkte Nj, = Ni(x,y,h) € Q,
k=1,2,3,4 zu.

Ny
h
0 N; . oMl Ny
ol
Ny

Abbildung 2: Nachbarpunkte

Im Folgenden sei

()= ()= ()= (),

M = Mk<x7y7 h) = sup {:u € [07 1] ‘ (‘ray) —|—th€k € Q7Vt € [O,/L]} )
Ny = Ny(z,y,h) = (z,y) + p(z, v, h)hek, k=1,23,4.

Die Menge der inneren Gitterpunkte ist

gozh: {(x,y) EQh|Nk(xay7h) GQv k:172a374}

An einem inneren Gitterpunkt (x,y) gilt tiberdies pug(z,y,h) =1, k =1,2,3,4.
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10 8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen

Wir kénnen also die Differentialgleichung —Au = ¢ in €2, v = v auf 02 an inneren

Gitterpunkten (x,y) E(())h wieder durch
W (—u(z —h,y) —u(zr+h,y) —ul@,y —h) —u(@,y +h) +4u(z,y)) = g(z,y) (8-5)
diskretisieren.
Die Menge
QOF = O\ Q= {(2.y) € Q| Ni(a,y, h) € 09 fiir ein k = 1,2, 3,4}

enthalt die randnahen Punkte.

Zur Diskretisierung von —Au(z,y) = g(z,v), (z,y) € QF benstigen wir zuniichst
eine Formel fiir die gewohnliche Ableitung v” bei nicht dquidistanten Knoten.

8.12 Lemma. Seiv € C3([—a,a],R) fir ein a > 0. Dann gilt fir alle jg, 1 € (0,1]
und h < a

w(y12h) = (o + pn)o(0) + ulv(—uoh)} . v"<o>'

Hofb1 M0+/~L1 {
< Zh - max{|v"(2)]| 2| < a}.

Wl N

Beweis: Taylorentwicklung liefert

uih( (rah) =v(0)) - = U/(O)Jr%/hhv”(()) ém h)*o" (€),
ﬁ(@(—ﬂoh) —v(0)) = —'(0)+ %Mohvv(o) _ é(u B2 ()

mit £, € [—a,al.
Addition ergibt
R (tov(ph) — (o + 1)v(0) + prrv(—poh))
+ 1
= Ho : M1 hv”(O) + 6((/~Llh>2vm(£) o (Noh)QUI”<7l))-

(pot+p)h
h (o 2u1

Division durc liefert jetzt

2 "
Momh(,uo + ,Ml)h (MOU(Mlh) - (ILLO + ,Ul)U(O) + /Ll’U(—,uOh)) —v (O)
L 1 2. .1 2 .
= 3Ty () = (o) () =: B
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8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen 11

Es folgt
Rl < 2L (2] + 2l ()
3(M0+/~L1)
2h "
< Zmax{|o” (@) |+] < o},

0

Mit Hilfe von Lemma 8.12 kénnen wir —Au(z,y) = g(z,y), (z,y) € QF ersetzen
durch

-2) #u _ #u B #u
s =l { pa(pan + piz) () pa (e + ps) (A3) pa (a2 + fa) (82)
2 1 1
_ mu(]\h) +2 (Mlﬂs + M2/~L4) u(z, y)} (8-6)

Fiir jeden Nachbarn Ny € 99, k € {1,2,3,4} ist dabei der Wert u(Ny) = ~(Ng)
gemafl u = v auf 0 einzusetzen.

Das hierdurch definierte Verfahren heifit klassisches Differenzenverfahren. Es liefert
ein lineares Gleichungssystem

Au=r, ueRM, (8-7)

Will man (8-7) mit einem Bandalgorithmus 16sen, so sind zur Aufstellung von A die
Gitterpunkte durchzunummerieren.

Eine mogliche Nummerierung ist zeilenweise von links unten nach rechts oben, d.h.
(z,y) kommt vor (Z,7), falls y <y oder (x < T, y = 7).

Abbildung 3: Nummerierung der Gitterpunkte

© Johannes Schropp 28. November 2008



12 8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen

Haben wir statt —Au(z,y) = g(x,y) in Q die Aufgabe

_Au(xay) = g(x,y,u(a:,y)), (.’If,y) € Qv

so ersetzen wir g(x,y) in den Differenzengleichungen (8-5) und (8-6) einfach durch
g(z,y,u(x,y)) und erhalten ein nichtlineares Gleichungssystem

Au = G(u), uecR™
mit einem Diagonalfeld

(G(u))(z,y) = g(x,y,u(z,y)) + Randterme, (z,y) € Q.

b) Konsistenz und Stabilitit des klassischen
Differenzenverfahrens fiir die Dirichletsche
Randwertaufgabe

Vorgelegt sei
—Au(x,y) = g(I,y), (ZEJ/) € Qa (8_8)
u(z,y) = y(z,y), (x,y)c€dQ,
wobei Q C R? ein beschrianktes Gebiet ist.

Das klassische Differenzenverfahren auf €, = Q NR? ist fiir alle (z,y) € €, durch
die Formelzeile (8-6) gegeben. Da sich gemi Lemma 8.12 fiir (z,y) € QF nur der
Konsistenzfehler O(h) ergibt, multiplizieren wir diese Gleichungen mit A durch und
schreiben das dann entstehende Gleichungssystem in der Form

Ay =r" oy c R (8-9)

bzw.
T'u= Ay —rh =0, Th:R% — R,

Sei h > 0 und sei Q, = QNR2. Zu u € R sei
[ulloo = max{fu(z,y)| | (z,y) € Qn}-

8.13 Definition. Sei W C C2%(2). Das numerische Modell T"(u) = Ahu — r" = 0,
u € R® heifit W-konsistent, falls jede Losung u € W der Randwertaufgabe (8-8)

|T"(@n)||, — 0 fir h—0
erfiillt. Das Verfahren heifit W-konsistent der Ordnung p, falls {iberdies
|T"(@)|| = O?) fixr h—0

gilt. Dabei bezeichnet u;, die Restriktion von w auf €2y,.
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8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen 13

8.14 Definition. Das Modell T"(u) = 0 heiBt W-konvergent, falls es zu jeder
Losung uw € W der Randwertaufgabe (8-8) so ein hy > 0 gibt, dass

T"(u) =0
fiir 0 < h < hg eine Losung uh € R besitzt mit
Ian — u"||oe — 0 fiir h — 0.

Gilt iiberdies ||, — u"||oo = O(RP), so heiBit das Modell W-konvergent der Ordnung
P.

8.15 Definition. Das Modell T"(u) = 0, u € R heifit stabil beziiglich h, falls es
von h unabhéngige Konstanten hy > 0 und C' > 0 derart gibt, dass die Stabilitéts-

ungleichung
lu = vl < CIT" (u) = T"(v) 1

fiir alle u,v € R%, 0 < h < hy erfiillt ist.

8.16 Bemerkung. Im linearen Fall ist dies gleichbedeutend zu

[ulloo < Cl|Aullo, Yu€R™, 0 <h < hy.

8.17 Satz. Sei das Modell W -konsistent oder W -konsistent der Ordnung p und
stabil. Es existiere eine Losung u" € R® von T"(u) = 0. Dann ist das Modell auch
W -konvergent bzw. W -konvergent der Ordnung p.

Beweis: Wir setzen v = u” und v = 7, in die Stabilititsungleichung ein und finden

[u" =Tpflee < O T"(u") =T (@)
=0
= C-|T"@)||ee — 0 fiir h—0

bzw.
Huh —Upllee = C- HTh(ﬂh)Hoo = O(h?) fir h—0.

0

8.18 Satz. An jeder Lisung u € C*(Q) von (8-8) liegt Konsistenz des klassischen
Differenzenverfahrens (8-9) der Ordnung 2 vor, d.h.

1AMy, — "] = sup{|(A"T) (2, y) — " (2, 9)| | (2. y) € Qu} = O(R?).

(d.h. C*-Konsistenz der Ordnung 2)
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14 8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen

Beweis: Fiir (z,y) E(OZh gilt mit T"(u) = A"u — r" nach Formel (8-2)

(AT, — )@y =[BT — hyy) — T+ hyy) — z,y — )
—u(w,y +h) + 4z, y) — g(z.y) |
=—Au(z,y)
< W=l = hyy) + 2a(z, y) — Uz + h,y)) + Tz, y)|
+ | (=T, y — h) + 20(z,y) — A,y + h)) + Ty (2, y)|

< C- B (max{|Uppes(z + Ehy)| | €] < 1}
+maX{!ﬂyyyy(x,y +nh)|||n] < 1}) < Cn?

mit einer von h und (x,y) unabhéngigen Konstanten C.

Fiir (z,y) € QI setzen wir

v(§) = ulz+¢&y),

w(n) = u(z,y+n)
und finden damit die Abschétzung
l(AMgy, — ™) (z,y)| = h'h_Q{_iQE(Nl) — #ﬂ(]\fg)
papn + ps) pa(pn + ps)
2 2
——u(Ny) — ————u(NV.
pr2(p2 + fia) (N2) fa(pa + fia) (Na)
1 1 _
Hipes Haofig ——
:_Aﬂ($vy)
Unter Beriicksichtigung von
u(N1) = v(mh),
u(Nz) = v(—psh), v"(0) =Us(z,y),
E(N2) = w(:LLQh)a
E(N‘l) - U}(—/,L4h), w”<0> = uyy<xay)
erhalt man
=l < W) - )
papn + ps) pa(p + pi3)
2
+ U(O)} +v”(0)‘
1H43
+h’h2{_72w(u2h) — #w(—mh)
o (e + 1) palp + fia)
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8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen 15

+

M2M4w(0)} " w”(O)’

2h?

max{[Uyy, (z,y +nh) [ —pa <n < Mz}) < Ch*.

OJ

8.19 Satz. Die Matriz A" des klassischen Differenzeverfahrens ist eine M -Matriz.
Wiahlt man ein Rechteck (a,b) x (c¢,d) D 2, so gilt fir den positiven Vektor e, =
ela, € R mit

e(z,y) = (@—a)(b—2)+(y—o)(d—y), (z,y)€R?

die Ungleichung
Ale, > pey,

fir p = W > 0, falls h > 0 hinreichend klein gewdhlt ist.

Al erfiillt die Stabilititsungleichung
1
[Juloo < ;HA”UHOO Vu € R

fiir hinreichend kleine h > 0.
Beweis: Wir wissen, dass A" eine Ly-Matrix ist.

Fir (z,y) €(o2h ist die in (8-6) verwandte Differenzenformel exakt fiir Polynome bis
zum Grad 3, d.h. fiir e(z,y) = (x —a)(b—2) + (y — ¢)(d — y) gilt

(A'en)(z,y) = h*(—e(r —hy) —e(x + h,y) — e(z,y — h) —e(z,y + h) + de(z,y))
(@) = —(-2-2) — 4
fir alle (x,y) ESOZh.

Fiir (z,y) € QF werden durch die Differenzenformel (8-6) noch Polynome bis zum
Grad 2 exakt differenziert (vgl. Lemma 8.12).

Unter Beachtung der Formenzeile (8-6) sowie der Tatsache u(Ng) = v(Ny), falls
N, € 09, folgt also

4

2
Aley)(z,y) = h| — Ae(z,y) +h 2 ——e(N,
(A'er)(a,1) T Y e
=—4 Ni(z,y,h) €09

mit k = (k+2) mod 4.

© Johannes Schropp 28. November 2008



16 8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen

Nach Voraussetzung (z,y) € QF ist die letztere Summe nicht leer und s, pz € (0, 1],
d.h. 0 < p(pe + pz) < 2, m > 1 und somit

(Aey)(z,y) > h(4 + h?min{e(z,y) | (z,y) € ﬁ}/)

-~

=:eq

Da e stetig ist und e(z,y) > 0 fiir (x,y) € Q gilt, folgt eg > 0.

Wir finden also
(Alep)(z,y) > h™ ey

fiir (z,y) € Q.

Insgesamt erhalten wir
h : €0
Aley, Zm1n(4,ﬁ)ﬂ>0, ep >0,

d.h. A" ist eine M-Matrix.
Fir h < % folgt
4

Aley, > 41 > 4 h > en =: pey
ol {527+ (5

Da A" eine M-Matrix ist, ergibt sich

1 1
1A oo = (A") ™ Tlloe < 7 llen] =3
Somit folgt die Stabilitdtsungleichung
_ _ 1
lulloo = lI(A") 7' A"ulloe < [1(A") ™ flool| A" ulloc < ;HAhuHoo- (8-10)

O
Aus Satz 8.18 und Satz 8.19 erhalten wir

8.20 Korollar. Das klassische Differenzenverfahren fir die Dirichletsche Rand-

wertaufgabe (8-8) in einem beschrinkten Gebiet Q ist C*(Q)-konvergent der Ordnung
2 bzgl || - [|oo-

Beweis: Ist v die Losung des klassischen Differenzenverfahrens, so gilt

1 1
[an —u"loo < = [[ A", — A" || = —[| AT — 7]l = O(R?).
p —— p

:rh
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8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen 17

8.21 Bemerkung. Dass die Losung 7 in C*(Q, R) liegt, ist fiir Gebiete mit ,,Ecken“
im Allgemeinen nicht erfiillt, z.B. im Fall —Au = 1 in Q = (0,1)* u = 0 auf 9.
Wire u € C*4(Q, R) Losung hiervon, so wiirde gelten

—Au(0,0) = 1 = —uy,(0,0) — u,,(0,0) =0,
da u = 0 auf 09.

Wir betrachten jetzt kurz das klassische Differenzenverfahren fiir die nichtlineare

Aufgabe

—Au(x,y) = g(x,y,u(x,y)) n Qa (8_11)
u(z,y) = - auf ON.

Es lautet
9(z,y,ul(z,y)) = h_Q{_iQU(N - #U(N)
Y pa (p1 + p3) pa(pn +pz)
2
—u(Ny) — ———u(N,
pa(fte + fig) (N2) pa(pio + fg) (No)

1 1
+2 + u(z,y) ¢
Hips Hafy

Dabei beachten wir u(Ny) = v(Ny,) fiir (x,y) € Q, = QN R2Z, falls N;, € 0.

Dies liefert ein nichtlineares System der Form
T'u = A"u — G"(u) = 0 (8-12)
mit einem Diagonalfeld

G"(u)(x,y) = g(x,y,u(z,y)) + Randterme.

Das Gleichungssystem (8-12) lédsst sich nun z.B. mit dem Newtonverfahren l6sen.
Priziser: Man wihle ein u” und 16se fiir ¢ = 0, 1,2, ... das lineare Gleichungssystem

DT"(u")d" = —T"(u")
und setze vt =ut +d', i =0,1,2,....
Fiir den Fall T"(u) = A"u — G"(u) folgt
DT"(u) = A" — DG"(u)
und mit g,(z,y,v) < p < p= m folgt
DT"(u)e, = Ae, — DG™(u) e, > pey, — pen = (p — p)e, > 0,
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18 8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen

falls A > 0 hinreichend klein.

Da DT"(u) eine Lo-Matrix ist, ist e, ein majorisierendes Element fiir DT"(u), d.h.
DT"(u) ist M-Matrix und das Newtonverfahren ist in dieser Situation durchfiihrbar.

Fiir ein beliebiges Gleichungssystem der Form T'(u) = 0 erinnern wir an den lokalen
Konvergenzsatz des Newtonverfahrens.

8.22 Satz (lokaler Konvergenzsatz, ohne Beweis). Sei U C RY offen und sei
T : U — RY zweimal stetig differenzierbar. Ferner existiere eine Lésung uw € U
von T'(u) = 0, und DT (1) sei invertierbar. Dann gibt es eine Kugel

K@) == {u € RY | |u—1]| < p} CU, p>0

so, dass T'(u) = 0 keine weitere Lisung in K,(u) besitzt. Fir jeden Startwert u® €
K,(u) existiert die Newtonfolge

u" =" — DT (u™) T (u™),
liegt in K,(w) und konvergiert gegen .
Uberdies gibt es ein C > 0 mit

[ =T < Cllu" — 7%

fiir alle n > 0, u® € K,(u). Letztere Ungleichung bedeutet lokal quadratische Kon-
vergenz.

8.23 Bemerkung. Eine Nullstelle w € U von T'(u) = 0 mit invertierbarem DT ()
heifit regular.

Typische Abbruchkriterien fiir Newtonverfahren sind

i) | T (u")]|oo < TOL, z.B. TOL =101,
oder /und
ii) |ut — | < EPS, 2.B. EPS = 105

8.24 Satz (ohne Beweis). Vorgelegt sei (8-11), und es gelte g € C1(Q x R, R)
sowie

@(:c u) <p<p= 10
oy Y = p'_(b—a)2+(d—c)2’

Q C (a,b) X (c,d). Dann ist das klassische Differenzenverfahen (8-12) fiir die Aufgabe
(8-11) C*(Q)-konvergent der Ordnung 2.

Vor- und Nachteile der Differenzenverfahren lauten also:

@ Differenzenverfahren sind einfach aufzustellen, da lediglich Ableitungen durch
Differenzenquotienten ersetzt werden.
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8. Finite Differenzenverfahren fir elliptische Differentialgleichungen 19

@ Die bei dquidistantem Gitter entstehenden Gleichungssysteme haben sehr viel
Struktur und lassen sich effizient 16sen.

& Die Differenzengleichungen werden kompliziert bei nicht dquidistanten Stiitz-
stellen und komplexen Gebieten.

© Wir brauchen Losungen in C*(Q) um Konvergenz der Ordnung 2 zu sichern.
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9. Finite Elemente Methoden fiir elliptische
Differentialgleichungen

a) Das Ritz’sche Verfahren
Vorgelegt sei

—~Au = ginQ, Q C R? beschrinktes Gebiet, (9-1)
u = ~auf 0, 0 stiickweise stetig differenzierbar.

n(z,y)

Abbildung 4: Beschréanktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand

Also existiert die duflere Normale n = n(x,y) fir (z,y) € 0Q mit Ausnahme endlich
vieler Punkte. Ferner sei fiir jedes ¢ € C'(092, R) der Unterraum

Dy ={ue C(,R)|u =1 auf 002}

definiert.

Das allgemeine Ritz’sche Verfahren basiert auf einer Umformulierung der Randwer-
aufgabe (9-1) in ein Variationsproblem.

9.1 Satz. Fir eine Funktion w € C*(Q) N D., sind paarweise dquivalent
i) w lost die Randwertaufgabe (9-1);
i1) w ist stationdrer Punkt des Funktionals
I:c'(Q)nbD, — R,

1
- /—|Vu|2—g-ud(as,y>;
Q2
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9. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen 21

iit) w=1u € CYQ) N D, erfillt

/Vu-Vv—g-vd(x,y):O Yo € CH(Q) N Dy.
Q

9.2 Bemerkung. Dass u stationdrer Punkt des Funktionals [ ist, bedeutet
2](ﬂ+ev)} =0 YveC'(Q)nD
3 e=0 o

Man beachte:

ucD, velD), ecR= utcevel,.

9.3 Bemerkung. Man kann in i) auch schreiben: Bei v = @ nimmt das Funk-
tional 7 : C*(Q) N D, — R sein Minimum an. Man bezeichnet ii) als Variations-
problem und i) als Variationsgleichungen der Randwertaufgabe (9-1), da dort nur
Cl-Losungen gesucht werden.

9.4 Bemerkung. In i) und i) ist entscheidend, dass u € D, und v € Dy gilt.

Offensichtlich gilt
V.- (wVu)=Vov-Vu+v-Au

fir v € CY(Q), u € C?*(Q).

Wir integrieren diese Beziehung und finden

/ V(@Vu)d(x,y) = / Vv - Vu+ vAud(z,y),
0 Q

was unter Verwendung des Gaufi’schen Satzes

/ (vVu) -ndS = / Vv - Vu+ vAud(x,y) (9-2)
a9 Q

liefert, falls zusétzlich u € C'*(Q) gilt. Letztere Formelzeile heifit die erste Greensche
Formel.

Beweis:

ii) < ii1) Fir v € CYQ) N Dy gilt

9 . 0 1, _ _
El(zm—gv) = g{/ﬂﬁ(VujLEVv)~(Vu+€Vv)—g(u+ev)d(x,y)}
9, 1o _
= g{/gz§Vu-Vu+5«Vv~Vu
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22 9. Finite Elemente Methoden fiir elliptische Differentialgleichungen

1
+ §€2VU-VU—9-U—5g-vd(x,y)}
= /Vv~VU+€Vv«Vv—g-vd(:c,y).
Q

Somit bekommen wir

o _
gl(qusv)LO:/QVU-Vu—g-vd(a:,y),

d.h. 7i) ist genau dann erfiillt, wenn @ stationdrer Punkt des Funtionals I ist.

i) = 4i1) Wir multiplizieren die Randwertaufgabe (9-1) mit v € C''(Q2) N Dy und inte-
grieren iiber

/g‘vd(fc,y) = —/Aﬂ~vd(fc,y)
Q Q
(9-2) _ _
= /Vu-Vvd(x,y)—/ (vVa) - ndS.
Q B)

Wegen v € C'(Q) N Dy folgt [,,(v- V) -ndS =0, und wir erhalten

/Q gud(z,y) = /Q Vi - Vod(z,y)

fiir alle v € C1(Q) N Dy.
iii) = 1) Es gilt umgekehrt
(9-2)

0= / Vu-Vo—g-vd(z,y) = /(—Aﬂ—g) ~vd(z,y)
Q Q
fiir alle v € C*(Q) N Dy, woraus sich mit dem nachstehenden Lemma 9.5
—Au—g=20
ergibt.

Somit haben wir den Satz bewiesen. O

9.5 Lemma (Fundamentallemma der Variationsrechnung (ohne Beweis)).
Es sei z € C(Q,R), und es gelte

/ﬂz(x,y)v(x,y) d(z,y) =0 Yov € Dj.

Dann ist z =0 in Q.
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Das allgemeine Ritz’sche Verfahren zur Losung der Randwertaufgabe (9—1l lautet
jetzt: Wihle eine Funktion ug € C*(2) N D, und Ansatzfunktionen u; € C'(Q)N Dy,
1 =1,...,m und mache das Funktional

I:c'(Q)nbD, —R

stationdr beziiglich u € ug+V, V = span{uy, ..., u,}, d.h. finde ein @ € ug+V mit

0
gl(qm—gv)}gzozo Yo e V.

Dies ist nach dem Beweis 1) < iii) in Satz 9.1 dquivalent zu uw € ug + V erfiillt

/Vﬁ-Vv—g-vd(m,y):O YveV. (9-3)
0

9.6 Definition. (9-3) heiflen Galerkinsche Gleichungen zur Randwertaufgabe (9-1).

Wir suchen also @ in der Form

m
ﬂ:quchjuj, ¢ €ER, j=1,...,m.
j=1

Es geniigt nun, (9-3) auf der Basis {uq,...,u,} von V' zu fordern, da (9-3) linear in
V' ist. Damit erhalten wir

0 = / \Y <u0 + chu]) -Vu; —g-u;d(z,y)
Q -
7j=1
= ch/ Vu; - Vu; d(z,y) +/ (Vug - Vu; — gu;) d(z,y), i=1,...,m.
= e Q
Wir bekommen also fiir ¢ = (¢q, ..., ¢,) € R™ ein lineares Gleichungssystem

Ac=r, AeR™, reR™ (9-4)

Hier ist

Q

d.h. A ist eine symmetrische Matrix, und r = (ry,...,7,,) ist definiert durch

Ti:_/<vU0-vU,~—gu,~> d(ey), 1<i<m.
Q

Beim klassischen Ritz’schen Verfahren wihlt man Ansatzfunktionen u; € C*(Q) N
Dy, i=1,...,m, die im Allgemeinen auf dem gesamten Gebiet nicht verschwinden.
A wird dann eine vollbesetzte Matrix.
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b) Finite Elemente Methoden

Die Finite Elemente Verfahren weichen von dem Ritz-Verfahren in zwei wesentlichen
Punkten ab:

1.) geringere Glattheit der Ansatzfunktionen,

2.) Ansatzfunktionen mit lokalem Tréiger.

Zu 1.) Man unterteilt das Gebiet € in sogenannte finite Elemente durch eine
Triangulierung.

Sei es der Einfachheit halber angenommen, dass €2 ein polygonales Gebiet ist, d.h.
der Rand 02 bestehe aus endlich vielen Geradenstiicken.

Im allgemeinen Fall wird ein beliebiges beschranktes Gebiet durch €y, approximiert.

Abbildung 5: Triangulierung eines polygonalen Gebietes

Ej, ist eine Menge von Dreiecken e. Je zwei Dreiecke e, ¢’ € Ej, haben entweder eine
Seite, einen Eckpunkt oder nichts gemeinsam. h ist die dabei maximal auftretende
Kantenlange.

Man sucht eine Losung w in ug + V7, , wobei

Vi, = {u € C(Qr,) | u ist ein Polynom mit deg(u) < r in x und y
auf jedem Dreieck e € E), und u = 0 auf 0Qy, }.

Fiir » = 1 handelt es sich hierbei um ,,lineare finite Elemente*. Fiir » = 2 sprechen
wir von ,,quadradischen finiten Elementen®, u.s.w.

Wir beschréanken uns hier auf den Fall » = 1, d.h. w ist linear in  und y auf jedem
Dreieck e € E},.
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erlaubt nicht erlaubt ,,Friedrichs-Keller
Triangulierung “

Abbildung 6: Beispiele fiir Triangulierungen

9.7 Bemerkung. Die Funktionen u € V7, gehoren nicht zu C*(Q)! Wir werden
spater aber sehen, dass die Variationsgleichung

/Vu~Vv—g~vd(a:,y):O
Q

fiir v aus einem geeigneten Sobolev-Raum gilt, welcher die Funktionen aus V5, um-
fasst.

Zu 2.) Benutze eine Basis von Ansatzfunktionen in V7, , welche jeweils im grofiten
Teil des Gebietes €2 verschwinden. Dies impliziert, dass die entstehende Matrix dann
diinn besetzt ist.

Vorgehensweise (lineare finite Elemente):

Seien P;,7 = 1,..., M die durchnummerierten Knoten der Triangulierung (27, , wobei
die Knoten, die nicht auf 02 liegen, gerade die P;, i = 1,..., M mit m < M seien.

Abbildung 7: Nummerierung der Knoten, M = 13, m =4
Definiere die Funktionen u;, i = 1, ..., M auf Qr, durch

wi(Py) =6, 1<i,j<M, (9-5)
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w ist linear in « und y auf jedem e € Ey,u € C(Qr, ).

Die u;, i = 1,..., M heilen auch Formfunktionen. Es lésst sich zeigen, dass das

Interpolationsproblem (9-5) eindeutig 16sbar ist.

Struktur der Formfunktionen

Die Werte von u; auf einer Dreiecksseite sind durch die Endwerte in den Knoten
bestimmt. u ist daher auch stetig in 27, und verschwindet auf allen Dreiecken, bei

denen der Knoten P; nicht vorkommt.

supp(u;)

Abbildung 8: Trager supp(u;) einer Formfunktion u;

Wir setzen ferner

M
w =y y(Fu;,
Jj=m+1
wobei Pp,i1,..., Py € 09 zu beachten ist, und erhalten
M
u(P) = > y(P)u(P)=~(P), i=m+1.. . M
j=m+1 :(%'Lj

Der Ansatz erhalt dann die Form

m M
ﬁ = Ug —+ E CjUj = E Cju]'
Jj=1 Jj=1

mit ¢; =y(P;) fir j=m+1,..., M.

Der Koeffizient ¢; gibt dann gerade den Wert von u im Knoten P;, 1 =1, ..

denn
M
u(P;) = ciui(P) =¢, i=1,...,M.
(5) ;a i(5)

=5i
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Gesucht sind ¢y, ..., ¢y, Die Koeffizienten ¢, 11, ..., ¢y sind schon bekannt.

Detaillierte Aufstellung des linearen Gleichungssystems (9-4)

9.8 Definition. Die Aufstellung des linearen Gleichungssystems (9-4) heiit Assem-
blierung.

Unser Gleichungssystem hat die Form Ac = r mit
Aij = /vujvuld(xvy)v 1§27.]§ma
Q

- _/mo-vm—gua d(zy), 1<i<m.
Q

Wir ersetzen €2 durch Qp,, g durch

und finden mit uy = ZjM:mH v(Pj)u; dann
Aij = Vulvujd(xvy)v 1§@7]§m7

Qr,,

T, = / g1, Ui — Vug - Vu, d('ra ZJ)

= 0B | wdtey)

h
M

— Z Y(Fj) Vu; - Vud(z,y), i=1,...,m.

j=m+1 QTh

Da das Integral iiber ()7, als die Summe der Integrale iiber jeweiligen Dreiecken
e € Ej, dargestellt werden kann, d.h.

fly)d(z,y) = | flx,y)dlx,y),

QTh ecEy €

bleiben damit die folgenden Integrale zu bestimmen

€ €

Die Integrale in (9-7) lassen sich wie folgt berechnen.
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Pz = (23,93)

Py = (2,
Py = (z1,11) 2= (72 32)

Abbildung 9: Dreieck e mit den Ecken Pj, Pj, P;

Sei e € Ej, beliebig. e habe die Endpunkte Pjy, Pjo, Pj3.

Es sind dann die Integrale Sjz = [ Vu;; - Vug d(z,y), k,j = 1,2,3 von Null ver-
schieden.

Die symmetrische Matrix S¢ = (Sjx)1<jx<3 € R*? ist beim Aufbau der Gesamtma-
trix A auf die Untermatrix

At A A
Aigi1 Ainio Ains
Aizi1 Aisio Aisis

aufzuaddieren. Man findet )

5 =
2 F,

.o

Y2 — Yz T3 — T2
C. = Ys — Y1 T3 — T3 c R*?
Y1 — Y2 T2 — I

und F, = |e| = (z3 — z1)(ys — y1) — (w3 — x1)(y2 — y1). Dabei ist F, die Fldche des
Dreiecks e mit den Eckpunkten P;i, P;, P;3 ist.

Das zweite Integral in (9-7) ergibt sich als die Matrix M¢ € R*? mit

(M) = /Ujk cupd(x,y), 1<,k <3,

fiir welche
2 1 1
F.
Me=gpf 121 € R*
1 1 2
gilt.

c) Theoretische Grundlagen zur Finite Elemente Methode
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Wir mochten die im Abschnitt b) hergeleitete Variationsgleichung
/Vu-Vv—g~vd(x,y) =0 Yoe O Q) ND,
Q
auf einen geeigneten Funktionenraum verallgemeinern, welcher auch den Ansatz-

raum Vg, der Finite Elemente Funktionen umfasst und die eindeutige Losbarkeit
der Variationsgleichung sicherstellt.

9.9 Definition. Es sei Q C R? ein Gebiet. Wir definieren

L*(Q) := {u: Q — R| |u|* Lebesgue-integrierbar}.

u,v € L?(Q) sind gleich in L?(Q) genau dann, wenn u(z) = v(z) fiir fast alle z € Q
gilt.

Versehen mit dem Skalarprodukt
(u,v)g = / u(z)v(z)dx
Q
und der dadurch erzeugten Norm
1/2
fulle = o) = ( [ futoac)
wird der Raum (L?(Q), (-, -)o) zum Hilbertraum.

9.10 Definition. Zu u : 2 — R heifit

supp(u) = {z € Q[ u(z) # 0}

Trager von u.

9.11 Definition. Der Raum
CyP () ={u € C*™(Q) | supp(u) kompakt}
heiit Raum der Testfunktionen.

Dieser Raum ist nicht leer, denn der sogannte Friedrichs’sche Glattungskern u.(-—zo)
mit

us(z) = { b (_W> o el < e (e >0)

0, sonst

ist in C§°(Q) fiir o € © und hinreichend kleine € > 0.

Ferner benotigen wir noch den Begriff der schwachen Ableitung.
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9.12 Definition. Sei v € L*(Q), und sei a € NZ ein Multiindex. u besitzt die
schwache Ableitung v := 9%u € L*(Q), wenn fiir alle p € C§°(Q) gilt

/ v-pdr = (=1 / ud“pdx.
0 Q

Offensichtlich besitzt u € C*(Q) schwache Ableitungen 9%u fiir |a| < k, und diese
stimmen mit den klassischen Ableitungen {iiberein.

9.13 Definition. Sei m € Nj. Dann heiffit der Raum
H™(Q) ={u € L*(Q)|0°u € L*(Q) Va eN;:|a| <m}

Sobolev-Raum.

Der Sobolev-Raum H™(f2) versehen mit dem Skalarprodukt

(u,v)gm = Z /8o‘u -0%dr = Z (0%, 0%)g
Q

|oo| <m || <m

ist ein Hilbert-Raum.

Es stellt sich nun die Frage, ob H™-Funktionen stetig sind. Um diese Frage positiv
beantworten zu kénnen, benttigt man Voraussetzungen an den Rand 0f).

9.14 Definition. Sei 2 C R" beliebig. () besitzt die gewthnliche Kegeleigenschaft,
wenn es einen endlichen Kegel C' so gibt, dass es zu jedem = € () einen zu C
kongruenten Kegel C, gibt, dessen Spitze in x ist und der ganz in € liegt.

Kongruenz bedeutet dabei, dass C' und C), durch Kongruenzabbildung ineinander
iiberfithrbar sind. Kongruenzabbildungen sind Parallelverschiebung, Drehung, Spie-
gelung und die Verniipfung dieser Abbildungen.

L

mit mit ohne

Abbildung 10: Beispiel fiir Gebiete mit und ohne Kegeleigenschaft
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9.15 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Sei Q C R? ein Gebiet mit gewéhn-

licher Kegeleigenschaft. Ist m > g, so gilt

H™(Q) C C(Q),
und die Einbettungsabbildung H™(Q)) — C(Q) ist stetig.
Also ist fiir d = 2, 3 die Einbettung stetig, falls m > 2.
Ferner benotigen wir die Hilbertraume

HQ) ={ue H"(Q)|u =0 auf 0Q}.

Da fiir Gebiete Q C R? die Elemente aus H}(2) nicht unbedingt stetig sein miissen,
ist ,,u = 0 auf 9Q* moglicherweise nicht definiert. Der Ausdruck ,,u = 0 auf 9Q*
muss in einem schwachen Sinne erklart werden.

9.16 Definition. Ein Gebiet G € R besitzt die strikte Kegeleigenschaft, falls es
eine lokal (d.h. fiir alle Kompakta) endliche offene Uberdeckung {6;} von 0G mit
zugehorigen Kegeln {K;} gibt mit

¢

ohne mit mit

Abbildung 11: Beispiel fiir Gebiete mit der strikten und ohne strike Kegeleigenschaft

9.17 Satz. Sei Q) C R? ein beschrinktes Gebiet mit strikter Kegeleigenschaft. Dann
gibt es eindeutig einen linearen stetigen Operator

T:HYQ) — L2(09)
mit T'(u) = u|aq fiir alle u € C*(Q).

Man nennt I'(u) die verallgemeinerten Randwerte von u oder den Spuroperator.
Héufig schreibt man ,,u = 0 auf 92 anstelle von I'(u) = 0.
Es gilt also

Hy(9) = {u € H'(Q)|T(u) = 0}.
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Es lasst sich auch die Dichtheit von C§°(Q2) in HJ*(Q2) zeigen.
Die Dirichlet’sche Aufgabe mit homogenen Randbedingungen
Nun wenden wir uns unserem Modellproblem zu. Vorgelegt sei die Aufgabe
—Au = ginQ, (9-8)
u = 0 auf 0.

Q) C R? sei dabei ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 9 und der
strikten Kegeleigenschaft. Es sei ¢ € C(Q2) und u € C?(2) N C(Q) eine klassische
Losung.

Multipliziert man (9-8) mit v € C§°(§2) und intergriert iiber €2, so ergibt sich unter
Benutzung des Divergenzsatzes

/g-vdm = —/Au-vdm
Q Q
= —/ Au - vdr
supp v

= / Vu-Vvdq:—/ a—u-valq:
supp v 0 supp v on

= / Vu - Vudz fiir alle v € C5°(Q). (9-9)
supp v

Diese Gleichung gilt wegen der Dichtheit von C§°(€2) und der Stetigkeit von (g, -) —
(Vu, V-) in H}(Q) auch fiir alle v € H}(Q).

Fiir V = H}(Q) setzen wir
a:VxV — R,
a(u,v) = / Vu-Voudx
Q
und

b:V — R,
b(v) = /g-vdm.
0

Die schwache Formulierung von (9-8) lautet

a(u,v) =b(v), YveV =Hi(Q). (9-10)

9.18 Definition. u € V heifit schwache Losung von (9-8), wenn u die Gleichung
(9-10) erfiillt.
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Ist umgekehrt u eine schwache Losung von (9-9) mit v € C?(Q) N C(Q), so gilt

/(g—l—Au)vdx:/(g~v—Vu~Vv)dx:O
Q 0

fir alle v € C§°(Q).
Aus Dichtheitsgriinden folgt

(9 +Au)vder =0 Yve€ L2(Q)
Q S

€L?(Q)

und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (Satz von de la Vallée-
Poisson) folgt

g + Au = 0 fast iiberall in €.
Da u € H} (), gilt 0 = T'(u) = ulaq.

9.19 Lemma. Die Variationsgleichung a(u,v) = b(v), Yv € V hat die gleichen
Losungen v € V' wie die Minimierungsaufgabe

1 1
F(v):ia(v,v)—b(v):/Qﬁ\VvP—gmdx—mnin firveV.

Das Minimierungsproblem heiffit Prinzip der minimalen potentiellen Energie oder
das Dirichlet’sche Prinzip.

Es stellt sich nun die Frage nach den Bedingungen an a und b, unter welchen die
Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von (9-10) gesichert werden.

9.20 Definition. Sei V ein reller Hilbertraum und a : V xV — R eine Bilinearform.

i) a heifit stetig auf V, falls ein K > 0 existiert mit
|au, v)] < K- flull - o]
fir alle u,v € V.
i1) a heifit koerziv (oder elliptisch) auf V', wenn es ein a > 0 gibt mit
a(u,u) > alful|”

fiir alle uw € V.
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9.21 Satz (Lax-Milgram). Seien V ein reeller Hilbertraum, a : V x V — R eine
stetige und koerzive Bilinearform sowie b : V — R ein stetiges lineares Funktional.
Dann ezistiert genau ein u € V. mit

a(u,v) =bv) YveV.
Fiir diese Losung gilt
1
Jull < bl

Daber st
b(v))|
vl

Die Dirichlet’sche Aufgabe mit inhomogenen Randbedingungen

uwwzmm{ veuv¢o}

Wir betrachten das Problem
—Au = ginQ, (9-11)
u = - auf 0f.
Q C R? sei wieder ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0 mit

strikter Kegeleigenschaft. Ferner lasse sich 7|sq zu einem zweimal stetig differenzier-
baren v : {2 — R fortsetzen.

Wir suchen in diesem Fall eine Funktion u mit uw — v € V = HJ (). Dazu transfor-
mieren wir die Aufgabe (9-11) auf homogene Randbedingungen.

Sei w = u — y eine Losung von
—Aw = g+ Avyin
w = 0 auf 0.

Dann ist u = w + 7 eine Losung von (9-11), denn

—Au = —A(w+7v)=—-Aw— Ay = gin Q,
ulpa = wlaa +7lon = 7|oa.
~—

=0
Die schwache Formulierung des Problems hat die Form

a(u,v) =bv) YveV.

Somit lautet das Galerkin-Verfahren wie folgt. Sei V}, C V ein endlich dimensionaler
Unterraum von V. Gesucht ist ein u;, € Vj, mit

a(up,v) =b(v) Yuv € V.

Man sieht nun, dass die Finite Elemente Methode wieder als ein Galerkin-Verfahren
fiir einen Ansatzraum mit speziellen Eigenschaften interpretiert werden kann.
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d) Stabilitit und Konvergenz der Finite Elemente Methode

Es sei im Folgenden V = H}(€) und
a:VxV —R, a(u,v):/Vv-Vudx,
Q

b:V — R, b(v):/g-vdx.
Q

Die Variationsaufgabe besteht nun darin, dass ein u € V' gesucht wird mit

a(u,v) =bv) YveV. (9-12)

Das Galerkin-Verfahren lautet entsprechend: Finde ein u; € Vj, mit
a(up,v) =v) Yv eV, (9-13)

fir einen endlich dimensionalen Teilraum V;, C V von V.

e := u — uy, bezeichne den dadurch entstehenden Fehler, wobei w und wu,; die Glei-
chungen (9-12) bzw. (9-13) losen.

Wir finden die Fehlergleichung
ale,v) =0 Yv eV,

denn aus (9-12) folgt
a(u,v) =blv) YveV,CV
und aus (9-13) folgt
a(up,v) =b(v) Yuv € V.

Insgesamt erhalten wir

a(e,v) = a(u — up,v) = b(v) —b(v) =0 Yv € V). (9-14)

Ist a eine symmetrische positiv definite Bilinearform, so besagt (9-14), dass e und v
fiir v € Vj, orthogonal sind, d.h. e € V;1.

(9-14) bedeutet die Orthogonalitdt des Fehlers auf dem Ansatzraum. Durch das
Galerkin-Vefahren (9-13) wird also dasjenige Element u;, € V}, charakterisiert, wel-
ches beziiglich der Norm

den kleinsten Abstand zu w € V' hat.
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9.22 Lemma. Sei V, C V ein Unterraum von V, a ein Skalarprodukt auf V und
|lu|le = Va(u,u) die davon erzeugte Norm. Dann gilt fiir up, € Vj:

a(@ —up,v) =0 Yv eV,
was mit
7= unlla = if{ [T — o |0 € Vi}.
dquivalent st.
Beweis: Fiir ein festes u € V sei b(v) = a(u,v), v € Vj, d.h. b ist ein lineares
Funktional auf V3. Somit ist
a(w,v) = a(up,v) veV,
(v)
=b(v

eine Variationsgleichung auf Vj,. Diese hat nach Lemma 9.19 die gleichen Losungen
wie

F(up) = inf{F(v)|v €V}
mit F(v) = a(v,v) — b(v) = 3a(v,v) — a(T,v).

F hat die gleichen Minima wie das Funktional

Gv) = (2F@)+ a(u,u))"?
(

= — 2a(T,v) + a(u,w)"?
1/2

a(v,v

)
= a(u—v,u—0)

= [z = vlla.
UJ
Wir setzen jetzt fir a das Folgende voraus: Sei || - || eine Norm auf V' beziiglich der
gelte
i) a:V xV — R ist stetig beziiglich || - ||, d.h. es existiert ein M > 0 mit

|a(u, v)] < M -fluf| - o]} Vu,ve V.
i1) a ist V-elliptisch, d.h. es existiert ein o > 0 mit
a(u,u) > allul|* Yu € V.

Ferner sei das lineare Funktional b : V' — R stetig.

Dann sichert der Satz 9.21 von Lax und Milgram, dass die Variationsgleichung
a(u,v) =bv) YveV

genau eine Losung u € V besitzt.
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In unserem Fall ist @ : V x V' — R ein Skalarprodukt. Mit || - || = || - || ergibt sich
unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Giiltigkeit von 7) mit
M =1 sowie von i) mit o = 1.

Die V-Elliptizitit impliziert die Stabilitdt der Galerkin-Approximation.

9.23 Lemma. Die Lisung uy, der Galerkin-Gleichung a(u,v) = b(v), Yv € V}, ist
stabil tm Sinne der Abschditzung

1
[unll < =10l
Q@
fiir alle h > 0, wobes

nww:mm{%%wveuv¢o}

Beweis: Aus a(up,v) = b(v) fiir alle v € V}, folgt

i

=

allupl]* < alup, un) = bluy)
[b(un)|
< Nuall < lollve - Jluall-
[ |
Also folgt mit o > 0
[1b]lv
Junl) < 0

Somit gilt bis auf eine Konstante weiterhin die Approximationsaussage aus Lemma
9.22. O

9.24 Satz (Cea’s Lemma). Unter den Voraussetzungen i) und ii) an die Bili-
nearform a und der Stetigkeit des linearen Funktionals b gqilt fiir den Fehler der
Galerkin-Léosung uy, die Abschdtzung

M
7= < = inf{Jfz — ol v € Vi}.

Beweis: Sei v € V}, beliebig. Aus der Fehlergleichung
a(@—up,v) =0 ve, (Vgl. (9-14))

folgt
a(@ — up, up —v) =0,

da up, —v € V).
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Mit der V-Elliptizitit erhalten wir dann

ol —up|®* < al@ —un, T — up)
= a(u— up, w—up) + a(@ — up, up — v)

J

-
=0

= a(u—up,u—v)
< M- [a = - [z =l

fir alle v € V},, d.h.

_ M,
[T — up|| < EHU—UH Vv € V.

Also folgt
M
o

@ — unll < = - inf{][7 — o] |v € Vi}.

0

Es reicht also fiir eine asymptotische Fehlerdarstellung in h den Restapproximati-
onsfehler von Vj, d.h. inf{||z — v|| | v € V},} abzuschétzen.

Betrachte nun die konkrete Variationsgleichung
a(u,v) =bv) YveV

mit a(u,v) = [, Vu- Vvdz, b(v) = [, g - vdz, welche die schwache Formulierung
der Dirichlet’schen Randwertaufgabe darstellt. Dabei sei V = H}(Q).

Zu betrachten bleibt die Wahl der Normen. Offensichtlich kann als die Norm || - || =

-1l
1/2
lla = ( / |Vu|2dx)
Q

genommen werden. Alternativ kann aber auch die durch das Skalarprodukt

(u,v); = Z (0%, 0%)g

lo|<1

induzierte Norm

|lull = (/Q |u(x)|2dx+/Q|Vu(x)|2d:p) 1/2, u € Hy(Q)

gewéhlt werden, falls die Bilinearform a beztiglich || - ||; stetig und V-elliptisch ist.
Fiir die Stetigkeit benutzen wir die Abschéatzung

e = (f |w<:c>|2dx)1/2
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< ( | pars |w<x>|2dx)1/2 = Julls,

und somit folgt mit Cauchy-Schwarz

la(u, v)] < llulla - vlla < flulls- ol Yu, v € Hy(Q),

d.h. die Bilinearform a ist auch stetig beziiglich || - ||; mit M = 1.

Die V-Elliptizitat
a(u,u) > allul]f, YueV (a>0)
gilt nicht im Allgemeinen fiir V' = H'(Q). Sie gilt aber fir V = H}(). Dazu

bendtigen wir den folgenden Satz.

9.25 Satz (Erste Poincarésche Abschitzung). Sei Q) ein beschrinktes Gebiet.
Dann gibt es ein C > 0 mit

1/2
lullo < C (/ \Vu(a:)ﬁd:c) Yu € H ().
0

Mit dem Satz von Poincaré folgt
lullo < Cllulla

und damit
Jullf = llullf + lJull2 < 1+ C?)|lull2,

d.h.
lully < llulle, w € Hy(€).

1
V14 C?

Dies liefert

a(u,w) = |lulls = Tz lluli,
und somit die V-Elliptizitit beziiglich || - [|; mit a = 7.
Damit sind die Normen || - ||, und || - [|; auf V = H}(Q) dquivalent und erzeugen
daher denselben Konvergenzbegriff.
Im Lemma 9.24 von Cea erhalten wir fur || - || = || - |1 die Abschétzung

1. _
- ~inf{||w —vl||1 |v € V,}
= (1+C%-inf{||z—v||veVp}

[ —unlly <
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Bis jetzt war unsere Abschitzung des Approximationsfehlers unabhéngig von der
konkreten Wahl von V}. Jetzt mochten wir den Approximationsfehler der Finiten
Elemente Methode analysieren. In diesem Fall ist V}, = V7, mit

Vi, ={u € C(Qr,) | v ist affin linear in z und y
auf jedem Dreieck e € Ej, und u = 0 auf 0Qr, }.
Es gilt

(1+C?) - inf{[[@—v|i|v € Vi, }
(1+C?)lf—wlh

[ = unlls

IAIA

fiir jedes w € Vg,
Wir konstruieren nun ein spezielles w € V7, durch Interpolation.

Sei €2 polygonal berandet mit strikter Kegeleigenschaft. Betrachte die Abbildung

Iy {fue C(Q) |Ju=0auf 02} — Vg,
v — I(v) = ZU(R‘)M
i=1
mit den Formfunktionen u;, i =1,..., M zu den Knoten P; der Triangulierung €.

I,(v) ist nur fiir v € H?(Q) definiert, da H%2(Q) C C(Q2) nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz 9.15.

Abzuschitzen bleibt der Interpolationsfehler in der H'-Norm. Fiir diesen Fehler
kann man zeigen

II(v) —v|[y < C-h Yo e HXQ),

falls (Th)o<n<n, eine Familie von Triangulierungen von {2 ist, so dass fiir den jeweils
maximalen Winkel v, max in einem Dreieck e € T}, gilt

Yh,max S “Ymax <7

fiir 0 < h < hg. Letztere Bedingung heifit Maximalwinkelbedingung.

Liegt also die Losung u der Variationsaufgabe in H2(Q2)NHJ (), so diirfen wir v = u
wahlen und erhalten fiir lineare Finite Elemente die Abschétzung

lu = wplly < (1+CJu— L] < Ch, 0 < h < ho.

Also ist die lineare Finite Elemente Methode konvergent der Ordnung 1 beziiglich
| - |1 an Losungen der Glattheit H?(2) N Hy(Q).

Fehlerabschitzung in der L?>-Norm
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9.26 Lemma (Aubin-Nietzsche). Besitzt das duale Problem
a(v, z) = b(v) = /Qg-vdx YvoeV
fiir g € L*(Q) eine Losung z mit ||z||2 == ||z]|z2 < C||fllo, so gilt
lu = unllo < C- k- Ju = ]
Somit folgt

[@— unllo < C-h lu—unlli < CCh?, 0<h < hy,

d.h. wir haben Konvergenz der Ordnung 2 beziiglich || - ||o.

9.27 Bemerkung. Hohere Konvergenzordnung in der H'-Norm bzw. der L?>-Norm
lassen sich mit polynomialen Finiten Elementen erreichen, falls die Losung der Rand-
wertaufgabe hinreichend oft schwach differenzierbar ist.

9.28 Bemerkung. Die Konvergenzaussage fiir lineare Finite Elemente bleibt auch
richtig, falls der Rand 0f) siickweise stetig differenzierbar ist.

9.29 Bemerkung. Im Fall von hoheren polynomialen Finiten Elementen (r > 2),
benotigt man spezielle Randelemente, um héhere Konvergenzordnung bei stiickweise
glattem Rand 0 sicherzustellen.
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10. Finite Differenzenverfahren fiir parabolische
Differentialgleichungen

a) Das Prinzip der Linienmethode

Wir betrachten die nichtlineare Anfangswertaufgabe
Uy = Uge + f(u,ug,z,t)in Q= (0,1) x (0,7, (10-1)

u(z,0) = wp(z) fir 0 <z <1,
u(0,t) = 7o(t), u(l,t) = () fir 0 <t <T.

Das Prinzip der Linienmethode beruht darauf, zuerst eine Diskretisierung in der
Ortsvariablen vorzunehmen. Die Zeitvariable ¢ bleibt noch kontinuerlich.

Um diesen Schritt durchzufiihren, betrachten wir zunéchst die Randwertaufgabe

—w"(z) = f(z,w(z),w(z))in (0,1), (10-2)
w(0) = 0, w(l) = .

Zu Az = & > 0 (M € N) bekommen wir das Gitter Qa, = {jAz|j =0,..., M}.
Wir ersetzen —w”(z) durch

—w"(x) ~ ﬁ(—w(m — Az) 4 2w(z) — w(z + Az)) (10-3)
und w'(z) durch

w'(z) ~ ﬁ(w(w + Az) —w(x — Ax)). (10-4)

Préziser gilt

Aiﬁ(—w(m — Ar) +2w(x) —w(z + Az)) +w"(z)| = O(Az?),
falls w € C* (vgl. Kapitel 8) bzw.
1 ! _ 2
E(w(m + Azx) —w(z — Az)) —w'(z)| = O(Az?)

fiir w € C3.

Fiihren wir jetzt den Ersetzungsprozess durch, so erhalten wir

w(0) = 7o,
L(—w(x — Az) +2w(z) —w(z + Az)) =

Ax?
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1
— 1 () g (0l + A0) —w(e-Aa) ) (105)
r=7Ax,7=1,..., M —1,
w(l) = 71.
Gesucht ist also ein Vektor (w(0), w(Ax),...,w(1—Azx),w(1)), welcher (10-5) 16st.

Wir eliminieren w(0), w(1) aus dem System (10-5) und schreiben es in kompakter
Form

2 -1 0 ... 0 0 0 w(Az)
-1 2 -1 ... 0 0 0 w(2Az)
1 o -1 2 ... 0 0 0 w(3Ax)
@ : : : t. : : : : = (10'6)
o 0 0 ... 2 -1 0 w(l — 3Ax)
0 0 o ... -1 2 -1 w(l—QAx)
0 0 0 ... 0 -1 2 w(l — Az)

(A, w(A), i (w(2A2) — 70) + 72

! p
[ (2Az, w(2Az), ﬁ(w(BAm —w( Aw )

=\| f (jAa: w(jAZ), 5 ( (7 + 1)Aa:) —w((j — 1)A;1:))) =2,...,M -2

f(1=2Az,w(l - 2Ax), ;

( (1—-Azx) —w(l - 3A:c)))
(1= Az, w(l - Az), 5

(1 — w(l - 2A2)) + 2

1>‘~|>‘~
8 ..

Das Gleichungssystem (10-6) hat die Form

AAxw — GAJC(UJ), w e RQA” (10_7)
mit

2 -1 0 0O 0 0
-1 2 -1 0 0 0

! 0o -1 2 0 0 0

Az . _~ : : : . : : :
A o ALE2 ° . . . . . Y
0 0 O ... 2 =1 0
0 0 o ... -1 2 -1
0 0 o ... 0 -1 2
f (Aw w(Az), 5~ 7z (w(2Az) — )) + 2L
GO (w) = f 1Az, w(jAz), g5z (w((j + 1)Az) — w((j —~1)Ax))),

P
j=2,...,M =2
— Az), QAx(% —w(l — QAx))) + &5

f (1= Az, w(l
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Insbesondere zeigt dies, dass
RAT — _ABTyy 4 B (y)
eine Diskretisierung fiir den Operator A ist mit
A1 D(A) C C*((0,1))nC([0,1]) — C((0,1)),
w o W)+ f(w(),w'(),
wobei

D(A) == {w € C*((0,1)) N C([0,1]) [ w(0) = 70, w(1) = 71}-

Wir kehren nun zu unserer Anfangsrandwertaufgabe (10-1) zurtick. Gemé&$ des Prin-
zips der Linienmethode diskretisieren wir fiir beliebiges ¢ € [0, T zuerst die Raum-
variable.

Wir suchen eine Gleichung fiir die Funktion

v(t) = (u(Ax,t),u(2Ax,t),...,u(l —2Az,t),u(l — Az, t))
= (ui(t),v2(t), - vmr—a(t), v (1) €RMTL 0<E ST

Eine einfache Diskretisierung konnen wir jetzt in der Ortsvariablen durch das klas-
sische Differenzenverfahren vornehmen.

Wir ersetzen den Ausdruck w,,(z, t)+f(u(x,t), u(x,t), u, t), u(0,t) = vo(t), u(l,t) =
71 (¢) fiir ¢ € [0, T] durch

-1 2 -1 ... 0 0 0 s (1) 0

o -1 2 ... 0 0 O t 0

1 S S Ug.( ) n 1 :

- A$2 . . . . . . . . A$2 .
0 0 0 ... 2 -1 0 vpr—s(t) 0

0 0 0 ...-1 2 -1 Uar—a(t) 0

—=AAx =rlz(t)
F (00(0), A (0n(t) = 0), A1)
e R0 - ). ),

j =2,....,M—2
f(onr-1 (), 555 (1 — UM72(15 ) (M = 1)Ax,t)
LA (u(1))

= —ASTY(E) 4+ () + HA (u(t)).

Préziser wird A(t)u(t,-), u(t,-) € D(A(t)) durch
—AST() + 20 (t) + HE (u(t))
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ersetzt, wobei der zeitabhéingige Differentialoperator A(t) wie folgt definiert ist:
A(t) : D(A(t)) € C*((0,1))nC([0,1]) — C((0,1)),
U = Uggy + f(u7uma 7t>
mit dem Definitionsbereich

D(A(t)) = {u € C*((0,1)) N C([0,1]) | u(0) = %0(t), u(1) = 71(t)}-

Setzt man v'(t) = (u;(Ax,t), ..., u((M — 1)Az,t)), so ergibt sich unter Beachtung
von (10-1) die gewohnliche Differentialgleichung
V() = —A%(t) + HA(v(t)) + r2%(t) (10-8)
— Fas(v(t),t), 0<t<T,
v(0) = 0" = (up(Ax),...,uo((M — 1)Ax))

als Ersatz fiir die Anfangsrandwertaufgabe (10-1).

Der Ubergang von (10-1) zu (10-8) wird als Semidiskretisierung bezeichnet. Zu einer
vollstandigen Diskretisierung von (10-1) kommen wir, wenn wir auf (10-8) eines der
handelsiiblichen Verfahren zur Losung von Anfangswertproblemen anwenden. Bei
der Durchfiithrung dieser Verfahren sollte man sich jedoch die spezielle Gestalt von
Fa, zu Nutze machen, denn das System (10-8) wird fiir Az — 0 immer grofler.
Das einfachste Verfahren fiir (10-8) ist das Euler-Cauchy Verfahren.

Seien At = % > 0, v° vorgegeben. v/ approximiere v(jAt), j = 0,..., N. Dann
finden wir mit ¢; = jAt

it = vj+At-FAx(vj,tj), j=0,...,N—1, (10-9)
v’ = (up(Az),...,up((M —1)Ax))

oder explizit mit

v = (u{',...,ugufl), uz = u(x;, t)), x; =iAx
folgt
up! ul ( —2u] +
R I At 2 i oud b 10-10
i - i + A2 | Y1 T AU + Uiy (10-10)
1 ; . .
Uy U1 \ wh, o, —2u),
: , .
Yo(t;) J (w1, 72 (uh — 0(t5)), 21, t5)
—1 : j _1 J : J
+AZL‘2 : + f (ui’ aaz (Ui — Uiy), i, tj)
71(t5) F iy 5z () —wy o), waroa,ty) )
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mit den Anfangsbedingungen

U? uo(z1)
u? = uo(;) : (10-11)
U?uq uo(Tar-1)

(10-10), (10-11) heilen auch explizites Differenzenverfahren zur Anfangsrandwert-
aufgabe (10-1). Man erhilt u/"" aus w]_,, u/, v/ ,, was man durch folgendes Schema
andeutet.

Zeit t,j+1

Raum 7—1,j Gy t+1,
O O O
Abbildung 12: ,,Differenzenstern “

Wir betrachten als néchstes fiir das Liniensystem (10-8) das von einem Parameter
¢ € [0, 1] abhéngige Verfahren

Vjy1 — Uj + At [ﬂFAm(’l}jJrl, tj+1) —+ (1 — ﬁ)FAxO)j, tj)} s (10—12)
7=0,...,N—1,
UO = (Uo(l‘l),...,uO(l‘M_l)).

Die Spezialfille des ¥-Verfahrens fiir das Liniensystem sind:
¥ = 0: Euler-Cauchy Verfahren,

Y= %: Trapezenmethode oder sogenanntes ,,Crank-Nicholson Verfahren®,

¥ = 1: Implizites Euler-Cauchy Verfahren.

Fiir 9 > 0 erfordert (10-12) die Auflosung eines nichtlinearen Gleichungssystems
und das Verfahren heifit implizit. Die Abbildung 13 stellt die zugehorigen Differen-
zensterne dar.

10.1 Beispiel (Chemische Reaktions-Transport-Gleichung). Die dazu gehori-
ge Anfangsrandwertaufgabe lautet
U = Uge —k-eo(x)uy, 0<x<1,t>0, k>0
u(z,0) = 1—2z, 0<z<1
u(0,t) = 1,u(l,t) =0, ep(z)>0,0<z<1.
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1,7+ 1 1,7+ 1 1,7+ 1
Q . . O Q . . O
t—1g+124+1,54+1 t—15+124+1,54+1

O O O O O O

=0 ¥ = ¥9=1

1
2
Abbildung 13: Differenzensterne fiir ¢ € {0, 1,1}

Wir finden fiir das Liniensystem

V'(t) = Faz(v(t),t), v(0) = 2°

mit
2 -1 0 0 0 0 1
-1 2 -1 0 0 0 0
1 0 -1 2 .. 0 0 0 1 0
Fao(v,t) = =% | & &+ & i oty

0 0 o ... 2 -1 0 0
0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 -1 2 0

60(1‘1)1)1

60(372)1)2

60(373)1)3

—k = —Ba,v + 127,

60($M—3)UM—3
GO(xM—Q)UM—Z
GO(xM—l)UM—l

wobei x; = iAx,i=1,..., M — 1. Dabei ist

2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0O 0 O
. 0o -1 2 0 0 O
Bpz = A : :
0O 0 O 2 -1 0
0O 0 O -1 2 -1
0O 0 O 0o —1 2
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+k - diag(eo(1), - - ., eo(Trr-1)),

1
Az T
= ——(1,0,...,0,0)".
r AxQ ( ) Y Y ) )
Ba ist eine Lo-Matrix mit majorisierendem Element I = (1,1,...,1,1)7, d.h. eine

M-Matrix, da eg(z) > 0,0 <z < 1und h > 0.

Diskretisierung der Anfangsrandwertaufgabe mit dem ¢-Verfahren liefert dann die
[teration

v = ) AL [I(=Ba T 1) 4 (1= 9)(—Bagv! + 7)),
j=0,...,N—1
W0 = (ug(w),. .., up(war—1)),
woraus sich
(i[ + ﬁBAx) AR (é] -(1- ﬁ)BM) v 47
fir y =0,..., N — 1 ergibt.

Ferner ist <7 +9¥Ba, eine M-Matrix fiir ¢ € [0, 1]. In jedem Schritt ist also fiir ¥ > 0

ein tridiagonales Gleichungssystem zu 16sen.

Beobachtungen

a) U =0:
Es ergeben sich nur fiir sehr kleine Zeitschritte gute Néherungen. Bei zu
groflem At treten starke Oszillationen in z-Richtung auf, die sich in ¢-Richtung
verstérken.

b) ¥ > 1
Die f2ﬁr ¥ = 0 beobachteten Oszillationen treten in der numerischen Losung
nicht mehr auf. Der Mehraufwand (d.h. das Losen eines linearen Gleichungs-
systems in jedem Zeitschritt) wird aber durch die impliziten Verfahren mehr
als wettgemacht. Die impliziten Verfahren sind also fiir die Anfangsrandwert-
aufgabe sehr wichtig.

10.2 Bemerkung (Losbarkeit von (10-12) im nichtlinearen Fall f(u,z,t)).
Sei f € CHR x [0,1] x [0, T],R), und es gelte

of
%(U,.T,t) < p

firueR, 0<x<1und0 <t <T.Dann lasst sich Folgendes zeigen: Das implizite
v-Verfahren (9 > 0)

Uj+1 = ?Jj + At - [ﬁFA$(Uj+1,tj+1) + (1 - ﬁ)FAx(Uj,tj)} 5 j = O, ceey N -1
ist auf jedem Zeitlevel ¢; = jA? fiir alle At mit JpuAt < 1 durchfiihrbar.
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b) Konsistenz der Differenzenverfahren

Wir bringen die Differentialgleichung aus Abschnitt a), d.h. die vollstdndige Diskre-
tisierung auf die Form

Th(u) =0, uweR¥™, Th.R% — R

mit der Familie von Gittern {€, }o<n<n,. Wir betrachten hier die Anfangsrandwert-
aufgabe

U = Uge + f(u,x,t)in Q=(0,1) x (0,7), (10-13)
u(z,0) = wup(z) fir 0 <z <1,
w(0,t) = o(t), u(l,t) = 1(t) fir 0 <t <T.
Dazu setzen wir h = (Az, At) und Az = L, At = L sowie

Qh:{(:rz,tj):(qu:,jAt)]zzl,,M—l,ij,,N}

Fiir u € R gilt

w o= (.l ud kel ud ),
ul = u(w,t;) =u(iAz,jAt), i=1,...,.M—1,57=0,...,N.

7

Wir finden dann 7" (u) = 0 mit

( A
0_ , J=0
U, UO(xz)v {il,...,Ml
1 J Jj—1
h( \\F At (u T )
(T*(u)); = — s ; j=1,....N
*ﬁ[Azz (Uz’—1*2“i+uz‘+1)+f(ui’xi’tj)} i=1,.... M -1
10 st (-2 ) s )]

zu setzen.

Nach Kapitel 8 haben wir die Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz fiir
T"(u) = 0 definiert. Wir untersuchen die Konsistenz fiir Anfangswertaufgabe (10-
13).

Sei w € C() mit uy, g,z € C(Q) eine klassische Losung von (10-13) und
u|p, = g, bezeichne die Einschrankung von w auf €2j,. Wir untersuchen den Konsi-
stenzfehler ||T"(u,)||o in der Maximumsnorm.
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Sei w € R mit

||w||oo:max{|wg||i:1,...,M—1, j=0,...,N}

Firj=0,:=1,..., M —1 gilt

(T"(@n))} = @ —uo(z;) = 0.
=uo(x;)

Firj=1,...,N,i=1,..., M — 1 erhalten wir
1

(TM(wy))! = x (@ —u™")
o [Alx? (w_, — 2w +7u,,) + f(@, Jiz,tj)]
(1= [é (@) — 2w +aly) + f@] e 1)}
1

@ —m ) = 0@)] - (=) @)

+ "ﬁ{ (um) +f( i t Z Alxz (uz Al +uz+1) _f(ﬂgvxivtj)}

(ut)]

1 i
b= 0] @l ) - @ -

—(ut)J !

- f(ﬂ{‘l,xi,tj_l)}
. 1 j—1
At (u _uz ) (1_19)( t)i

. 1 .
+ 19{(um)] A7 (UJ —2u! +uz+1) }

+ (1 - ﬂ){(ﬂmm)j ! @ (ﬂz—_l 2“’] ! + ui-‘,—ll) }
Nach Kapitel 8 gilt fiir ein C' > 0

< C-Az?,

1 .
’@ (uz 1 2“ +uz—f—l) (um‘)

% cC(), v=1,2,34.
Zur Abschéitzung des iibrigen Terms betrachten wir

1

(Wt + A) —w(t)) = V(¢ + At) — (1= D)l (1)
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Mit
/ Atz " 3
w(t+ At) = w(t)+ Atw'(t) + — W (1) + O(At”),
w(t+ At) = w'(t)+ Atw”(t) + O(A)
fiir w € C3([0,T) folgt
1

A7 (Wt + A —w(®)) = 't + At) = (1= D)w'(1)

=w'(t) + %w”(t} + O(AY?) — 9(w'(t) + Atw” (t) + O(A?)) — (1 — D)w'(t)
= Atw”(t) (é - 19) +O(AF),

falls w € C3([0,T1).

Somit folgt

L i — \j—1
E(Uz - U ) — (1 =9)(u);

<0 At,  falls @, uy, uy € C(9), B
- Atz, falls E, ﬂtuﬂttuﬂttt € C(Q) und ¥ = %

10.3 Satz. Das ¥-Verfahren fir ¢ € [0,1] zur Anfangsrandwertaufgabe (10-13) ist
konsistent der Ordnung 1 in At und 2 in Ax bezgl. || - || 0o, d.h.

| T" (@) |lso = O(AL + Az?)

an jeder klassischen Lésung von (10-13) mit 22 € C(Q), v = 1,2, £ € C(Q),
v =0,1,2,3,4.

Das Crank-Nicholson Verfahren ist sogar O(At* + Ax?) konsistent, falls zusditzlich

Pu e Q) gilt.

a3

Unsere Rechnungen zeigen keinen Unterschied im Konsistenzverhalten fiir das expli-
zite (¥ = 0) und das implizite (¢ > 0) Verfahren. Die im Abschnitt a) beobachteten
drastischen Unterschiede miissen daher mit der Stabilitdt zusammenhéngen, die wir
als néchstes diskutieren.

10.4 Bemerkung. Die Glattheitsbedingungen fiir u von Satz 10.3 sind oft in den
Ecken z =0, ¢t = 0 bzw. = 1, t = 0 nicht erfiillt. Beispielsweise erfordert u € C(12)
fiir (10-13) die Vertraglichkeitsbedingungen (auch Kompatibilitédtsbedingungen ge-

nannt) vo(0) = uo(0), v1(0) = ue(1) und ws, u,, € C(2) die weiteren Bedingungen

%(0) = ug(0) + f(70(0),0,0) (¢t =0,2=0),
10) = ug(1) + f(11(0),1,0) (t=0,z=1).

Jedoch garantiert die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen trotzdem die
Glattheit von w(z,t) fir t > 0, 0 <z < 1, falls die Daten f, ug, 7o, 71 hinreichend
glatt sind.
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c) Stabilitdt und Konvergenz der Differenzenverfahren
Wir erinnern an die Stabilitatsdefinition fiir ein diskretes Modell.

10.5 Definition. Es sei T"(u) =0, T" : R — R ein diskretes Modell. Sei der
Raum R mit einer Norm || - || versehen. Gibt es ein von h unabhingiges C' > 0 mit

|lu— || < C|T"(w) = T"W)||, Vu,v € R%*, 0<h<hy, h=(Azx At),
so heifit das Modell T" stabil.

Wir analysieren hier die Stabilitdt der Warmeleitungsgleichung

U = g in (0,1) x (0,7), (10-15)
u(z,0) = wup(z), 0<z<1,
u(0,t) = 70, u(l,t) =y fir 0 <t <T.

Mit den Vektoren v/ = (ul, ..., “%471)7 j=0,...,N, sowie den Schrittweiten Az =
ﬁ >0, At = % > 0 hat das ¥-Verfahren die Form

v = ¥ = (uo(z1), .., uo(zrr-1)),

’UjJrl = Uj + At [ﬂFAm(’UjJrl,thrl) + (1 — ﬁ)FA:p(Uj,tj)}

mit
2 —1 0 0 0 0 Yo
-1 2 -1 0O 0 O 0
1 0o -1 2 ... 0 0 0 1 0

Fac(v,t) = —x5| ¢ 1 & i i ot
o o o0 ... 2 =1 0 0
o o o ... -1 2 -1 0
= —Tv+rt
d.h.

V=0l + AL[I(-T T ) + (1= 9) (=T + )], 0 =1"
Letztere Formelzeile ist mit
(I + At = (I — At(1 — D) + Atrt, ° =40

und somit mit

1 . 1 .
—I+90 ) = (—T -1 - )" +7rt j=0,....N—1 (10-1
(At+ )v (At ( ))v+r,j 0,..., (10-16)
%/_/ N - S/

:;A :ZB
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aquivalent.

In Matrixform lautet die Gleichung (10-16)

I 0O 0 ... 0 0 0 v rY 0
-B A 0o ... 0 0 0 vl 1 0
0 —-B A 0 0 0 v? rt 0
e e e el : — : =1 : (10-17)
0 o 0 ... A 0 0 V2 rt 0
0 0 0o ... =B A 0 pV-t r 0
0 0 o ... 0 —-B A oV rt 0

Wir miissen die Stabilitdt von Dreiecksblockmatrizen der obigen Form untersuchen.

10.6 Lemma. Sei eine Norm || - || auf R™ gegeben. Die Matrizen A(At), B(At) €
R™™ magen von At € (0,T) abhingen. A(At) sei invertierbar und erfiille

|A(AY) . < Oy - At, VAt € (0,T]. (10-18)

Ferner existiere ein Cy > 0 mit

(AP B)Y" (A, < Cy fir 0<n-At<T,néeN. (10-19)

Dann gilt fir die (n + 1)-blockige Matrix

I 0 0 0 0 0
B A 0 0 0 0
0 -B A ... 0 0 0

HA) = | oo o (10-20)
0 0 0 ... A 0 0
0 0 0 .. -B A 0
0 0 0 ... 0 —-B A

mit 0 < nAt < T die Stabilititsungleichung
V][00 < Co(1+ CLT) - |H(A)V| v 0o, Yo € RV 0 <nAt < T, (10-21)
wobel

V]l0o = 1(0°, 0%, oo 0™)] w00 = max{[[vf]l. | i =0,...,n}.
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10.7 Bemerkung. Setzt man C(At) = (A7'B)(At), so lautet (10-19)

|IC(A)" ]| < Cy fiir 0<nAt<T.

Diese Bedingung wird in der Literatur oft zur Definition der Stabilitéit eines Ver-
fahrens der Form (10-17) herangezogen. Sie erweist sich auch als notwendig fiir ein
konsistentes und konvergentes Verfahren (Lax’scher Aquivalenzsatz).

10.8 Bemerkung. Hinreichend fiir (10-19) ist

[(A7'B)(At)]l. <1+ C3AL. (10-22)

Dann folgt ndmlich

1A= B)"(AD)]. A B)(AYT < (1+CAn)"

<
< exp(C3At)" = exp(C3nAt)
< exp(C3T) =: Cy fir 0<nAt<T.

Beweis von Lemma 10.6: Die Gleichung

H(Atw=g=(¢"9"...,9"

bedeutet

W=¢" A -—Bvl=¢', j=1,....n

oder
vV =AB T 4 AT =1, .n, v’ =g"

Wir zeigen nun fiir j < n, nAt < T die Darstellung
v = (AT'B)Yg’+ ) (AT'BYFAT N
k=1

Der Beweis wird durch Induktion {iber j erbracht:
7=0: 0 = ¢°
j—1—j:

vo= AT'ByTl 4 ATl

= (A7'B) ((AT'B)" 90+Z ATIBYTIRAT R 4 AT
= (A7'B) 90+Z AT'BYTFAT g 4+ AT g
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Somit folgt

[/l = [I(A” . l19°lls +Z|| AT BY . - AT N9
%,_/ ﬁ_/ ——
<Cs <C2 <C1At
j
< Collg’ll + Y Co- Cy- At-[g".
k=1
j
< Collg'll+CiCe Y max{llgMl [k =1,....n}
k=1
<JALT
< Gy (9l + CiT - max{|lg"[[. |k = 1,....n})
< Co1+ CiT)lglleno = Col+ D H(A e, j=0,....m.

Dies liefert
[V]l+.00 < Ca(1 + CiT) | H(AL)v]]4 oo

Wir priifen nun (10-18), (10-19) fiir das ¥-Verfahren. Wir haben

1 1
A = I+90, B = 119,
m = M-1 |l = 1"l
2 -1 0 ... 0 0 0
1 2 -1 ... 0 0 0
) 0 -1 2 0 0 0
= 55 :
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2

A(At) = 5T+ 9T, 9 > 0 ist eine Ly-Matrix und

1

1 ¥ 0 1
0
1
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Also ist A(At) eine M-Matrix, und es gilt
A7 (A0 e = 1A (AT < At = A

(10-18) gilt also mit Cy = 1.
Es gilt B(At) = ;1 — (1 — 9)I'. Somit ist die Bedingung B(At) > 0 mit

1 2
——1-9Y)-— >
At ( )A:L’2 =0
dquivalent, da alle auflerdiagonalen Elemente von B(At) grofier gleich Null sind.

Daraus folgt

At
1>2(1—-9)—
was mit At ]
< . 10-2
Ax? ~ 2(1-9) (10-23)

gleichbedeutend ist.
Wir setzen nun (10-23) voraus und schreiben weiter:
(A(At) — B(At))I I+ (1-NT =TI >0 =
AANID > B(AHI =
I > (A'B)(At), da A™'(At) > 0.

(10-23) stellt nun B(At) > 0 sicher, und wir haben (A~*B)(At) > 0. Somit folgt
1A B)(AY) oo = (AT B)(At)[|oo < [I[flo = 1.

Also sind die Bedingungen (10-22) und (10-21) mit C3 = 0 bzw. Cy = 1 erfiillt. Nach
Lemma 10.6 erfiillt H(At) die Stabilitdtsungleichung (10-21) mit der Stabilitétskon-
stanten Cy(1 + C1T) = 1+ T, die sowohl von Az als auch von At unabhéngig ist.
Da T" bis auf inhomogene Terme mit H(At) {ibereinstimmt, folgt die Stabilitéits-
ungleichung mit || - || = [ [[c 0o = | - [[oc-

10.1 Satz Unter der Bedingung

At 1
<
Az? — 2(1-9)

ist das -Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung bezgl. || - ||o auf R®» stabil.
Genauer gilt

Ju—v]eo < (1 +DNT"(w) = T"(V)||oo, Yu,v R — h=(Az,Al),

wobei TH : R® — R wie in (10-14) definiert ist.
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A
At
Az?
. —— Bereich der || - || -Stabilitét
1
2
0 : 1 v

ECV  Crank-Nicholson IECV
Abbildung 14: || - ||-Stabilitét

10.9 Bemerkung. Die Restriktion % < % fiir das explizite Verfahren und % <

oo fiir das rein implizite Verfahren stimmen mit unseren Beobachtungen iiberein.
Bei 9 = % kénnen wir jedoch AAJQ < 1 verletzen. Es lésst sich aber zeigen, dass bzgl.
einer anderen Norm das 9-Verfahren fiir v € [%, 1} bedingungslos stabil ist. Diese
Norm stellt eine Verallgemeinerung der L?((0,1))-Norm auf die Gitterfunktionen

dar.

10.10 Korollar. Unter der Voraussetzung AA;Q < 2(11_19 st das ¥-Verfahren, 0 <
¥ <1, bzgl. der Mazimumsnorm konvergent der Ordnung 1 in At und 2 in Ax an der

Lésung u der Warmeleitungsgleichung, falls %ﬂ €eC),v=12, %ﬂ e C(),
v=0,1,2,3,4, Q= (0,1) x (0,T), d.h.

max{|W(z;, ;) — v (zs ;)| |i=1,...,M —1,j=0,...,N} < C- (At + Ax?),

wobei u" die Losung von T"(u) = 0 bezeichnet. Fiir das Crank-Nicholson Verfahren
gilt sogar

max{[t(z;, t;) —u(x;, t;)||i=1,..., M —1,j=0,..., N} < C- (At? + Az?),
j j

falls zusdtzlich g—;ﬂ € O(Q) gilt.

© Johannes Schropp 28. November 2008



58 11. Hyperbolische Differentialgleichungen

11. Hyperbolische Differentialgleichungen

a) Differenzenverfahren fiir die Wellengleichung

Eines der bekanntesten Beispiele fiir hyperbolische Differentialgleichungen ist die
Wellengleichung. Wir betrachten zunéchst die analytische Losung der Wellenglei-
chung als reine Anfangswertaufgabe

U = CUpp, T ER, >0, (11-1)
w(@.0) = wo(z). wl(e,0) = wz). xR

Dies modeliert einen unendlich ausgedehnten Stab oder eine unendliche Saite.

Mit dem Ansatz
U(.I‘,t):f1($+0t)+f2<l’—0t), f17f2ECQ<R)
findet man

uy(z,t) = Eff(x+ect)+ (=) fy(x — ct)
= (et et) + o ) = Cupa(a),

d.h. fi(z + ct) + fo(x — ct) gentigt der Differentialgleichung (11-1).

Man kann nun auch die Anfangsbedingungen abgleichen und erhélt

u(z,t) = %(uo(:c + ct) + up(z — ct)) + — /x ' u(§)d€. (11-2)

2C T—ct

(11-2) ist als d’Alembert-Formel bekannt.

t
A (a*,1")
(t,x* —c(t* — 1)) (t,x* +c(t* — 1))
A
¥ — ct* ¥ ¥ +ctt =z

Abbildung 15: Abhéngigkeitsbereich von (z*,¢*)

Die auf der Abbildung (15) mit den Pfeilen gekennzeichneten Linien heilen Charak-
teristiken fiir (11-1).
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GeméB der Losungsdarstellung (11-2) hiangt der Wert w(z*, t*) von den Anfangsvor-
gaben im Intervall
[1-*715* = [:C* - Ct*, SL’* + Ct*]

ab. Dieses Intervall wird als Abhéngigkeitsintervall des Punktes (z*,t*) bezeichnet.
Das Dreieck A mit den Ecken (z* — ¢t*,0), (z* + ct*,0), (2*,t*) wird entsprechend
das Abhéngigkeitsdreieck von (z*,¢*) genannt.

Fixieren wir umgekehrt ein festes z* € R fiir t = 0, so beeinflussen ug(z*), uy(z*)
die Werte der Losung u in

B :={(z,t)|t > 0,2" —ct <x < z"+ ct}.

U A

*

X

>
X

Abbildung 16: Einflussbereich von (z*,t*)

Wir betrachten nun die Anfangswertaufgabe
Uy = CUpp, 0< 1 <1820, (11-3)
w(z,0) = wup(z), w(r,0)=u(z), 0<z<1,
u(0,t) = wu(l,t) =0, t>0.
Ferner setzen wir die Vertréglichkeitsbedingungen
Uo(O) = UQ(].) = O, U,l(O) = Ul(]_) =0
voraus.

Wir méchen nachweisen, dass die d’Alembertsche Losungsformel (11-2) auch das
Problem (11-3) 16st. Dazu setzen wir wug, u; 2-periodisch folgenderweise auf ganz R
fort:

w(l+z) = —u(l—x), 0<z<1,
ui(r) = wi(x—2n), fals2n<zx<2n+2,neZ,i=0,1.

Hiermit erreicht man

wi(r) = —ui(—x),
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ﬂt

Abbildung 17: Periodische Fortsetzung

w(l+2) = —u(l—2), zeR i=0,1,
d.h. die fortgesetzten Funktionen sind punktsymmetrisch zu (0,0) und (1,0).

Dann folgt fiir die Losung der Wellengleichung (11-1) auf ganz R iiberdies

ct

u(0,t) = %( uo(ct) —uo(—ct))+2iC/ uy(€)d¢

—ct
:—uo( ct)

Mit der Transformation n = —¢, dn = —d§ ergibt sich

0.0 = 5 / —ul)-Vdn+ [ ) =

Eine analoge Rechnung liefert u(1,¢) = 0, d.h. u 16st das Problem (11-3).
Allgemeiner betrachten wir nun

Uy = CUpe + flug,u,2,t), 0<2<1,0<t<T, (11-4)
u(z,0) = wo(z), w(r,0) = ui(z), 0<a<1,
uw(0,t) = 7(t), u(l,t)=m((), 0<t<T.

Wir fithren auf [0, 1] x [0, 7] das Gitter

Q= {(@Az,jAY)|i=1,...,.M—=1,j=0,...,N},
1 T
x e t N h (Az, At)
ein.

Ohne den Umweg iiber die Linienmethode stellen wir direkt Differenzengleichungen
fir die Unbekannten u] = u(iAz,jAt), i = 1,...,M — 1, j = 0,..., N auf. Mit
x; = iAx, t; = jAt finden wir

2
é (ufJrl — 2u{ + u{fl) = & (ugJrl — 2ug + uf_l)
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+ f (ﬁ (uliy —ul ) ,u{,xi,t]) (11-5)
fire=1,....M —1und j=1,...,N.
Fiir 7 = 0 setzen wir natiirlich
) =wug(xy), i=1,...,M —1. (11-6)
Zusétzlich setzen wir

wh=0lty), why=mnlty), j=0.... N (11-7)

Uns fehlt noch aber eine Gleichung fiir u;, z.B.

1
Kt(u}—u?) =uy(x;), i=1,...,M—1. (11-8)

Wihrend (11-5), (11-6), (11-7) bekanntermafien die Konsistenzordnung O(At? +
Az?) haben, liegt fiir (11-8) nur O(At) vor. Eine O(A#?) Approximation gewinnt
man aus der Entwicklung

u(z, At) — u(x,0)
At

1
= wy(x,0) + §At uy(7,0) + O(AL?). (11-9)

Fiir eine glatte Losung u von (11-4) gilt ndmlich

Uy (z,0) = CQExx(l‘,O)+f<U$,ﬂ,l‘,O)

= Auy(x) + f(uy, ug, z,0).

Man kann daher (11-8) durch

1 1 0 _ At 2.1 /
A (uj —uf) = wi(x)+ - (Pug(z:) + fup(x;), uo(zi), 7;,0)) (11-10)

fire=1,..., M — 1 ersetzen.
Man bezeichnet (11-5)—(11-7), (11-8) oder (11-10) auch als explizites Verfahren.

Wir kénnen aber (11-5) wiederum als Spezialfall eines von einem Parameter abhéngi-
gen Verfahrens ansehen. Setze dazu

C2

o= p =2 ) 47 (g (o o) dnety) (110
und betrachte dann das im Allgemeinen implizite Verfahren

1 . . . . . , 1
N (Wt = 2ul +ul™) = 90!t + (1= 20)0] + 90!, W €0, 5}. (11-12)
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A
Zelt tj+1 e)
pu— ) ']
ti1 O
I Ti—1 T Tit1 .
Raum

Abbildung 18: Differenzenstern fiir ¢ = 0

A
: +1
Zeit tj+1 O O O'g—’—
1 j
V=73 t; O o al
tio1 O O o ot
Ti—1 Z; Tit1
Raum
Abbildung 19: Differenzenstern fiir 9 = %
‘ 1
. L
Zelt t]+1 O I O O-g
_ 1
V=3 t; ®
tio1 O O o ol
Ti—1 Zi Lit1
Raum

Abbildung 20: Differenzenstern fiir 9 = %

Die Anfangs- und Randbedingungen werden dabei wieder wie vorhin behandelt.

Auf den Abbildungen 18—20 werden die Differenzensterne fiir 9 = 0, i, % graphisch
dargestellt.

Zur Analyse des Konsistenzfehlers schreiben wir das numerische Verfahren wieder
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in der Form T"(u) = 0, T" : R% — R% mit

ud —wup(x;), j=0,i=1,.... M —1
| a7 (uf — ) —w(w) = S [Pug (@) + f(up(@:), uo(wi), 2:,0)]
(T"(u))] = - j=1li=1,...,M—1
s (u] —2u! "+ ul7?) = Yol + (1 —20)0] T + 90! 7],

j=2,... M, i=1,....M~1

und

CQ

A A 1 , A
gg:A—xQ(ug | —2u! +u2+1)+f<2A (ul g —ul_ 1)7u27$i7t]‘).

11.1 Lemma. An einer Lisung u € C*([0,1] x [0,T]) von (11-4) ist das parame-
terabhingige Verfahren O(At* + Ax?) konsistent, falls f einer Lipschitzbedingung
beziiglich der Variablen u, geniigt.

Beweis: Sei uy, die Restriktion von u auf €.
Fir j = 0 gilt
T"(@,)? =1 —up(z;) =0, i=1,....,M—1.

Ist j =1, so folgt

Loy o
A (u; —u)) — ui(z;)

At

- 5 [Pub () + ) uoly), i, 0)]]

(. S

T"(u,)} =

=c%Ugq (2,0 )+f(ﬂz(mivagvﬂ(xivo)vmiyo):ﬁtt(337,’70)
x;, At xi,0)  _ At_
- B0 W00 g 0) - Sln(n0)

O(A#?).

(11-9)

Fir j =2,..., M gehen wir wie folgt vor. Es sei

CQ

A 1 A A
Eg: A2 (ul 1_2u +uerl)+f<2A ( g+1—ﬂg 1)’uzvxi>tj)'

Dann gilt nach Konstruktion

Eg = (uazar) +f(( )z? zvxla )+O(A‘T2)
= ()] + O(Az?).

Also folgt fiir den Konsistenzfehler
; 1
h(— 1 2
T"(u,)! = A (@ — 2w ' + 7 ?)
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_ [19(@){ + (1 —20) ()i + D) %) + O(Ax?) |
= ()" +O(AL) = [9(T)] + (1 - 20) (T )] + (@)l 7] + O(Az?)
= =0 [(@)] = 2(@u)] " + (@) "] +O(AF + Az?)

/

-~

—o(ar)
= O(A£2+ Ax?),

wobei hier

w(t — At) — 2w(t) +w(t + At) = w(t) — Atw'(t) + O(At?)
—2w(t) + w(t) + Atw'(t) + O(A?) = O(A¥* + Az?)
fiir w = g (x, ) zu beachten ist. d

Im Falle f =0 in (11-4), d.h. der linearen Wellengleichung, finden wir mit

v(t) = (u(zy,t),...,u(zymo1,t)), v =0(t;) =v(jAL),
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
N 0 0 0
c
I = —— : : : . : : :
A2 : : : . : : : )
0 0 o ... 2 =1 0
0 0 o ... -1 2 -1
0 0 o ... 0 -1 2
Yo(t;)
0
0
. 2
o= C :
Ax? :
0
0
7(t5)

dann die Iteration

1

Ap W =2 0 = (ST ) o (1= 20) (T )

+ (=Tt 7Y, j=1,...,N—1.

Dies ist dquivalent zu

1 . 1 . . . . .
(@[ + ﬂF) vt = e (207 =771 + 97 4 (1= 29) (=T +17)
(=Tt i, j=1,... N—-1 (11-13)
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mit den Startdaten

v0 = (ug(xq),...,up(xpr-1)),
1, At "

— @' =) = (ul(xl),...,ul(:pM_l))+702(%’(261),...,uo(xM_l)).

In jedem Fall erfordert (11-13) auf jedem Zeitlevel die Auflosung eines linearen
Gleichungssystems mit der Matrix

1
A=—1 r
A2 + 9T,

die offensichtlich eine M-Matrix ist.

b) Die Courant-Friedrichs-Levy Bedingung

Beim expliziten Differenzenverfahren (¢ = 0) hangt der Wert uf , also die Naherung

.. p— 0 0 0 . .
fir w(x;,t;), von den Startwerten Uj_jy Ui jyqy-- -, Uy ; ab. Man vergleiche hierzu

folgenden Differenzenstern:

Az

zi—j = (i—j)Ax x; = iAx Tip; = (i+j)Ax
Abbildung 21: Numerisches Abhéingigkeitsintervall
Man nennt [(:—j)Az, (i+7)Az| = [z;_;, ;1] das numerische Abhéngigkeitsintervall
des Punktes (z*,t*) = (2, ;).

Die Wellengleichung selbst liefert das Abhéngigkeitsintervall [x* — ct*, z* + ct*] fiir
(x*,t*). Ist dieses Intervall grofer als das numerische Abhéngigkeitsintervall, so kann
man keine Konvergenz des Verfahrens erwarten, denn Startwerte, die die exakte
Losung beeinflussen, werden fiir die numerische Losung gar nicht beriicksichtigt.
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Notwendig ist daher die Courant-Friedrichs-Levy Bedingung (auch CFL-Bedingung
genannt).

Courant-Friedrich-Levy Bedingung:

Das numerische Abhéngigkeitsintervall jedes Punktes (z*,t*) = (x;,t;) umfasst das
kontinuerliche Abhéngigkeitsintervall.

In unserem Fall bedeutet dies z; — ct; > x;—; und x;4; > x; + ct;.

Dies ist dquivalent zu
—ct; > —x; und x; > ctj,

d.h.
c- At < Az,

wobei letzteres ,,CFL-Bedingung“ heifit.
Es lésst sich nun zeigen, dass die CFL-Bedingung im Falle der Wellengleichung

Uy = CUpp, 0<2<1,0<t<T, (11-14)
u(z,0) = ug(r), w(z,0) = w(z), 0<z<1,
w@0,t) = (), w(lt)=mn(), 0<i<T

fiir das explizite Differenzenverfahren (9 = 0) eine Stabilitdtsbedingung beziiglich

der Norm || - ||, liefert. Dabei ist fiir u € RS
M—1 1/2
ol =mox{| S| |5 =0.....5°}.
i=1

11.2 Korollar. Die Anfangsrandwertaufgabe (11-14) besitze eine Lisung
u € C*([0,1] x [0,T]).

Dann ist das explizite Verfahren (9 = 0) unter der CFL-Bedingung % < % konver-
gent beziiglich || - ||2.00 der Ordnung 2 in Ax und 2 in At.
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a) Iterative Losung grofler Gleichungssysteme

Fiir die im Abschnitt 8.a) gefundenen ,,groflen® linearen Gleichungssysteme sind
wegen des Speicherplatzes und Rechenaufwandes iterative Losungsmethoden kon-
kurrenzfihig.

Betrachte allgemein
Au=7r, reRY AcRVYN (1-1)

A.1 Definition. A= B — C, B,C € RM" heifit Zerlegung von A.

Sie heifit regulér, falls B invertierbar ist.

(1-1) ist dquivalent zu
Bu=Cu+r.

Dies legt die Iterationsvorschrift
Bu""t ' =Cu" +r <= vt =B 1Cu"+ B 'r, W eRY, n=0,1,2,....

nahe.

A.2 Beispiele. Zu einer Matrix A mogen Ap, A;, und Ag die Diagonale, die strikte
untere bzw. die strikte obere Dreieckmatrix bezeichnen. Préziser gilt

AD = dlag(A”,z = 1,...,N),

_ —Aij, 1>
(Ar)iy = { 0, sonst ’

(An)iy = { 0, sonst

Mit dieser Zerlegung kann man A wie folgt darstellen:

A=Ap — AL — Ag.

i) Jacobi-Verfahren: Es sei B= Ap, C = A + Ag. So folgt
ADu"H = (AL + AR>Un +r
oder

u"tt = ADNAL + Ag)ut + Aplr (1-2)
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= J(A)u"+ Ap'r.

J(A) = AN AL + Ag) heiBt die Jacobi-Matrix von A.

ii) Gauss-Seidel Verfahren: Die Zerlegung B = Ap — Ay, C = Ag fihrt zum
sogenannten Gauss-Seidel Verfahren:

(AD — AL)u"+1 = ARu" +r

bzw.

u"+1 = (AD — AL)_lARu" + (AD — AL)_lT. (1—3)

G(A) = (Ap — AL) ' AR heiBt die Gauss-Seidel Matrix von A.
Explizit lautet das Verfahren

n+1 __ n n+1 .
A”uz = — E Aijuj — E Al-juj +Ti7 ’l—l,...,N.

§>1 j<i

iii) Relaxationsverfahren: Sei w > 0 ein Parameter. Wir setzen B = %AD —Ap,
C = 177“}141) —|— AR-

Das Relaxationsverfahren wird durch

1 1—
(—AD - AL) untl = ( YAp + AR> u 47
w w

bzw.

-1
"t = S, (A" + (EAD — AL> r (1-4)
w

gegeben, wobei

= (AD — WAL)71<<1 — w)AD + (,UAR)

S, — (l(AD - WAL)) B (“T“’AD + AR>

die Relaxationsmatrix von A zum Parameter w bezeichnet.

Man unterscheidet folgende Félle:

e w € (0,1) : Unterrelaxation
o w = 1: Gauss-Seidel

e w > 1 : Uberrelaxation
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(1-4) heifit fiir w > 1 auch SOR!-Verfahren.

Die Durchfithrung ist ebenso einfach wie beim Gauss-Seidel Verfahren.

Wir diskutieren im Folgenden die optimale Wahl des Relaxationsparamaters w. Diese
orientiert sich an Spektralradius der Matrix S, (A).

A.3 Definition. Sei T' € RY¥Y. Dann heifit
o(T) = max{|\[|A € C EW von T}

der Spektralradius von T'.

A.4 Satz. Sei || -|| ein Vektorraum auf RN und
IT[| = sup{[[ 7wl | lu] = 1}
die zugeordnete Matriznorm. Dann gilt fiir jede Matriz T € RY

o(T) = lim | T"||* = inf{||T"||*, n € N}.

A.5 Satz. Sei T € RVYN | s0 sind gleichwertig

1) T — 0 fiir n — oo

)

i) o(T) <

i) FEs gibt eine Vektornorm || - ||« auf R™ mit ||T||. < 1
)

w) Das Itemtzonsverfahren u™ = Tu™ + r konvergiert fiir jedes r € RN und
jeden Startvektor u® € RN gegen die eindeutige Losung von u = Tu +r

Beweis:

i) = ii) Da {T,} gegen 0 konvergiert, gibt es ein ng mit |7, < 1. Fiir dieses gilt
| 770]|20™ < 1. Somit folgt

O(T) = inf{HT"Hclx/jn | ne N} < ||Tn0||c1>én0 <1
i1) = 4i1) Wéhle p mit o(T) < p < 1. Nach Satz A.4 existiert ein ny € N mit

I < p ¥ > mo.

lsuccessive overrelaxation
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Setze [Julls = 32120 p~ I T ]| oo, w € R™.
Sei u € R mit ||u|. =1, so gilt

no
> p 1T |
=0

no—1

= p Y p TV o 4+ 7T o
=0
no—1

P> o T e+ p T ol
1=0
no—1

p > T o + p70 0 o
1=0

no
= D0 1T oo + pllulls

=1
= p (Z Tl + Hulloo>
=1

no
= pY T Ul = pllull = p,
1=0

[T

IA

IA

dh ||T|. < p< L.

i11) = iv) Auf T ist der Banachsche Kontraktionssatz mit L = ||T||. < 1 anwendbar,
denn
[Tw =7 = (Tv=r)ll« = [ T(w=v)| <|ITl[]lu= vl

iv) = i) Wende iv) mit r = 0 an. Dies liefert u” — 0 fiir n — oo fiir jede Folge
u™t = Tu™ und beliebiges u° € RY. Damit gilt u" = T"u" — 0 fiir n — oo
und alle ug € RY, d.h. T" — 0 fiir n — oo.

Unsere obigen Beispiele ordnen sich iv) unter mit

J(A), Jacobi-Verfahren,
T=<¢ G(A), Gauss-Seidel Verfahren,
S.(A), SOR-Verfahren.

Sei nun eine der Bedingungen von Satz A.5 erfiillt.

Betrachte die Iteration

Wt =Tu"+r, n=0,1,2,..., ueRV.
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u lose dabei die Gleichung v = Tu + r. So ist der Fehler im n-ten Schritt durch
e" =u — u" gegeben.

Ferner gilt
e =u—utt =Tu+r— (Tu" +r)=T@—u")=Te", n=0,1,2,...,

d.h. e” = T"e® mit e =7 — u°.

Hieraus erhalten wir fiir eine Vektornorm || - |

le™ [l < I [I11e")- (1-5)

le\ ™

en n

pn:( ) 5
1€9]

"l

Setzen wir

so folgt mit (1-5)
e

le™l =
el

€1l = pllell < 7™ |[lle”-

Dabher ist p, < ||T7|*/™.

Fiir groie n schitzt also wegen lim,, . ||T"||*/" = o(T') der Spektralradius o(T) die
durchschnittliche Verkleinerung des Fehlers pro Iterationsschritt ab. Fiir o(7") ~ 1
wird die Konvergenz sehr langsam.

A.6 Bemerkung (Die e-Norm). Seien u,e € R", e > 0. Wir definieren die durch
e gewichtete Vektornorm
i=1,... N}

ITlle = sup{lITulle |uw € R, Jufl. = 1}.

|u;]
||u|le = max {
e

i

sowie die zugeordnete Matrixnorm

Fiir T € RVN, T > 0 gilt | T, = ||Te]l..

A.7 Satz. Sei A € RYN eine M-Matriz. Dann sind das Jacobi- und das Gauss-

Seidel Verfahren zur Lésung von Au = r global konvergent. Insbesondere gilt fiir
jeden Vektor e > 0 mit Ae > 0

IGAe < [[7(A)]le < 1. (1-6)

Beweis: Wegen

u"t = G(AW" + (Ap — Ap)r
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bzw.
u"tt = J(A)u" + Al_)l'r

geniigt es, nur (1-6) zu zeigen, da alle verbleibenden Aussagen mit Satz A.5 folgen.

Sei e > 0 mit Ae > 0 gegeben (ein solches e existiert, da A eine M-Matrix ist).
Dann gilt

0 < Ae = Ape — Are — Age,

wobei Ap, Ag > 0 und Ap eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen
ist, da sich aus

0< (Ae)z = Amez + Z Aij €j S Amez
e
JF#i <0
die Abschétzung A; > 0,7 =1,..., N ableiten lasst.
Es folgt somit
AD€ > (AL + AR)G

und

J(A)e = AN (AL + AR)e < e.
Da J(A) > 0, erhalten wir

17 (A)lle = [[7(Aelle < lelle = 1.

Wegen (Ap — Ap)e > Ae > 0 ist auch Ap — Ay eine M-Matrix und G(A) =
(AD — AL)ilAR > 0. Schliefilich gllt

J(A)e = AZNAL+ Ap)e = (Ap — Ap) Y(Ap — Ap)Ap (AL + Ap)e
— (Ap—A) " {Ar+ AL — ALAGN AL+ Ap)Ye
— G(A)e+ (Ap— Ap) " {AL(I — AN (AL + Ap))}
= G(Ae+ (Ap — Ap) " {AL(I - J(A))}e

~
>0, denn e—J(A)e>0

> G(Ae,

was nun mit ||G(A)le < ||J(A)||e dquivalent ist. O
Als Modellproblem fiir unsere Verfahren betrachten wir die Randwertaufgabe
~Au = gin Q=(0,1)?
u = -y auf 0f.

Sei Ahu =r € R*, h =, Q = {(ih,jh)|1 < i,j < M — 1} das klassische
Differenzenverfahren hierzu.
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Die Matrix A" € R besitzt die Eigenvektoren u* € Q

(u")y; = sin(ikwh) sin(jirh), 1<4d,j< M —1.

Man rechnet leicht nach
Al — /\klukl

mit 5
Ak = 3 [2 — cos(kmh) — cos(Imh)] > 0.
Also folgt
4
Al = ﬁukl = (A" + ALY 4 N,
-1
J(AMM = (A%) (A}L‘ + A}}%) ur!
h2
= Al — )
h? (4 Arh?
= Z (ﬁ —/\klukl) = <]_ — kgll )Ukl
—_—
=Mkl
mit

1
g = 1-— 5 [2 — cos(kmh) — cos(Imh)]

1
=3 [cos(kmh) + cos(Irh)], 1<k, I<M-1.

Hieraus erhalten wir

o(J(AM) = max{|up||1 <k, 1< M1}
1
= p1p = cos(mh) = 1— §7r2h2 +O(hYh).

Das Jacobi-Verfahren ist also sehr langsam.

Wir untersuchen jetzt lineare Gleichungssysteme Au = r, fiir die die Matrix A die
folgende Blockdiagonalform hat:

B ¢, 0 ... 0 0 0

Ay By, Cy ... 0 0 0
A= : , ;

0 0 0 Ay, B,y Cpy

0 0 0 0 A, B,
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wobei B;, i = 1,...,p Diagonalmatrizen der GréBe N; mit Y 7 | N; = N sind. Eine
solche Matrix heifit T-Matrix.

Das klassische Differenzenverfahren fiir

—Au = g¢gin (),
u = - auf 0

fiir beschrinkte Gebiete (2 mit Schrittweite h liefert ein Gleichungssystem mit einer
T-Matrix, wenn die Gitterpunkte z.B. wie folgt durchnummeriert werden:

Abbildung 22: Diagonale Nummerierung, p = 10, Q, = QN R?

p ist die Anzahl der Diagonalen in €, die Gréfle von B; ist die Anzahl der Gitter-
punkte in der i-ten Diagonalen. B; wird diagonal, da jeder Gitterpunkt auf der i-ten
Diagonalen keinen Nachbarn in der i-ten Diagonalen hat, sondern jeweils héchstens
zwei Nachbarn in der (i — 1)-ten und (i + 1)-ten Diagonalen.

Fiir T-Matrizen gilt der folgende
A.8 Satz (Householder). Sei A € RN eine T-Matriz mit Ay #0,i=1,...,N.
Dann gilt:

a) o(G(A)) = o(J(A))?

b) Hat J(A) nur reelle Eigenwerte und ist o(J(A)) < 1, so folgt mit

Wopt = 2 €(1,2)
1++/1—0(J(A))?

die Relation

1> 0(5,(A)) > (S0, (A) = wope — 1
fir alle w € (0,2), w # wept.
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Aus dem letzteren Satz kénnen wir folgende Konsequenzen ziehen. Wegen Ar = AT
und somit J(A) = J(A)T ist die Matrix J(A) = A5' (AL + Ag) fiir unser Modell-

problem symmetrisch, d.h. sie besitzt nur reelle Eigenwerte.

Ferner gilt
1
0(G(A)) =costh=1-— §h27r2 + O(hY).

Es liefert also fiir das Gauss-Seidel Verfahren

o(G(A)) = o(J(A))? = <1 — %h% + O(h4)) =1-—m*h*+ O(Rh").

Dies ist zwar etwas besser als beim Jacobi-Verfahren, aber immer noch sehr langsam.
Fiir das SOR-Verfahren erhalten wir
2

2 2
o T T—0(J(A)? 1+ /I—cos(nh)?  sin(wh)

sowie

B _ 92 _ (1 + Sjn(ﬂ'h)) B 1-— Sin(ﬂ'h)
7S (A) = o =1 = = ™~ T+ sin(nh)

=1—2rh + O(h?).

Obwohl dies immer noch nahe bei 1 liegt, ist es aber sehr viel besser als beim Gauss-

Seidel Verfahren.

Betrachte nun

"t = Tu"+r, n=01,2,...,

e’ = u—u",

wobei u die Gleichung v = T'u + r 16se.

Will man |[e"]| < g]e°|] fiir vorgegebenes € > 0 erreichen, so benétigt man wegen
le™ [l < 17" [1l€”!)

natiirlich |77 < & bzw. | T"||'/" < e'/n.

Mit [|T"||™ ~ o(T) fiir groBe n werden wir auf

o(T) < e¥™ oder In(o(T)) < %ln(e)
bzw. In(e)
" Z T (o(T)
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gefiihrt.

Die Grofle N = |:1nl(r;((€7)’))} gibt also etwa die Zahl der erforderlichen Iterationen an,

um den Fehler um den Faktor € zu verkleinern.

Fiir unser Modellproblem gilt

Ino(S,

Wopt

(A)) ~1In(1 — 27h) =~ —27h,
Ino(J(A)) ~In <1 _ %WQhQ) ~ _%

Ino(G(A)) ~ 2In(a(J(A))) =~ —n*h>.

w2h?,

Man beachte dabei In(1 — a) = —a + O(a?).

Die folgende Tabelle enthélt neben den geschétzten Iterationszahlen und dem Ge-
samtaufwand an Multiplikationen, welcher sich daraus ergibt, dass fiir den Fall
Q=(0,12, N =(M-12% A e RM-D*M-1? ain Gauss-Seidel und ein Jacobi-
Schritt jeweils etwa M? Multiplikationen, ein Relaxationsschritt aber etwa 3M?
benotigt.

€ Jacobi | Gauss-Seidel | SOR, w = wopt
1073 Iterationen 1,4M? 0, 7M? 1,1M
Multiplikationen | 1,4M* 0, 7M* 3,3M3
1076 Iterationen 2, 8M? 1,4M? 2,2M
Multiplikationen | 2, 8M* 1,4M* 6,603
107Y [terationen 4,2M*? 2, 1M? 3,3M
Multiplikationen | 4, 2M* 2, 1M* 9,9M3
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