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Eine Option ist ein Recht, einen Basiswert (z.B. eine Aktie oder eine Fremdwihrung) zum am jetztigen Zeit-
punkt festgelegten Ausiibungspreis (Strike price) an einem zukiinftigen Zeitpunkt 7' > 0 zu kaufen (Call-
Option) oder zu verkaufen (Put-Option).

Beispiel: FEin inldndisches Unternehmen beziehe Rohstoffe aus den USA und miisse den Rechnungsbetrag
in USD begleichen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass dies stets 30 Tage nach Rechnungseingang
geschieht! Sollte das Unternehmen am Zahlungsdatum nicht iiber einen ausreichenden Vorrat an US Dollars
verfiigen, konnen diese natiirlich stets zum aktuellen Wechselkurs gekauft werden. Um das Risiko zu minimieren,
dass sich der Euro/USD-Kurs ungiinstig fiir das Unternehmen entwickelt, kann das Unternehmen an einer
Borse (z.B. bei der Deutschen Bérse in Frankfurt am Main) eine Call Option zum Strikepreis K kaufen, was
dem Unternehmen garantieren wiirde, dass die Kosten fiir einen Dollar am Zahlungstag den Wert K nicht
iibersteigt. Fiir den Fall, dass der tatséchliche Preis sogar unterhalb von K liegt, ist es fiirs Unternehmen sogar
vom Vorteil, die Call Option verstreichen zu lassen. Solche Strategien werden Hedgegeschift genannt. Diese
stellen ein Finanzinstrument dar, die moglichen Verluste einzugrenzen, miissen aber mit einer Optionspréamie
bezahlt werden.

Es stellt sich die Frage nach der Optionsbewertung, die sowohl fiir den K#ufer (z.B. ein Unternehmen) als
auch den Verkidufer (z.B. die Borse) vom Interesse sind. Die ersten systematischen Studien gehen dabei auf
H. Markowitz [5] (spéter: Capital Asset Pricing Model - CAPM), R. C. Merton [6] sowie F. Black and M. S.
Scholes [1] zuriick. So haben Black and Scholes in ihrer Originalverdffentlichung [1] aus dem Jahre 1973 eine
Bewertungsformel fiir eine Call-Option (Option pricing) vorgeschlagen, die aussschliefllich auf erfassbaren
Parametern beruht hatte. Die 70er waren also die Zeit, in der sich die Positionen der ,,Quants” (Quantitative
analysts) in der Finanzwelt besonders verstirkt haben, was einen voriibergehenden Sieg der Technischen
Analyse iiber die Fundamentalanalyse (deren Anhéinger z.B. W. Buffet und G. Soros sind) bedeutet hatte.
Im Jahre 19942 griindeten R. C. Merton, M. S. Scholes und J. Meriwether (ehemaliger Abteilungsleiter bei
Salomon Brothers) eine Kapitalverwaltungsfirma LTCM (Long Term Capital Management), die im April 1998
Kapitalanlagen im Gesamtwert von 134 Milliarden USD verwaltete. Spéter wurden R. C. Merton und M. S.
Scholes 1997 fur ihre Arbeit mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften ausgezeichnet. Fiinf Monate
danach hat LTCM infolge der Finanzkrise den Grofiteil ihrer Anlagen sowie des Eigenkapitals verloren. Aus
Angst eines mogliches Zusammenbruchs von LTCM hat sogar die New Yorker Fed (Federal Reserve System)
eine 3,625 Milliarden schwere Finanzhilfe durch 14 Wall-Street-Banken vermitteln miissen.

Nachstehend wird das Optionsbewertungsmodell nach Black & Scholes vorgestellt. Wir betrachten ein Finanz-
marktmodell ohne Steuern, Dividendenzahlungen, Transaktionskosten oder Zuzahlungen fiir hohere Long- und
Short-Positionen. Zu einem Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (2, F, P, (Ft):e[o,1)) werden zwei stochasti-
sche Prozesse mit stetigen Pfaden (St):efo,r) und (B¢)ejo,7 fiir einen risikobehafteten Vermogenswert (risky
asset) und ein verzinsliches Wertpapier (Bond) betrachtet, die an die Filtration (F;):c[o,7) adaptiert sein sollen.
Diese geniigen folgendem System stochastischer Differentialgleichungen

dS; = pSydt + odW, fiir alle t € [0, T],
dB; = rBdt fiir alle t € [0, T],

Wo = W°,

Sp = S°,

(1)

wobei (W¢)sejo,r) den (Standard)Wiener-Prozess bezeichnet und W0, 8% > 0 vorgegebene feste Zahlen (oder
sogar Jp-messbare Zufallsvariablen) sind. Die positiven Zahlen p und o bezeichnen dabei den Marktdrift oder
den Zinssatz und die Volatilitdt (Unsicherheitsmafl als Markteigenschaft). Nachstehend werden finf stetige
Pfade eines Standard-Wienerprozesses (auch mathematische Brownsche Bewegung genannant) zum Anfangswert
Wy = 100 abgebildet.

Standard-Wienerprozess

W)

IRealistischer wire aber anzunehmen, dass die Zahlung innerhalb dieses Zeitrahmens und nicht stets am letzten Tag erfolgen
muss.
2F. Black war damals schon an Krebs erkrankt und kam deshalb nicht als Partner in Frage.



Unter Verwendung des Ito-Kalkiils (stochastische ,,Kettenregel”) ldsst sich zeigen, dass der Zufallsprozess
(StaBt)tE[O,T] mit

0,2
Sy = SO0 fir ¢ € [0, T,
By = BY%" fiir t € [0, 7]
die Losung von (1) darstellt.
Im Black & Scholes Modell betrachten wir nun eine européische Call-Option auf das risky asset. Da der Kéufer
nicht in der Pflicht steht, wird er die Option nur nutzen, wenn der Kurs bei Filligkeit iiber dem Strikepreis
liegt, also wenn St > K ist. In diesem Fall bringt die Option eine Auszahlung in Hohe von St — K, denn der

Besitzer der Option bezahlt den Strikepreis K und erhilt die Aktie mit aktuellem Wert S7. Im anderen Fall
wird die Option verfallen und keine Auszahlung generieren. Wir erhalten somit den Fp-messbaren Claim

(S(T) — K)" =max{S(T) — K, 0}
bzw. den Optionswert
V(T,S):=(S—K)"

fiir den européischen Call mit Strikepreis K und Félligkeit T'. Das Ziel ist es nun, den Optionspreis als folgenden
Erwartungswert

e "TRIV(T, St)] (,,Abzinsung” x ,,Auszahlung”)

zu berechnen, wobei E bzgl. des dquivalenten Martingalmafles aus dem Satz von Girsanov gebildet wird.

Unter der Annahme, dass e="'V (¢, S;) eine Dichte besitzt, lisst sich dann eine parabolische partielle Differen-
tialgleichung fiir den Optionswert V herleiten (vgl. auch Fokker & Planck Gleichung fiir Markow-Prozesse)

OV + ZEPV + 150,V —rV =0 in (0,T) x (0,00),
V(T,s) = max{s — K,0} in (0, 00),
V(t,0) =0 in (0,7), (2)
lim Y2 — 1 in (0, 7).

5300
Es ist zu beachten, dass Gleichung (2) kein Anfangsrandwertproblem sondern ein Endrandwertproblem darstellt.
Es ldsst sich beweisen (s. [1, 2]), dass die Funktion

V(t,s) = sN(di(t,s)) — Ke """ N(da(t, s))
mit
In(3)+ (r+ %) (T 1) g

d172(t, S) =
die Gleichung (2) 16st.

Fazit: Finanzielle Modelle basieren oft auf zahlreichen vereinfachenden Annahmen, die in der Realitit nicht
gegeben sind. Selbst der rationale ,,homo oeconomicus” von J. S. Mill ist leider ein idealisiertes Modell, da laut
J. M. Keynes der Markt in einer Krise ,,ldnger irrational bleiben, als man solvent bleiben kann”.
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