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Theorie und Numerik Partieller Differentialgleichungen

3. Ubungsblatt

Aufgabe 3.1 B (4 Punkte)
Es seien Q := (0,1), I > 0, und «® € C*(Q) mit v°(0) = °({) = 0.

a) Finden Sie eine Losung u € C°([0, 00) x Q) mit w;, uz, € C°((0,00) x Q) der Anfangsrand-
wertaufgabe

u(t, @) — uge(t, ) = 0 fiir (¢,2) € (0,00) x £,
u(t,z) =0 fiir (¢,z) € (0,00) x 09,
u(0,z) = u’(z) fiir x € Q.

b) Zeigen Sie, dass die Losung u von u’ stetig abhingt, indem Sie beweisen, dass es eine
Konstante C' > 0 so gibt, dass

sup [u(t, )|l 22 < Cllu’|l 20
te[0,00)
gilt.

Hinweis: Wenden Sie die Parselvalsche Gleichung auf die Losungsdarstellung aus a) an.

c¢) Beweisen Sie fiir ¢ > 0, dass u(t, ) € C>(12) gilt.

Losung

a) Wir fiihren eine Variablenseparation aus, indem wir die Gleichung auf die Eigenfunktionen-
basis des elliptischen Operators fiir die Raumvariable einschrianken. Wir betrachten also
den negativen Dirichlet-Laplaceoperator

A HX Q)N HNQ) € LXQ) — LA(Q), us —u”.

Aus der Analysis 3 wissen wir, dass dieser positiv und symmetrisch (und sogar selbstadjun-
giert) ist. Dessen Spektrum o(.A) besteht dabei ausschlielich aus Eigenwerten A, = (”—1”)2,

n € N, mit zugehorigen Eigenfunktionen ¢,, = sin (%), n € N. Wir zeigen, dass diese eine

Orthonormalbasis in L?(f2) bilden. Leicht rechnen wir die Identitét

m !
(Ons Om)L2(00)) = % / sin("a) sin(r)dr = % / (cos m(n —m)7 —cosm(n + m)%) dx
0 0

i m(n—m)x | z=]  w(ntm ]
sin =——=[7Z), n#m

) n=m
1 ’ l .o wlntm)z z=l
=1 { l 7 sin 1= = Onm



nach. Es muss noch gezeigt werden, dass (¢n)nen den Raum L*(Q) = L*((0,1)) aufspannt.

Mit Satz 9.24 folgt, dass (sin(n-))nen eine Basis von X := {u € L*((—m, 7)) |u = —u(—-)}
bildet. Sei ferner Y := {u € L?((—I,1)) |u = —u(—)}. Da die lineare Transformation
der Variablen einen Isomorphismus zwischen den Hilbertrdumen X und Y darstellt, ist

(sin(Z%-)),en eine Basis von Y. Offensichtlich sind nun L*((0,)) und Y isomorph, da sich

1
LZ((O, l)) durch ungerade Spiegelung dessen Elemente zu Y fortsetzen lidsst. Wendet man

nun die Umkehrung dieses Isomorphismus’ auf die Basis (sin(%*-))nen von Y an, so ergibt
sich die Funktionenfolge (¢;)nen, die nun eine Basis von L?((0,1)) ist.

Da fiir alle T > 0 jede klassische Losung w in C°([0, T]xQ) < €°([0, T, L*(€2)) € L*((0,T) x
Q) liegt und L2((0,T) x ) zu L*((0,T)) @ L*((0, L)) isomorph ist, lassen sich klassische
Losungen in der Form

= un(t)n, t€[0,00)

mit u, € C°([0,00),R), n € N, eindeutig darstellen. Da u® glatt ist und u°(0) = u°(l) =0
erfiillt, lisst sich u° in eine punktweise konvergente Fourierreihe entwickeln:

o0

uO = Z<UO, ()On>L2(Q)()0n7

n=1

die nach Satz 9.33 sogar in L>(Q) gegen u° konvergiert. Ferner erhalten wir fiir ¢ > 0 formal
die Identitét

Z A (t)pn = Zﬁm(un(t)cpn) = Oppu(t, -) = Opu(t, Zun )n in €.
n=1 n=1

Multipliziert man die Gleichung skalar in L?*(2) mit ¢,, n € N, so fiihrt dies auf ein System
abzéhlbar vieler entkoppelter linearer gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

Un(t) = —Apuy(t) fiir t € [0,00),n € N,
Un<0) = <u07 §0n>L2(Q), ne N7
welches eindeutig durch
Up(t, ) = e U’ o) 120y pn filr t € [0,00),n € N,

l16sbar ist. Ferner konvergiert die Reihe
Z e_Ant <UO, @n)LQ ) ¥n
n=1

auf jedem Kompaktum [0,77] x Q absolut und gleichméfig gegen eine stetige Funktion, da
alle Folgenglieder stetig in [0, 7] x €2 sind und

o0

Z ||6 Ant 79071 L2(Q) QanL"O(Q Z 79071 L2 Q)‘anL‘X’ — 0 fiir m — oo

gilt. Auf jedem Kompaktum [tg,#;] x Q C [0, 00) x Q konvergiert auch die Reihe

8tu(t7 ) = agxu(ta ) - Z )‘ne_)\nt<u07 §0n>L2(Q)§0n



absolut und gleichméflig, da fiir t > ¢t > 0

2

ZA [t (t)pnll L@ SZ () e\t t|<u07§0n>L2(Q)S0n||L°°(Ql

NG
~
2
S\/;HUOHLOO(Q)

C(tO)Z#%Ofﬁrm%oo

n=m

n=m

gilt, woraus sich uy, u,, € CO((O, 00) X Q) ergibt.
b) Aus Parsevalscher Gleichung wissen wir
lu(t, )72 ZU Ze_m”twoa%@n%?(m < Z(ansf?n)%?(g) = [[u° |72
n=1 n=1

¢) Firn € Nund k € Ny ist u, als Verkniipfung unendlich oft differenzierbarer Funktionen
k-mal stetig stetig differenzierbar und es gilt

|05 (un(8)pn) | < Npe ™ [(u”, on) 2@y | fiir t € [0, 00).

Wegen
o
Z 105 (un (t)n) || Lo () < Z (22 )‘"t| (u® cpn)p(g || nllLee () < 00 filr m — oo, t >0
n=m n=m g ~ v g
Ck(t) <[JullLoo () <. /2

l

konvergiert die Reihe
> O (un(t)pn)
n=1

fiir jedes feste ¢ > 0 absolut und gleichmiBig auf Q0 gegen die stetige Funktion 0%u(t,-).
Daher gilt B
u(t,-) € C*(02) C C=(N).

O

Aufgabe 3.2 (4 Punkte)

a) Beweisen Sie, dass die Funktion g: R*\{0} — R, z — 5= In(|z|), eine regulére Distribution
erzeugt, die eine Grundlésung des Laplaceoperators A 1m R? ist.

b) Bestimmen Sie eine Grundlsung zum Laplaceoperator 9 im R und begriinden Sie Thre
Aussage.

Losung

a) Offensichtlich gilt g € L{,(R?), denn: Einerseits ist g = 5= In(| - |) xr2 {0} messbar. Anderer-
seits folgt fiir jedes Kompaktum K C B(0, R) mit dem Transformationssatz

R por R
/ lg(z)|dz < / lg(z)|dx = / / = Inrdedr < / rinrdr < oo,
K B(0,R) o Jo 0



wobei

u = Inr
R R R
dv = rd _ _
/ rinrdr = dZ _ Zd: = uU|:;OR — / v(r)u'(’r’)dr = —TQ;nT‘:;(? - / %d’f’
0 r, 0 0 (1)
v = 5
_ R2£nR _ RTQ < oo,

da lim 7?Inr = 0 nach der Regel von de L’Hopital gilt.

r—0

Es ist g € C*°(R?\{0},R). Fiir x # 0 findet man leicht

2
z; o 222 —|z|2 o o
8Zg($) = %MQ’ 8,,g(x) = 217r ‘x‘z'l | ) Ag(l‘) = Z@Zlg(x) =

Sei nun ¢ € D(R?). Fiir alle € > 0 gilt

oo _ / 9(2)Dplz)da + / 9(0) Ap(x)da
R? B(0,) R2\ B(0,¢)

Ferner folgt mit (1) fiir e € (0, 1)

/ 9(2)Dp(e)da
B(0,¢)

< & max| Al \/ In o] d

= max |A —rlnr)d
max | ()|

< max |Ap(z)] (54 — £ 1“) — 0 fiir e = 0.

|z|<e

Die Greensche Formel ergibt ferner

) Ap(r)dr = \Y% Lyg(x)dA(x) — Vyg(z),Vp(x))dx
/RABW)Q”W [ Vet ge@da@ - [ (gl Vela))

dB(0,¢) R2\B(0,¢)

_ [)B(O (V@) )gte) — Vot o)) A+

/ o(z) Ag(z) d.
R2\ B(0,¢) ig_/
Nun folgt
/E)B(o )<V90< ), \_x\> g(x)dA(z)| < fn&X(\Vgp( z)| + o)) % (—1In) 2me — 0 fiir £ — 0
/83(0 )(Vg(x), ) le(@)dA(z) — ¢(0),
denn ’
/ (Vg(), fe(e)dA(x) = 5 (2. 2) () dA(x)
0B(0,e) 9B(0.) H,l—/

_ 1
— A(0B(0,)) /BB(O 5 p(z)dz



da ¢ gleichméfig stetig in einer Umgebung von 0 ist.

Insgesamt haben wir gezeigt
Algl(p) = ¢(0) + O(elne) = ¢(0) + o(1) fiir ¢ — 0

und damit

Algl(p) = do(p) fiir alle ¢ € D(R?).

b) Wir nehmen an, dass g eine gerade Funktion ist. Mit einer (zunéchst) formalen Rechnung
finden wir

-1,

wobei H die Heavyside-Funktion bezeichnet. Nun rechnen wir nach, dass g(z) = 3|z|,
r € R, eine regulire Distribution erzeugt, die eine Grundlésung von 92 im R darstellt.

Wegen g € C°(R) folgt trivial g € L _(R). AuBerdem gilt ¢’ = 0 in R\{0}.
Nun gilt fiir alle ¢ € D(R) und € > 0

)= 4 [ lele'ta [ ol
Unter Beachtung von

€ 0 €
/ |z]p" (x)dx = / —x" (z)dz + / ¢ (x)dx
. —e 0

= 2 (@)= + 2 ()5 + / o (x)de — / o (2)de
—e 0

= 0(e) + ¢(0) = p(—¢) — w(e) + ¢(0) = 20(0) + O(e)

9" =0 39()+9(—))" =d =g =5(H-H(—)) = g=

N[

0

sowie

[ el e = el @ el @B - [ sy @)
R\(—¢,¢) R\(—¢,¢e)

= —egl(—e) +ege) — sign(a) - (@)= + / 0 pla)da

R\(—¢¢)
= ¢(e) = p(=¢) + 0(c) = O(e)

folgt
92[9)(¢) = #(0) + O(e) fiir e — 0.
Daher
92[g] = do.
]
Aufgabe 3.3 (4 Punkte)

Es bezeichnen pu € (0, %), E > 0 die Poissonzahl und den Youngschen Elastizitdtsmodul.

a) Zeigen Sie, dass die Plattengleichung im R? eine Grundldsung besitzt, indem Sie beweisen,
dass ein g € D'(R?) mit
N?g = b

existiert. Es muss keine explizite Darstellung der Grundlésung hergeleitet werden!

Hinweis: Betrachten Sie das System { Af = .



b) Zeigen Sie dann fiir die in der Teilaufgabe a) gefundene Distribution g, dass die Abbildung
3
m=1

in L(D(R3,R**?%),R3*3) liegt und eine Tensorgrundlésung des Operators der Elastostatik
darstellt, d.h., u;; geniigt dem System

3
Z 5 OO Uk + E@kulk) = §p0;; fir 4,7 =1,2,3.
k=1

Hinweis: Rechnen Sie die Gleichheit komponentenweise nach.

Losung

a) Wir suchen g, f € D'(R?) mit

{ g

Af
Nach Satz 22.11 erzeugt die Funktion F' = = € Ll . (R3) eine regulire Distribution
[ = [G], welche die Gleichung A f = dy 16st. Es bleibt also ein g € D’(R?) mit

/5
.
1

Bale) = 1(9) = [FI(e) = [ P

fiir alle ¢ € D(R?) zu bestimmen.
Die gesuchte distributionelle Losung der Plattengleichung ist also (formal) durch

o) = [ (P s (F i) ) fir ¢ € DR

gegeben. Wir miissen aber noch beweisen, dass g tatsdchlich eine Distribution ist.
Da F € L (R?*) N C>®(R3\{0}) und F(z) — 0 fiir |z| — oo, gilt
F = Fxpo,1) + Fxra\B0,1) -
—_——— ——
€L1(R3) €L (R3)

Damit folgt
E(F x| (w)dw = [|F* (F @) 12 ze)
R

= [[(FxBo1) + Fxr3\B0,1)) * (FXB0,1) + FXrR3\B(0,1)) * ©)||L1(RS)
= [[FxB01) * (FxB0,1) * ©)|l 1@y + 2| FXB01) * (FXr3\B0,1) * ©) |01 (R3)+
| F'Xra\B0,1) * (F'XR3\B(0,1) * ©)|| 11 (R3)
< 1F X807 @) 1@l oo ®2) + 1FxR\B0,1) || o0 ®3) 10]] oo o) | F ]| L1 (R3)+
1Exes\B0.) 100 3y |2 21 3),
wobei hier wegen F' > 0

I1Fxa0 * Frao o = [ [ (Faon)@)(Pxeon)(e - y)dyds
R3S JR

= /Ra<FXB(O,1))($)/ (Fxpon)(z —y)dydz

R3

( / <F><B<o,l>><x>dx) — | Fxsom e,

6



nach Fubini & Tonelli gilt.

Einerseits ist also g wohldefiniert, da g fiir alle ¢ € D’'(p) existiert und endlich ist. Ande-
rerseits ist g stetig in der Topologie von D'(R?), da |g(¢)| — 0 fiir ¢ — 0 in D(R?). Nach
Konstruktion gilt auflerdem

Bg) = [ (Fx (P %)) (a)s = [ (Px Bp)de = bof) = 9(0)

R3

Bemerkung: Es ist zu beachten, dass die auf diese Weise konstruierte Distribution g nicht
regulér ist, da das F' x F' definierende Integral divergiert. Es existieren weitere (komplizier-
tere) Zugénge zur Konstruktion von g, die dann aber regulére Distribution als Grundlésung
liefern.

Da distributionelle Ableitungen kommutieren, gelten fiir den Tensor u,; die Identitdten

3 3 3
> i =~ D D (SaDnOn0hdg — i 0mOhOm i )
k=1 k=1 m=1
3 3 3
> Dy = — 4 (6130mOmOkD — 3755 0imD0mOrrg )
=1 k=1 m=1

Beachtet man nun die sogenannten kleinen und groflien Symmetrien

3 3

3 3 3
DD 6k OmOmOkdig = Z SimOkOmOk0;9 =Y > Gim0;OmOkOrg,

k=1 m=1 k=1 m=1 k=1 m=1

so ergibt sich ferner

3 33
Z T3, Ok0j U + Eakakuzk) = Z Z (ﬁ@kamamakajg m52m8k8 3k8gg>
=1

k=1 m=1
3 3
(%a On00kg — 3500, 00 @ﬁkg)
k=1 m=1
3 3
- (lj2u - 2(1711)1(1721/) - 2(11,,,)> Z Z 0ij0m OOk 0; g+

j=1 m=1

3 3
Z Z 0Ok Ok0mOmg = 0;;0%g = 6;;0.

Bemerkung: Fiihrt man die sogenannten Lamé-Konstanten ein

E
2(1+v)

vE
A= T md i=

so lassen sich die Gleichungen der Elastostatik dquivalent als die aus dem ersten Blatt
bekannten Lamé-Glechungen umschreiben.

O



