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Aufgabe 4.2. Sei Ω := B(0, 1) ⊂ R
2 und es seien mit

Φ: (0, 1)× (0, 2π) →
(

Ω\([0, 1]× {0})
)

, (r, ϕ) 7→ (r cos(ϕ), r sin(ϕ)),

Ψ: (0, 2π) →
(

∂Ω\{(1, 0)}
)

, ϕ 7→ (cos(ϕ), sin(ϕ)),

der zu den Polarkoordinaten gehörige C1-Diffeomorphismus Φ bzw. Homömorphismus Ψ bezeichnet.
Ferner seien die Funktionen g : [0, 2π] → R, v : [0, 1]× [0, 2π] → R durch die Reihen

g(ϕ) :=

∞
∑

n=3

sin(n!ϕ)

n2
, v(r, ϕ) :=

∞
∑

n=3

rn! sin(n!ϕ)

n2

definiert. Beweisen Sie:

a) Die Funktion g ◦Ψ−1 lässt sich eindeutig zu einem f ∈ C0(∂Ω) fortsetzen.

b) Die Funktion v ◦ Φ−1 lässt sich eindeutig zu einem u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) fortsetzen, welches die
Randwertaufgabe

△u = 0 in Ω, u = f in ∂Ω

löst.
Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis davon ausgehen, dass für w ∈ C2

(

(0, 1)× (0, 2π)
)

(△(w ◦ Φ−1)) ◦ Φ = wrr + 1
r
wr +

wϕϕ

r2
für (r, ϕ) ∈ (0, 1) × (0, 2π)

gilt.

c) Es gilt:
∫

Ω
|∇u(x)|2dx = ∞.
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a) Wir zeigen zunächst, dass g wohldefiniert ist und g ∈ C0([0, 2π],R) erfüllt. Offensichtlich sind

die Folgenglieder ϕ 7→ rn! sin(n!ϕ)
n2 , n ∈ N, stetig in [0, 2π]. Außerdem konvergiert die Reihe

absolut und gleichmäßig, da

∞
∑

n=n0

| sin(n!ϕ)
n2 | ≤

∞
∑

n=n0

1
n2 → 0 für n0 → ∞

für alle ϕ ∈ [0, 2π] gilt.

Wir definieren

f(x) :=

{

(g ◦Ψ−1)(x), x ∈ ∂Ω\{(0, 1)},

0, x = (0, 1)

und zeigen, dass f stetig ist. Da Ψ ein Homöomorphismus ist, folgt unmittelbar g ◦ Ψ−1 ∈
C0(∂Ω\{(0, 1)},R).

• Sei nun x0 ∈ ∂Ω\{(0, 1)} und sei (xn)n ⊂ ∂Ω mit xn → x0 für n → ∞. Sei n0 ∈ N so groß,
dass |xn − x0| < |x0 − (1, 0)| für n ≥ n0 gilt. Also ist (xn)n≥n0

⊂ ∂Ω\{(0, 1)}. Damit gilt

|f(xn)− f(x0)| = |(g ◦Ψ−1)(xn)− (g ◦Ψ−1)(x0)| → 0 für n → ∞.

• Ferner sei x0 = (0, 1) und sei (xn)n ⊂ ∂Ω mit xn → x0 für n → ∞. Zu jedem n ∈ N existiert
ϕn ∈ [0, 2π] mit xn = (cosϕn, sinϕn). Wegen xn → x0 für n → ∞ existieren I1, I2 ⊂ N

mit N = I1∪̇I2 und (ϕ′
n)n ⊂ [0, 2π] mit ϕ′

n → 0 so, dass ϕn =

{

ϕ′
n, n ∈ I1

2π − ϕ′
n, n ∈ I2

gilt.

Nun folgt

|f(xn)− f(x0)| =











∣

∣

∞
∑

n=3

sin(n!ϕ′

n)
n2

∣

∣, n ∈ I1

∣

∣

∞
∑

n=3

sin(n!(2π−ϕ′

n)
n2

∣

∣, n ∈ I2

=
∣

∣

∞
∑

n=3

sin(n!ϕ′

n)
n2

∣

∣ = g(ϕ′
n) → g(0) = 0 für n → ∞.

Insgesamt haben wir f ∈ C0(∂Ω,R) und f |∂Ω\{(0,1)} = g ◦Ψ−1 bewiesen.

b) Wir zeigen zunächst, dass v ∈ C0
(

[0, 1] × [0, 2π]
)

∩ C2
(

[0, 1) × [0, 2π]
)

gilt. Die gleichmäßige
Konvergenz der Funktionenreihe und die Stetigkeit der Grenzfunktion folgt analog zu a). Um
die zweifache stetige Differenzierbarkeit zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges r0 ∈ (0, 1) und
finden für α ∈ N

2
0, |α| ≤ 2,

∞
∑

n=n0

|∂αv(r, ϕ)| ≤

∞
∑

n=n0

(n!)2rn!−2
0

n2 ≤

∞
∑

n=n0

(n!)2rn!0 → 0 für n0 → ∞

gleichmäßig bzgl. r ∈ [0, r0], ϕ ∈ [0, 2π], wobei die Konvergenz mit dem Quotientenkriterium
folgt.

Da Φ ein C∞-Diffeomorphismus ist, folgt mit der Kettenregel, dass v◦Φ−1 ∈ C2
(

Ω\([0, 1]×{0})
)

gilt. Außerdem sehen wir leicht ein, dass sich Φ auf [0, 1]× [0, 2π] stetig zu einem Φ̃ fortsetzen
lässt. Wir definieren

u(x) =











(v ◦ Φ−1)(x), x ∈ Ω̄\([0, 1]× {0}),

f(x), x ∈ ∂Ω,

0, x ∈ [0, 1]× {0}.

Wir beweisen, dass u ∈ C0(Ω̄).
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• Sei x0 ∈ Ω\([0, 1]×{0}) und sei (xn)n ⊂ Ω̄ mit xn → x0 für n → ∞. Analog zu a) wählen
wir n0 ∈ N so groß, dass (xn)n≥n0

⊂ Ω\([0, 1] × {0}) gilt. Dann gilt |u(xn) − u(x0)| =
|(v ◦ Φ−1)(xn)− (v ◦ Φ−1)(x0)| → 0 für n → ∞ wegen der Stetigkeit von v ◦ Φ−1.

• Sei x0 ∈ ∂Ω\{(0, 1)}, d.h., x0 = (cosϕ0, sinϕ0) für ein ϕ0 ∈ (0, 2π), und sei (xn)n ⊂ Ω̄ mit
xn → x0 für n → ∞. Dann gibt es (ϕn)n, (rn)n mit ϕn → ϕ0, rn → 0 für n → ∞. Ferner
existiert n0 ∈ N so, dass (xn)n≥n0

⊂ Ω̄\([0, 1]× {0}) gilt. Also

|u(xn)− u(x0)| ≤

{

|(v ◦ Φ−1)(xn)− f(x0)|, xn ∈ x ∈ Ω\([0, 1]× {0})

|f(xn)− f(x0)|, xn ∈ ∂Ω

≤







∞
∑

n=3

(1−rn!
n ) sin(n!ϕn)

n2 , xn ∈ x ∈ Ω\([0, 1]× {0})

|f(xn)− f(x0)|, xn ∈ ∂Ω
→ 0 für n → ∞

wegen der gleichmäßigen Konvergenz der ersten Reihe bzgl. r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π] sowie
der Stetigkeit von f .

• Der Fall x0 = (1, 0) lässt sich analog zum vorangehenden Fall sowie a) behandeln.

• Sei x0 ∈ [0, 1) × {0}, d.h., x0 = (r0, 0), r0 ∈ [0, 1), und sei (xn)n ⊂ Ω̄ mit xn → x0

für n → ∞. Analog zu a) folgern wir die Existenz von I1, I2 ⊂ N mit I1∪̇I2 = N und
(ϕ′

n)n ⊂ [0, 2π], rn ⊂ [0, 1] mit ϕ′
n → 0, rn → r0 für n → ∞ und

xn =

{

(rn cosϕ
′
n, rn sinϕ

′
n), n ∈ I1,

(rn cos(2π − ϕ′
n), rn sin(2π − ϕ′

n)), n ∈ I2.

Damit gilt

|u(xn)− u(x0)| = |u(xn)| = |v(rn, ϕn)| ≤











∞
∑

n=3

| r
n!
n sin(n!ϕn)

n2 |, n ∈ I1

∞
∑

n=3

| r
n!
n sin(n!(2π−ϕn))

n2 |, n ∈ I2

=

∞
∑

n=3

| r
n!
n sin(n!ϕn)

n2 | → 0 für n → ∞.

wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe.

Insgesamt haben wir also u ∈ C0(Ω̄) gezeigt.

Für x ∈ Ω\([0, 1]× {0}) gilt

(∇u) ◦ Φ =

(

cosϕ∂r −
1
r
sinϕ∂ϕ

sinϕ∂r +
1
r
cosϕ∂ϕ

)

v,

∇2u =
(

cos2 ϕ∂2

r
−

sin 2ϕ

r
∂r∂ϕ +

sin
2

ϕ

r2
∂2

ϕ
+

sin 2ϕ

r2
∂ϕ +

sin
2

ϕ

r
∂r

sin 2ϕ

2
∂2

r
−

cos 2ϕ

r2
∂ϕ +

cos 2ϕ

r
∂r∂ϕ −

sin 2ϕ

2r
∂r −

sin 2ϕ

2r2
∂2

ϕ

sin 2ϕ

2
∂2

r
−

cos 2ϕ

r2
∂ϕ +

cos 2ϕ

r
∂r∂ϕ −

sin 2ϕ

2r
∂r −

sin 2ϕ

2r2
∂2

ϕ
sin2 ϕ∂2

r
+

sin 2ϕ

r
∂r∂ϕ +

cos
2

ϕ

r2
∂2

ϕ
−

sin 2ϕ

r2
∂ϕ +

cos
2

ϕ

r
∂r

)

v,

△u =
(

∂2
r +

1
r2
∂2
ϕ + 1

r
∂r
)

v.

Exemplarisch gilt

∂2
rv =

∞
∑

n=3

n!(n!− 1) r
n!−2 sin(n!ϕ)

n2 , 1
r2
∂2
ϕv = −

∞
∑

n=3

(n!)2 r
n!−2 sin(n!ϕ)

n2 usw.

Deshalb konvergieren die obigen Reihe gleichmäßig auf [0, r0]× [0, 2π] gegen stetige Grenzfunk-
tionen. Da die Reihen in r = 0 verschwinden, lässt sich analog zum obigen Stetigkeitsbeweis für
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u zeigen, dass auch ∇u, ∇2u stetig auf B(0, r0), woraus sich die behauptete Regularität von u

ergibt. Dabei war es wichtig, da die Potenzreihen bei r3 beginnen, was uns die Stetigkeit von
∇u und ∇2u in 0 liefert.

Nun rechnen wir für in Ω\([0, 1]× {0}) bzw. (0, 1)× (0, 2π) nach:

(△u) ◦ Φ = vrr +
1
r
vr +

vϕϕ

r2

=
∞
∑

n=3

n!(n!− 1) r
n!−2 sin(n!ϕ)

n2 +
∞
∑

n=3

n! r
n!−2 sin(n!ϕ)

n2 −
∞
∑

n=3

(n!)2 rn!−2 sin(n!ϕ)
n2 = 0,

wobei wir die Grenzprozesse wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihen vertauschen
dürfen. Nun gilt△u ≡ 0 in ganz Ω, da△u in Ω stetig ist und Ω der Abschluss von Ω\([0, 1]×{0})
in der Spurtopologie von Ω ist.

c) Wir verwenden die Darstellung von ∇u aus b). Aufgrund der gleichmäßigen Stetigkeit von ∇u

auf B(0, r0) bzw. vr auf [0, r0]× [0, 2π] für alle r0 ∈ (0, 1) folgt mit der Greenschen Formel sowie
dem Transformationssatz

∫

B(0,r0)

|∇u(x)|2dx = −

∫

B(0,r0)

△u(x) · u(x)dx+

∫

∂B(0,r0)

〈∇u(x), n(x)〉u(x)dx

=

∫ 2π

0

〈(

cosϕvr −
1
r0
sinϕvϕ

sinϕvr +
1
r0
cosϕvϕ

)

(r0, ϕ),

(

cosϕ
sinϕ

)〉

v(r0, ϕ)dϕ

=

∫ 2π

0

v(r0, ϕ)vr(r0, ϕ)dϕ

=

〈

∞
∑

n=3

rn!
0 sin(n!ϕ)

n2 ,

∞
∑

n=3

n!
rn!−1
0 sin(n!ϕ)

n2

〉

L2((0,2π))

= 2
π

∞
∑

n=3

r2n!−1
0

n!
n4 → ∞ für r0 → 1,

wobei letztere Konvergenz mit dem Lemma von Fatou folgt. Damit folgt aber wegen der Mo-
notonie des Lebesgue-Integrals

∫

Ω

|∇u(x)|2dx ≥ lim
r0→1

∫

B(0,r0)

|∇u(x)|2dx = ∞.
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