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Aufgabe 4.2. Sei Q) := B(0,1) C R? und es seien mit
®: (0,1) x (0,2m) — (Q\([O, 1] x {0})), (r, ) — (rcos(y), rsin(p)),
v: (0,2m) — (69\{(1,0)}), © — (cos(p), sin(p)),

der zu den Polarkoordinaten gehérige C!-Diffeomorphismus @ bzw. Homdmorphismus ¥ bezeichnet.
Ferner seien die Funktionen g: [0,27] — R, v: [0,1] x [0,27] — R durch die Reihen

o o
Z sin n'gp r™ sin n'gp)
n=3 n=3

definiert. Beweisen Sie:
a) Die Funktion g o ™! Iisst sich eindeutig zu einem f € C°(99) fortsetzen.

b) Die Funktion v o ®~! lisst sich eindeutig zu einem u € C%(Q) N C°(Q) fortsetzen, welches die
Randwertaufgabe

Au=01in Q, wu=fin 0N
16st.

HINWEIS: Sie diirfen ohne Beweis davon ausgehen, dass fiir w € CQ((O7 1) x (0, 27r))

(A(wo®™ 1) o ® = wyr + %wr + w:,;, fiir (r,¢) € (0,1) x (0, 27)

gilt.
¢) Es gilt: [, |Vu(z)?dz = oco.
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a) Wir zeigen zunichst, dass g wohldefiniert ist und g € C°([0, 27], R) erfiillt. Offensichtlich sind
die Folgenglieder ¢ +— 7’"51:;%

absolut und gleichméflig, da

, n € N stetig in [0,27]. Aulerdem konvergiert die Reihe

o0
| .
Z \Slnn¢)|< Z%—)Ofurnoﬁoo
n=ngo n=no

fur alle p € [0, 27] gilt.
Wir definieren
fla) = {égo\wx), v € O{(0.1)}
) T = (07 ]')

und zeigen, dass f stetig ist. Da ¥ ein Homdomorphismus ist, folgt unmittelbar g o ¥=1 €

COON{(0, )}, R).

e Sei nun zy € IQ\{(0,1)} und sei (z,),, C I mit x,, — x fiir n — 0o0. Sei ng € N so grof,
dass |z, — x| < |xo — (1,0)| fiir n > ng gilt. Also ist (z,,)n>n, C IQ\{(0,1)}. Damit gilt

|f(xn) = fzo)| = [(g 0 U™ (z,) — (g0 U™ (z0)| = O fiir n — oo.

e Ferner sei xy = (0, 1) und sei (z,,),, C 022 mit z,, — ¢ fiir n — 0o. Zu jedem n € N existiert
©n € [0,27] mit x, = (cosp,,sing,). Wegen z,, — x fiir n — oo existieren I;,lo C N

o n el

mit N = [1UI, und (¢),), C [0,27] mit ¢/, — 0 so, dass ¢, = { gilt.

2r — ¢, nel
Nun folgt
’ Z sin(nlyy,) n' } ne Il

£ () — Flao)| = .
’ Z sin(n!(2r—¢!,)

, nel

:\wa_gsonmgm):omrn%o-

Insgesamt haben wir f € C°(9Q,R) und flso\f0,1} = 9 © ¥~ ! bewiesen.

b) Wir zeigen zunéchst, dass v € C°([0,1] x [0,2x]) N C2([0,1) x [0,27]) gilt. Die gleichméBige
Konvergenz der Funktionenreihe und die Stetigkeit der Grenzfunktion folgt analog zu a). Um
die zweifache stetige Differenzierbarkeit zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges rq € (0,1) und
finden fiir & € NZ, |a] < 2,

o0 o0

n!—2
Z|8“‘v(r,gp)|§ Z ("'Qr < Z )28t = 0 fiir ng — oo
n=ng n=ng n=ng

gleichméBig bzgl. r € [0,7¢], ¢ € [0,27], wobei die Konvergenz mit dem Quotientenkriterium
folgt.

Da ® ein C*-Diffeomorphismus ist, folgt mit der Kettenregel, dass vo®~* € C2(Q\([0, 1] x {0}))
gilt. AuBerdem sehen wir leicht ein, dass sich @ auf [0, 1] x [0, 27] stetig zu einem & fortsetzen
lasst. Wir definieren

(vo @ ) (x), =€ Q\([0,1] x {0}),
u(z) =< f(x), x € 09,
0, z € [0,1] x {0}.

Wir beweisen, dass u € C°(€Q).



e Sei zp € Q\([0,1] x {0}) und sei (z,,), C Q mit z,, — x fiir n — co. Analog zu a) withlen
wir ng € N so groB, dass (z,)n>n, € Q\([0,1] x {0}) gilt. Dann gilt |u(z,) — u(xy)| =
|(vo ® 1) (z,) — (vo® 1) (xg)| — O fiir n — oo wegen der Stetigkeit von v o &1

e Sei 7y € OO\{(0,1)}, d.h., zg = (cos g, sin ¢y) fiir ein ¢y € (0,27), und sei (z,), C Q mit
x, — xg fiir n — oo. Dann gibt es (¢n)n, (7n)n mit @, — o, r, — 0 fiir n — co. Ferner
existiert ng € N so, dass (2,)n>n, C Q\([0, 1] x {0}) gilt. Also

{I(v 0 &7 N)(xn) = f(wo)l, n €z € Q\([0,1] x {0})

u(an) = ulzo)| <

| f(zn) — f(20)], z, € 0N
S Gorisiniien) e e O\([0,1] % {0}) )
< q n=3 " — 0 fiirn — o

|f(2n) — f(20)], T, € 0f2

wegen der gleichméfigen Konvergenz der ersten Reihe bzgl. r € [0,1], ¢ € [0,27] sowie
der Stetigkeit von f.

e Der Fall zy = (1,0) lésst sich analog zum vorangehenden Fall sowie a) behandeln.

e Sei 7y € [0,1) x {0}, d.h., zy = (ro,0), 70 € [0,1), und sei (z,,), C Q mit z, — o
fir n — oo. Analog zu a) folgern wir die Existenz von I, [, C N mit [;Ul, = N und
(¢)n C 10,27], r, C [0, 1] mit ¢!, — 0, 7, — 7 fiir n — oo und

— (rp cos @l sin @), n € I,
" (rpcos(2m — @), rpsin(2m — ), n € L.

Damit gilt

Z |r smnMpn ‘ ’I’I,E[l
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oo

|
Z i Sln"“""|—>0furn—>oo
n=3

wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihe.

Insgesamt haben wir also u € C°(Q) gezeigt.
Fiir x € Q\([0,1] x {0}) gilt

_ [cospd, — sm 00,
(Vu)od = (smgp@ + - Coscpﬁ ) v

. . .2 . . .

2 si 2 sin 2 sin sin 2 2 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 2
VQU (COS ¢ar——rfara¢+7£aw+726¢+—rfar TQBT—TQ%‘F—T{;BT%—TEBT—T;E%> v
sin 2 2 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 2 22 2 sin 2 cos 2 sin 2 cos I

SESEO] - S50, + SEE0,0, — BRrE 0 — S25R0; sin® 0 + SEEL0,0, + S0, — 205E0, + £,

Au= (8 + 502 +19,) v

Exemplarisch gilt

oo
o = sm(n'cp) 192, 2™ =2 sin(nly)
0P = E nl(n! —1)% r—28¢v——5 (n!)*——37—2 usw.
n=3

Deshalb konvergieren die obigen Reihe gleichméBig auf [0, 7] X [0, 27| gegen stetige Grenzfunk-
tionen. Da die Reihen in r = 0 verschwinden, lésst sich analog zum obigen Stetigkeitsbeweis fiir
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u zeigen, dass auch Vu, V?u stetig auf B(0,ry), woraus sich die behauptete Regularitéit von u
ergibt. Dabei war es wichtig, da die Potenzreihen bei 7® beginnen, was uns die Stetigkeit von

Vu und V2u in 0 liefert.
Nun rechnen wir fiir in Q\([0, 1] x {0}) bzw. (0,1) x (0, 27) nach:

(Au) o ® = vy + fv, + 25

2
()
nl— n!l—2 s
_ Z TL' n! — 1 sm ™ ?sin(nly) + Z TL'T sm(n' Z(n')Qr Zl;(n!cp) _ O,
n=3

wobei wir die Grenzprozesse wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihen vertauschen
diirfen. Nun gilt Au = 0 in ganz €, da Aw in Q2 stetig ist und € der Abschluss von Q\ ([0, 1]x{0})
in der Spurtopologie von 2 ist.

Wir verwenden die Darstellung von Vu aus b). Aufgrund der gleichméfiigen Stetigkeit von Vu
auf B(0,ry) bzw. v, auf [0, 7] x [0, 2] fiir alle 7y € (0, 1) folgt mit der Greenschen Formel sowie
dem Transformationssatz

/B(O,ro) [Vu()lde = - /B(O . Au(z) - u(z)de + /aB(OJO)<VU($), n(z))u(z)de
- (CF)S U, — - sin sow) (ro. o), (cgs gp) > -

sin v, + % COS YU, sin ¢

v(ro, @)vr (1o, ©)de
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=2 g o oo fiir rg — 1,

s
n=3
wobei letztere Konvergenz mit dem Lemma von Fatou folgt. Damit folgt aber wegen der Mo-
notonie des Lebesgue-Integrals

/|Vu )|?dz > lim |Vu(z)2dz = oco.

7'0*)1 B(O,T‘o)



