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Aufgabe 5.1. Sei T > 0 und f ∈ D(R× R). Wir betrachten die inhomogene Wärmeleitungsglei-
chung

ut − uxx = f |(0,T )×R in (0, T )× R,

u(0, ·) ≡ 0.
(1)

a) Leiten Sie mittels Fouriertransformation eine Darstellungsformel für die Lösung u der Glei-
chung (1) her.
Hinweis: Verwenden Sie das Duhamelsche Prinzip (Variation der Konstanten) im Frequenzbereich.

b) Welche reguläre Distribution kommt dabei als Grundlösung für den vorliegenden Differential-
operator L := ∂t − ∂xx in Frage? Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung

a) Zunächst gehen wir formal vor. Wir wenden die Fouriertransformation auf Gleichung (1) an
und finden

ût(t, ξ) + ξ2û(t, ξ) = f̂(t, ξ) für (t, ξ) ∈ (0, T )× R,

û(0, ξ) = 0 für ξ ∈ R.

Damit bekommen wir für jedes feste ξ ∈ R eine gewöhnliche Differentialgleichung bzgl. t, welche
nach Analysis 3 durch die glatte Funktion

û(t, ξ) =

∫ t

0

e−ξ2(t−s)f̂(s, ξ)ds für s ≥ 0

eindeutig lösbar ist. Ferner folgt für (t, x) ∈ (0, T ]× R

u(t, x) = (F−1û(t, ·))(x) = 1
2π

∫

R

eiξx
∫ t

0

e−ξ2(t−s)

∫

R

e−iξyf(t, y)dydsdξ

= 1
2π

∫ t

0

∫

R

(
∫

R

ei(x−y)ξ−(t−s)ξ2dξ

)

f(t, y)dyds

=

∫ t

0

∫

R

K(t− s, x, y)f(s, y)dyds,

wobei wir Integrationsprozesse formal vertauscht und die explizite Darstellung des Wärmelei-
tungskerns

K(t, x, y) = 1√
4πt

e−
(x−y)2

4t

aus der Vorlesung benutzt haben.

Da f ∈ D(R×R) gilt, dürfen wir von f, ft, fxx ∈ C0
(

R×R,R) sowie supp f ⋐ R×R ausgehen.
Analog zu Satz 23.7 folgt:

1. u, ∂tu, ∂xxu ∈ C0((0,∞)× R,R).

2. ut − uxx = f in (0,∞)× R (s. auch Beweis zu b)).

3. lim
t→0

u(t, x) = 0 lokal gleichmäßig bzgl. x (da f gleichmäßig stetig).
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b) Wir definieren

Φ(t, x) :=







1√
4πt

e−
x2

4t , t > 0, x ∈ R,

0, t ≤ 0, x ∈ R

und zeigen, dass Φ eine reguläre Distribution erzeugt, welche eine Fundamentallösung von (1)
ist. Offensichtlich ist Φ ∈ C∞((R×R)\{(0, 0)T},R). Sei K ⊂ [−T, T ]×[−R,R] ein Kompaktum.
Dann gilt

∫

K

|Φ(t, x)|d(t, x) ≤
∫ T

0

∫ R

−R

1√
4πt

e−
x2

4t dxdt ≤
∫ T

0

∫ R

−R

1√
4πt

dxdt

= 2R

∫ T

0

1√
4πt

dt = 2R√
π

√
t|t=T
t=0 = 2R

√
T√

π
< ∞.

Also ist Φ ∈ L1
loc(R × R). Nach Vorlesung wissen wir außerdem, dass (∂t − ∂xx)Φ = 0 in

(R× R)\{(0, 0)T} gilt.

Ferner erhalten wir für alle ϕ ∈ D(R× R) und alle Zylinder QT,R := [−T, T ]× [−R,R]

(∂t − ∂xx)[Φ](ϕ) =

∫

R×R

Φ · (−∂t − ∂xx)ϕd(t, x)

= −
∫

QT,R

Φ · (∂t + ∂xx)ϕd(t, x)−
∫

(R×R)\QT,R

Φ · (∂t + ∂xx)ϕd(t, x)

= −
∫

QT,R

Φ · (∂t + ∂xx)ϕd(t, x) +

∫

(R×R)\QT,R

(∂t − ∂xx)Φ · ϕd(t, x)+
∫ R

−R

Φ · ϕ dx
∣

∣

∣

t=T

t=−T
−
∫ T

−T

(Φ∂xϕ− ∂xΦϕ)
∣

∣

∣

x=R

x=−R
dt

→ ϕ(0, 0) für T → 0, R → ∞,

denn

∫ R

−R

Φ(t, x)ϕ(t, x)dx
∣

∣

∣

t=T

t=−T
− ϕ(0, 0) =

∫ R

−R

Φ(T, x)ϕ(T, x)dx − ϕ(0, 0)

=

∫ R

−R

Φ(t, x)(ϕ(t, x)− ϕ(0, 0))dx → 0 für T → 0, R → ∞.

Also ist (∂t − ∂xx)[Φ] = δ(0,0).

Aufgabe 5.4 Sei Ω ⊂ R
d ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand Γ, wobei n(x) den äußeren

Einheitsnormalenvektor an Ω in x ∈ Γ bezeichnet. Ferner gelte Γ1 = Γ̄0∪̇Γ̄1, wobei Γ0,Γ1 relativ
offen in Γ sind. Seien ρ, cρ, λ, µ, k, α, θ0 > 0. Die Thermoelastizitätsgleichungen für ein elastisch
und thermisch isotropes und homogenes Medium, welches im Referenzzustand das Gebiet Ω belegt,
lauten

ρutt − µ△u− (λ+ µ)∇divu+ kα∇θ = 0 in (0,∞)× Ω,

ρcρθt − k△θ + kαθ0divut = 0 in (0,∞)× Ω,

u(t, ·) = 0, θ(t, ·) = 0 in (0,∞)× Γ0,

−µ∇u(t, ·)n− (µ+ λ)ndivu(t, ·) + kαθ(t, ·)n = 0, ∂θ(t,·)
∂n

= 0 in (0,∞)× Γ1,

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1, θ(0, ·) = θ0 in Ω,
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wobei u0, u1, θ0 vorgegebene Funktionen sind und ∇u die Jacobi-Matrix von u bzgl. der x-Variablen
bezeichnet. Es existiere eine Lösung

(u, θ) ∈ C0
(

[0,∞)× Ω̄,Rd × R)

mit ∇u,∇ut ∈ C0([0,∞)× Ω̄,Rd×d), ∇2u ∈ C0([0,∞)× Ω̄,Rd×d×d), ∇2θ ∈ C0([0,∞)× Ω̄,Rd×d). Es
bezeichne

σ := µ∇u+ (λ+ µ)idRd×ddivu

den Spannungstensor.

a) Definieren Sie V := (σ, ut, θ)
T sowie

X :=
(

C0(Ω̄)
)d×d ×

(

C0(Ω̄)
)d × C0(Ω̄)

und bestimmen Sie einen Differentialoperator A : D(A) ⊂ X → X und eine Funktion V 0 ∈ X
so, dass

∂tV = AV in (0,∞)× Ω,

V (0, ·) = V 0 in Ω

gilt.
Hinweis: Die Randbedingungen sollen in den Definitionsbereich D(A) von A eingebaut werden.

b) Zeigen Sie, dass die natürliche Energie

E(t) := θ0

∫

Ω

(

ρ|ut(t, x)|2 + µ

d
∑

i=1

|∇ui(t, x)|2 + (λ+ µ)|divu(t, x)|2 + ρcρ
θ0
θ2(t, x)

)

dx

monoton fallend ist.

Lösung

a) Es folgt

A := diag(1, ρ, ρcρ)
−1





0 µ∇+ (λ+ µ)idRd×ddiv 0
div 0 −kα∇
0 −kαθ0div k△





sowie

D(A) =

{

V ∈
(

C1(Ω̄)
)d×d ×

(

C1(Ω̄)
)d × C2(Ω̄) |V = ((V 1

ij)i,j=1,...,d, (V
2
i )i=1,...,d, V

3),

V 2 = 0, V 3 = 0 in Γ0,

V 1n+ kαV 3n = 0, ∂V 3

∂n
= 0 in Γ1

}

.

Hierbei ist für σ ∈ C1(Ω,Rd×d)

divσ =

(

d
∑

j=1

∂jσj1, . . . ,

d
∑

j=1

∂jσji, . . . ,

d
∑

j=1

∂jσjd

)T

.

Ferner gilt

V 0 =





µ∇u0 + (λ+ µ)idRd×ddivu0

u1

θ0



 .
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b) Wegen der Glattheit der Lösung auf [0,∞)× Ω̄ gelten die partiellen Differentialgleichungen in
[0,∞)× Ω̄, die Randbedingungen in [0,∞)×Γ und die Anfangsbedingungen in Ω̄, weshalb die
Unbekannten und deren Ableitungen komponentenweise in L2(Ω) liegen. Multipliziert man die
erste Gleichung skalar in (L2(Ω))d mit θ0ut bzw. die zweite Gleichung skalar in L2(Ω) mit θ

und, so folgt nach Aufaddieren mit partieller Integration

0 = θ0

∫

Ω

(ρuttut − µ△uut − (λ+ µ)∇divuut + kα∇θut)dx

+

∫

Ω

(ρcρθtθ − k△θθ + kαθ0divutθ)dx =

+ θ0
2
∂t

∫

Ω

(

ρ|ut(t, x)|2 + µ

d
∑

i=1

|∇ui(t, x)|2

+(λ+ µ)|divu(t, x)|2 + ρcρ
θ0
θ2(t, x)

)

dx+ k

∫

Ω

|∇θ|2dx,

wobei wir Grenzprozesse aufgrund der gleichmäßigen Stetigkeit der Integranden (auf jedem
Kompaktum [0, T ]× Ω̄) vertauschen durften. Daraus folgt

∂tE(t) ≤ −2k

∫

Ω

|∇θ|2dx ≤ 0 für t ≥ 0,

weshalb E monoton fallend ist.
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