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Aufgabe 5.1. Sei T'> 0 und f € D(R x R). Wir betrachten die inhomogene Warmeleitungsglei-
chung

Ut — Ugy = f|(O,T)><R in (O,T) X R, (1)
u(0,-) = 0.

a) Leiten Sie mittels Fouriertransformation eine Darstellungsformel fiir die Losung u der Glei-
chung (1) her.

HiNwEIS: Verwenden Sie das Duhamelsche Prinzip (Variation der Konstanten) im Frequenzbereich.

b) Welche reguldre Distribution kommt dabei als Grundlésung fiir den vorliegenden Differential-
operator L := 0, — 0,, in Frage? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung

a) Zunéchst gehen wir formal vor. Wir wenden die Fouriertransformation auf Gleichung (1) an

und finden

w(t, &) + &4a(t, €) = f(t,€) fir (,€) € (0,7) x R,
4(0,€) = 0 fiir £ € R.

Damit bekommen wir fiir jedes feste £ € R eine gewohnliche Differentialgleichung bzgl. ¢, welche
nach Analysis 3 durch die glatte Funktion

¢
u(t, &) = / e €19 f(s5,€)ds fiir s > 0
0

eindeutig 16sbar ist. Ferner folgt fiir (¢,2) € (0,7] x R
¢
ult.a) = (F it ) = [ e [0 [ e gayasag
R 0 R

- %/;/R (/R ei<my)5(t5)52d§) f(t,y)dyds
_ / t / K(t - 5,2, y)f (s, y)dyds,

wobei wir Integrationsprozesse formal vertauscht und die explizite Darstellung des Warmelei-

tungskerns

(z—y)?
it

K(t,z,y) = \/ﬁe
aus der Vorlesung benutzt haben.
Da f € D(R x R) gilt, diirfen wir von f, f;, fuz € C° (R x R, R) sowie supp f € R x R ausgehen.
Analog zu Satz 23.7 folgt:

1. u, Oy, Opeu € C°((0,00) x R, R).

2. Uy — Uz, = f in (0,00) X R (s. auch Beweis zu b)).

3. PI% u(t,x) = 0 lokal gleichméBig bzgl. = (da f gleichméafig stetig).
—



b) Wir definieren

1‘2

1 _x
@(t,x) — me 4t, t>0,.§UER7

0, t<0,z€eR

und zeigen, dass ® eine reguldre Distribution erzeugt, welche eine Fundamentallgsung von (1)
ist. Offensichtlich ist ® € C*°((RxR)\{(0,0)"},R). Sei K C [-T,T]x [~ R, R] ein Kompaktum.

Dann gilt
/|<I>t:p|dtx // e4tdxdt<// —=dadt

_ZR/\/i? t= BT = YT o,
0

Also ist ® € LL (R x R). Nach Vorlesung wissen wir auferdem, dass (9; — 0,,)® = 0 in
(R x R)\{(0,0)T} gilt.

Ferner erhalten wir fiir alle ¢ € D(R x R) und alle Zylinder Q7. := [-T,T] x [-R, R]
@ - 0)l8le) = [ @ (-0 - o)t
RxR

= —/ D (0 + Opz)pd(t, ) — / Q- (O + Opz)ipd(t, x)
Qr,R (RxR\QT,r

= —/ D - (0 + Opz)pd(t, x) + / (O — 02z)P - pd(t, x)+
QT,R (RXRN\QT, R
R t=T T =R
O - pdr - / (PO, — 0, Py) dt
t=—T -T r=—R

R
— ¢(0,0) fir T"— 0, R — oo,

denn

/_ Ot 2)p(t, x)dz| | — p(0,0) = /_ B(T, 2)(T, z)dzx — (0, 0)

R t==T R

R
= / O(t,x)(¢(t,x) — ¢(0,0))dx — 0 fiir T — 0, R — oc.
-R

Also ist (at - 83333)[(1)] = (5(070).
U

Aufgabe 5.4 Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand I', wobei n(z) den #ufleren
Einheitsnormalenvektor an € in « € I' bezeichnet. Ferner gelte I'y = [yUI'y, wobei Iy, I'; relativ
offen in I' sind. Seien p,c,, A, u, k, 0,0y > 0. Die Thermoelastizititsgleichungen fiir ein elastisch
und thermisch isotropes und homogenes Medium, welches im Referenzzustand das Gebiet €2 belegt,
lauten

pug — pAu— (A + p)Vdivu + kaVe = 0 in (0, 00) X
pc,by — kAO + kabydivu, = 0 in (0, 00) X
u(t,-) =0, 6(t,-)=01in (0,00) X TO,
—uNVu(t,)n — (u+ N)ndivu(t,-) + kad(t, - )n = 0, % =01in (0,00) x I'y,

u(0,-) = UO, (0, ) = ul, 0(0,-) = 6° in Q,



wobei u’, ul, 6° vorgegebene Funktionen sind und Vu die Jacobi-Matrix von u bzgl. der a-Variablen
bezeichnet. Es existiere eine Losung

(u,0) € C°([0,00) x Q,R? x R)
mit Vu, Vu; € C°([0, 00) x Q, R4 V2 € C°([0, 00) x 2, R>*4*d) 729 € CO(]0, 00) x Q, R¥*?). Es

bezeichne
o= puVu~+ (A + p)idgaxadivu

den Spannungstensor.
a) Definieren Sie V := (o, uy, )T sowie
2= (C(2) 7 % ()" x (%)

und bestimmen Sie einen Differentialoperator A: D(A) C X — X und eine Funktion V° € X
so, dass

0,V = AV in (0, 00) x 2,
V(0,:)=V%in Q
gilt.

Hinwers: Die Randbedingungen sollen in den Definitionsbereich D(A) von A eingebaut werden.

b) Zeigen Sie, dass die natiirliche Energie

E(t) == HO/Q (p\ut(t, z)]* + ,LLZ |Vu(t, z)[* + (A + p)|divu(t, z)|* + %«92@, :c)) dx

i=1

monoton fallend ist.

Losung
a) Es folgt
O ,LLV + ()\ + M)idexddiV 0
A = diag(1, p, pc,) "' | div 0 —kaV
0 —kabydiv kA
sowie

dxd

x (YD) % CHQ) |V = (VD igerats (VE)icr,as VP),

..........

D(A) = {V € (C'(Q))
V2=0,V¥®=01in Ty,

Vin+kaVin =022 =0 in Fl}.

Hierbei ist fiir o € C1(Q, R**9)

d d d T
dive = E 8j0’j1,..., E 8jaji7---7 E 6jajd .
J=1 J=1 J=1

Ferner gilt
pVu® + (X + p)idgaxadivu’
VO — ul
90



b) Wegen der Glattheit der Losung auf [0, 00) x Q gelten die partiellen Differentialgleichungen in
[0,00) x €, die Randbedingungen in [0, 00) x I und die Anfangsbedingungen in €2, weshalb die
Unbekannten und deren Ableitungen komponentenweise in L?({2) liegen. Multipliziert man die
erste Gleichung skalar in (L?(2))? mit fyu; bzw. die zweite Gleichung skalar in L2(€2) mit @
und, so folgt nach Aufaddieren mit partieller Integration

0 =16, / (puguy — pAuuy — (A + p)Vdivuu, + kaVou,)dx
Q

+ / (pc,0i0 — EAOG + kabydivu,d)dr =
Q
d
+40, [ (sutt. 0P+ 130 Fue 0P
i=1

+ (X + ) [divu(t, 2) > + %6’2(15, x))dx + k:/ |V0|*dx,
Q

wobei wir Grenzprozesse aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit der Integranden (auf jedem
Kompaktum [0, 7] x €2) vertauschen durften. Daraus folgt

OE(t) < —2k/ |VO|?dx < 0 fiir t > 0,
Q

weshalb F monoton fallend ist.



