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wir das Funktional

a)

b)
)

d)

F(u) = %Z(u(:pk) —y)? + a/ |ASu(z)Pde + B | wP(x)dz, ue H*(RY).
1 Rd Rd
Beweisen Sie, dass F' wohldefiniert ist.

Hinwers: Folgern Sie die Stetigkeit der Restriktion u +— “‘{11 z,,} aus dem Sobolevschen Einbettungssatz.

,,,,,

Zeigen Sie, dass F sein globales Minimum an einer Stelle v* € H?*(R%) annimmt.

Leiten Sie die schwache Formulierung des elliptischen Problems her, welchem u* geniigen muss.
HINwEIS: Betrachten Sie die erste Variation bzw. die Gateaux-Ableitung %F(u +ep)|e=0, p € D(R?), von F und setzen Sie diese
gleich Null.

Wie lautet die starke Formulierung des elliptischen Problems aus ¢)?

Losung

a)

Unter Beachtung der Sobolevschen Einbettung
HY(RY) — C)(RY) fiir k > 4
folgt, dass die Restriktionsabbildung
6upt HE(RY) = R, w s u(wy)
wohldefiniert ist. Daher ist auch die Abbildung
o 13 (ulay) — o)’
k=1
in H?(R?) wohldefiniert. Wegen u € H?*(R?) gilt auferdem A*u,u € L*(R?), weshalb auch

beide Integrale endlich sind. Insgesamt folgt, dass F' wohldefiniert ist.
Wir definieren fiir u € H%(R?)

G(u) = a/Rd |Asu(z)Pda + 5/Rd lu(z)[2da.

Mit Parsevalscher Gleichheit und den Eigenschaften der Fouriertransformation folgt, dass es
zwei Konstanten C7, Cy > 0 so gibt, dass

CIHUH?{%(W) < G(u) < CQHuH?{QS(]Rd)

fiir alle u gilt, da die Polynome ¢ — > (—i)l9¢® und € ~— (—1)%a|¢|? + B dquivalent sind.

|a|<2s

Desweiteren ist F' nach unten beschrinkt, denn
F(u) > 0 fiir alle u € H**(R?).
Damit existiert

inf F =:~v>0.
pert o Flw) =y 2



Daher gibt es eine Folge (u,)r C H**(R?) mit

F(uy) — v fir k — oo.
Insbesondere ist dann <% > (ug(x;) — yi)Q) beschriankt, weshalb es eine Teilfolge gibt, die wir
i=1 k
wieder mit (uy)g bezeichnen, die an den Stellen x1, ..., z, konvergiert. Insbesondere sind dann
(ug(z;))k, 1 = 1,...,n, Cauchyfolgen. Daher reicht es, nur das Funktional G zu betrachten.

Mit der Parallelogrammgleichung folgt
2(G(u) + G(v)) = G(u+v) — G(u —v),
weshalb auch
G(u—v)=2(G(u) + G(v)) — G(u—v) =2(G(u) + G(v)) — 4G (5(u + v))

gilt. Wendet man nun diese Identitéat auf u; und w; an, so folgt

Glur — wp) = 2G (wy) + 2G(w) — 4G (5 (up, + w))
ergibt. Nun gilt nach der Definition von =

G (ue +w)) = F(3(ue +w)) + o(1) > v+ o(1)
sowle

||ug — ul||§{25(Rd) < CHG(up — wy) < 2C5(2F (ug) + 2F (w) — 47) + o(1)
< 4Cyy — 4Cyy + o(1) — 0 fir k, 1 — oc.

Daher ist (uy);, eine Cauchyfolge in H?*(R?). Also konvergiert (uy)x gegen ein u* € H?$(R?).
Es bleibt noch zu zeigen, dass F' (u*) = v gilt. Aufgrund des Sobolevschen Satzes sowie der
Aquivalenz von v/G zur H*-Norm ergibt sich die Stetigkeit von F. Es folgt also
v < F(ug) — F(u")
und daher F(u*) =, d.h., u* ist ein globales Minimum von F'.
c) Sei u € H*(R%). Fiir alle ¢ € D(R?), € > 0 gilt dann

n

Flut+ep) =1 Z(u(:ck) +ep(z) — yp)® + /Rd |Afu(x) + eDp(x) > dz+
5 [ (o) + ot

n

Z ((W?(2x) = yr)® + 2e(uler) — yi)o(ar) + 2% (2r) )+

oz/Rd (|A°%u(@)]? + 2eA%u(z) - Alp(x) + 2| A%p(x)|*) dz+

3=

p y (u?(2) + 2eu(2)p(@) + *¢*(x))da,

woraus sich

n

P+ 2p)lo = 23 (ulo) — ) +20 [ Aou(e)- Apla)de +25 [ ula)pla)da

d
k=1 R



ergibt. Damit muss u* € H*(R?) die variationelle Gleichung

n

2 (@) = yi)e(an) + a/ At (x) - Atp(z)de + 6 [ u'(z)e(z)de =0

1 R4 Rd
fiir alle ¢ € D(R?) erfiillen.

Geht man formal von der Existenz einer klassisch differenzierbaren Lésung u* € C*(RY) aus, so
folgert man fiir alle ¢ € D(RY) mit partieller Integration (wobei man die Integrale auf B(0, R)
mit supp ¢ C B(0, R) einschrénkt)

RO () —wplow) o | AR @) g+ B [ (@)pl)de =0
k=1
Da nun der Raum

{u € C®(RY) |suppp N{z,...,2,} = &} C D(R?)

dicht in L?(R?) liegt, folgt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma von
du Bois-Reymond) die Giiltigkeit der starken Gleichung

aN®u* + fut =0 in RN\{zy,...,2,}

bzw. der distributionellen Gleichung
aAPu + fut + 1 Zu*(wk)émk =1 Z Yily, in D'(RY).
k=1 k=1

Bemerkung 1: Leicht sieht man, dass auch schwache Losungen u* € H?(R?) die obige
distributionelle Gleichung erfiillen. ,,Uberraschenderweise” muss nach dem Satz von Weyl sogar
u* € C®(RN{x1,...,7,}) gelten, weshalb auch die starke Gleichung in R\ {zy,...,x,} erfiillt
sein muss.

Bemerkung 2: Aus Stetigkeitsgriinden muss eine klassische Losung u* € C?*(R?) sogar
alN®u* + pu* =0in R w*(z) =y, firk=1,...,n

erfiillen. Setzt man sogar u* € C%*(R%) N H*(RY) voraus, so muss zwingend u* = 0, y; = yo =
- =1y, = 0 gelten.
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