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Theorie und Numerik Partieller Differentialgleichungen
1. Übungsblatt

Aufgabe 1.1 (4 Punkte)
Geben Sie m, l, n ∈ N und die Funktion F :

(

x, (yα)0≤|α|≤k

)

7→ F
(

x, (yα)0≤|α|≤k

)

aus der
Vorlesung für folgende Differentialgleichungen an:

a) Korteweg & de Vries-Gleichung:
ϕt + ϕxxx + 6ϕϕx = 0 für ϕ : R× R → R,

b) Monge & Ampère-Gleichung:
det(∇2u) = K(·)(1 + |∇u|2)2 für u : R2 → R (K ∈ C0

(

R, [0,∞)
)

vorgegeben),

c) Plattengleichung nach Kirchhoff & Love:
wtt −△wtt +△f(△w) = 0 für w : R× R

d → R (d ∈ N, f ∈ C2
(

R,R
)

vorgegeben),

d) Lamé-Gleichungen:
−µ△u− (λ+ µ)∇divu = 0 für u : R× R

d → R
d (d ∈ N, λ, µ > 0 vorgegeben).

Aufgabe 1.2 (4 Punkte)
Seien Ω ⊂ R

d ein Gebiet, T > 0. Ferner sei u : [0, T ]×Ω̄ → R. Zeigen Sie, dass die folgenden
Bedingungen äquivalent sind:
i) u ∈ C0

(

[0, T ]× Ω̄
)

, ii)
(

t 7→ u(t, ·)
)

∈ C0
(

[0, T ], C0
(

Ω̄
))

.

Aufgabe 1.3 (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ R

3 ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand Γ. Die Funktionen θ : [0,∞)×Ω̄ → R,
q : [0,∞)× Ω̄ → R

3 bezeichnen die Temperatur bzw. den Wärmefluss im Medium Ω. Mit
c, cρ, λ, τ > 0 werden die Stoffdichte, die Wärmedichte, die Wärmeleitfähigkeit und der
Relaxationsparameter bezeichnet. Die relativistische Wärmeleitung nach Cattaneo wird
dann durch das folgende System modelliert:

ccρ∂tθ(t, x) + divq(t, x) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞)× Ω,

τ∂tq(t, x) + q(t, x) + λ∇θ(t, x) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞)× Ω,

q(t, x) · n(x) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞)× Γ,

θ(0, x) = θ0(x) für x ∈ Ω,

q(0, x) = q0(x) für x ∈ Ω,

(1)

wobei n den äußeren Einheitsnormalenvektor an Γ bezeichnet und θ0, q0 vorgegeben sind.
Es existiere eine Lösung (θ, q) ∈ C2

(

[0,∞)× Ω̄,R× R
3
)

zu (1). Beweisen Sie:

a) Es gilt
∫

Ω
θ(t, x)dx =

∫

Ω
θ0(x)dx für t > 0.

Hinweis: Leiten Sie eine gewöhnliche Differentialgleichung für F (t) :=
∫
Ω
θ(t, x)dx, t ≥ 0, her.

b) Ist rot q0 ≡ 0, so gilt rot q(t, ·) ≡ 0 für t > 0.
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